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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ОПЕРАТОРА ПРОЕКТИРОВАНИЯ

ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА АЛГОРИТМОВ СТАБИЛИЗАЦИИ

А. А. Корнев1

Теоретически и численно исследуется оператор проектирования Q[a], действующий из линей-
ного пространства функций a(x) ∈ span{sin ix, i > 1}, заданных на отрезке [0, π], на подпро-
странство функций вида ã(x) ∈ span{sin ix, i > i0}. Соответствующая проекция выполняется
вдоль подпространства l(x) ∈ span

{

sin ix, i = 1, . . . , i0
}

, где sin ix = χδ(x) sin ix, χδ(x) — харак-
теристическая функция интервала [0, δ). Полученные результаты применяются при решении
задач стабилизации по начальным данным решений модельных нестационарных уравнений.
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Рассмотрим гильбертово пространство H функций u(x), заданных на отрезке [0, π] и равных нулю

на границе, т.е. u(0) = u(π) = 0, образованное ортонормированными функциями ξi(x) =

√

2

π
sin(ix),

x ∈ [0;π], (ξi, ξj) =

π
∫

0

ξi(x)ξj(x) dx = δij . Будем считать, что исходное пространство H представлено в

виде прямой суммы H = H+ ⊕H−, где

H+ = span
{

ξi(x), i = 1, . . . , i0
}

, H− = span
{

ξi(x), i = i0 + 1, i0 + 2, . . .
}

,

т.е. подпространство H+ является линейной оболочкой первых i0 функций sin ix, H− — ортогональное к
нему дополнение.

Выберем некоторое 0 < δ 6 π, представим отрезок ω = [0, π] в виде объединения ωδ = [0, δ) и ω̄ = [δ, π]
и определим подпространство L = span

{

li(x), i = 1, . . . , i0
}

как линейную оболочку следующих функций:

li(x) = disin (ix) =

{

0, x ∈ ω̄;

di sin(ix), x ∈ ωδ, di = (li, li)
−1/2.

Каждая функция li(x) является нормированным (в интегральной норме) следом на ωδ соответствующей
функции ξi(x). Зададим оператор проектирования Q[·], действующий из пространства H в подпростран-
ство H− вдоль подпространства допустимых смещений L стандартным образом:

для произвольной функции a(x) ∈ H проекция Q
[

a(x)
]

∈ H− имеет вид Q[a] = ã(x) = a(x) + l(x), где

l(x) =

i0
∑

i=1

cili(x), а вектор коэффициентов c = [c1, . . . , ci0 ] определяется из условия ã(x) ∈ H−, т.е. из

соотношений
(

a(x) + l(x), ξi
)

= 0, i = 1, . . . , i0.
Сформулированная задача вычисления проекции Q[a] является базовой для методов стабилизации

по начальным данным, правой части и краевым условиям широкого класса линейных и нелинейных од-
номерных нестационарных задач [1, 4–8].

При этом условие l(x)
∣

∣

ω̄
≡ 0 означает, что функция a(x) не изменяется на подобласти ω̄, условие

ã(x) ∈ H− гарантирует, что асимптотическая скорость убывания решения с начальными данными ã(x)
будет выше, чем с начальными данными a(x), а совпадение L и H+ на подобласти ωδ обеспечивает в
некотором смысле минимальность поправки l(x).

Для поиска коэффициентов c вектора поправки l(x) достаточно решить систему уравнений

Ac = −a c проекционной матрицей (A)ij = (lj , ξi) =

√

2

π
dj(sin jx, sin ix)ωδ

и с правой частью, имеющей

вид −(a)i = −(a, ξi). Отметим, что при указанном выборе функций ξi(x) и lj(x) матрица A несимметрична,
а ее коэффициенты (A)ij равны косинусу угла θij между векторами ξi и lj .
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Качество полученной проекции ã(x) = Q
[

a(x)
]

и, как следствие, успешность дальнейшего решения
задачи стабилизации зависит от точности решения системы Ac = −a, от C-нормы полученной проек-
ции ã(x) и от значений ненулевых коэффициентов {ãi0+1, ãi0+2, . . .}. Следовательно, при фиксированных
δ и i0 важнейшими характеристиками оператора Q[a] (с точки зрения задач стабилизации) являются
величины

cond∞(A), sup
‖a‖∞=1

max
i=1,...,i0

|ci| ‖li‖C , sup
‖a‖2=1

(ã, ξj0 )
2
= φ2(j0), j0 > i0.

При этом число обусловленности cond∞(A) характеризует вычислительную устойчивость задачи нахож-
дения проекции ã(x); значения ci‖li‖C отвечают за C-норму функции поправки l(x) и характеризуют
сложность реализации найденного управления; величина φ(i0 + 1) = |ãi0+1| является наибольшей из
возможных констант в оценке асимптотической скорости стабилизации, а наибольшие значения коэф-
фициентов |ãj0 | = φ(j0), где j0 > i0 + 1, позволяют оценить L2-норму функции ã(x) и скорость реальной
стабилизации на начальном временно́м отрезке. Отдельный интерес представляет асимптотика указанных
параметров при уменьшении размера области стабилизации (т.е. от величины δ) и при увеличении размер-
ности i0 подпространства L. Отметим, что в работе [4] для подобной задачи доказана экспоненциальная
оценка скорости ростра cond2(A) по параметру i0, что по сути приводит к ограничению i0 заведомо мень-
ше ста. Для такой размерности две первые величины не сложно явно оценить в терминах коэффициентов
aij исходной матрицы A и коэффициентов āij обратной матрицы A−1:

cond∞(A) =
∥

∥A−1
∥

∥

∞
‖A‖∞, sup

‖a‖∞=1

max
i=1,...,i0

|ci|‖li‖C 6
∥

∥A−1
∥

∥

∞
max

i=1,...,i0
‖li‖C = ϕ.

Для определения величины φ(j0) при j0 > i0 требуется решить следующую задачу квадратичной мини-
мизации с ограничениями типа равенств:

при фиксированных δ, i0 и выбранном j0 найти такую функцию a(x) с единичной L2-нормой, что
в результате решения задачи проектирования a(x) на подпространство H− вдоль подпространства L
коэффициент ãj0 максимален.

Далее будем считать, что a(x) ∈ H+. В этом случае для заданного j0 > i0 требуется найти такие

коэффициенты a = (a1, . . . , ai0)
T , определяющие начальную функцию a(x) =

i0
∑

i=1

aiξi(x), и коэффициенты

c = (c1, . . . , ci0)
T соответствующей поправки l(x) =

i0
∑

i=1

cili(x), что

φ2(a, j0) =

(

i0
∑

i=1

aiξi +

i0
∑

i=1

cili, ξj0

)2

→ sup, (1.1)

(

i0
∑

i=1

aiξi +

i0
∑

i=1

cili, ξj

)

= 0, j = 1, . . . , i0, (1.2)

i0
∑

i=1

a2i − 1 = 0. (1.3)

Данная задача является стандартной задачей квадратичной минимизации, и ее решение может быть
получено хорошо известными методами типа явной подстановки, QR-разложения и GSVD-разложения. В
том числе, верна следующая

Лемма. Для указанных функций
{

li(x), ξi(x)
}

оператор Q[a] корректно определен при всех 0 < δ 6 π,

т.е. существует обратная матрица
(

A−1
)

ij
= āij . При этом решение задачи (1.1)–(1.3) существует,

единственно и имеет следующий вид:

ai = γip, где p =

(

i0
∑

i=1

γ2
i

)−1/2

, γj =

i0
∑

i=1

βiāij , βi = (li, ξj0).

Доказательство. Запишем условие (1.2) в матричном виде Ac = −a, (A)ij = (lj , ξi), i, j = 1, . . . , i0.
Так как система векторов {li, i = 1, . . . , i0} линейно независима на отрезке ωδ (что несложно доказать по
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индукции методом от противного, дважды дифференцируя соответствующую линейную комбинацию), а
матрица A является матрицей типа Грама, то из невырожденности A для произвольного i0 > 1 формально

имеем c = −A−1
a, т.е. ci = −

i0
∑

j=1

āijaj , где āij =
(

A−1
)

ij
. Введем обозначение βi = (li, ξj0 ) и перепишем

выражение для функции φ(a, j0) с учетом (ξi, ξj0) = 0, i < j0 и полученного представления ci, в виде

φ2(a, j0) =

(

i0
∑

i=1

ciβi

)2

=





i0
∑

i=1

βi

i0
∑

j=1

āijaj





2

=





i0
∑

j=1

γjaj





2

,

где γj =

i0
∑

i=1

βiāij . В результате (при известных γj) задачу (1.1)–(1.3) запишем в канонической форме:































φ2(a, j0) =





i0
∑

j=1

γjaj





2

→ sup,

ϕ(a) =

i0
∑

i=1

a2i − 1 = 0.

Ее решение не сложно выписать в терминах функции Лагранжа L = φ2(a, j0) + λϕ(a). Действительно, из

условий
∂L

∂ai
= 0 имеем γi





i0
∑

j=1

γjaj



+ λai = 0, т.е. ai = γip, p = −λ−1

i0
∑

j=1

γjaj . Подставляя данное соот-

ношение в ϕ(a) = 0, находим p2
i0
∑

i=1

γ2
i = 1, т.е. p =

(

i0
∑

i=1

γ2
i

)−1/2

. Это приводит к искомым соотношениям.

Лемма доказана.
Замечание. Общий случай a(x) ∈ H сводится, как указал М.А. Ложников, к начальным функциям

вида

i0
∑

i=1

aiξi + aj0ξj0 и может быть исследован аналогично.

Как отмечалось ранее, нас интересует поведение функций cond∞(A), ϕ, φ(j0) при увеличении i0 и
малых δ. Из соотношений

δ
∫

0

sin2 mxdx =
δ

2
− sin 2δm

4m
,

δ
∫

0

sinmx sinnxdx =
n cos(nδ) sin(mδ)−m cos(mδ) sin(nδ)

m2 − n2
=

=
δ3mn

3
− δ5mn

(

m2 + n2
)

30
+

δ7
(

3m5n+ 10m3n3 + 3mn5
)

2520
+O

(

δ8
)

и условия нормировки 1 = d2i
(

sin ix, sin ix
)

находим асимптотику для нормировочного коэффициента и
элементов матрицы:

di =

√
3

i
δ−3/2 +

i
√
3

10
δ1/2 +O

(

δ5/2
)

, (A)ij =

√

2

π
dj

δ
∫

0

sin(jx) sin(ix) dx =

√

2

3π
iδ3/2 +O

(

δ7/2
)

.

Отсюда получаем, что при δ → 0 косинус угла cos θij = (A)ij между векторами lj , ξi стремится к нулю, т.е.
подпространства L и P+ становятся ортогональными. Это влечет вырождение оператора проектирования
и увеличение нормы соответствующего вектора поправки.

При i0 = 1 для величин cond∞(A), ϕ, φ(j0) не сложно выписать аналитические формулы. В этом

случае для начальной функции a(x) =

√

2

π
sin(x) соответствующая проекция ищется в виде

ã(x) =

√

2

π
sin(x) + c1d1sinx
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из условия

(

ã(x),

√

2

π
sin(x)

)

= 0. Отсюда получаем

c1 = −
[

d1

√

2

π

(

sinx, sin x
)

]−1

= −
√

3π

2
δ−3/2 +O

(

δ1/2
)

, cond∞(A) = 1,

ϕ = |c1|d1
∥

∥ sinx
∥

∥

C[0,δ]
= 3

√

π

2
δ−2 +O(1),

φ(j0) = |c1|d1
√

2

π

(

sinx, sin j0x
)

=

(

sinx, sin j0x
)

(

sinx, sinx
) = j0 + O

(

δ2
)

,

‖l‖L2[0,π] = |c1| =
√

3π

2
δ−3/2 +O

(

δ1/2
)

.

Tаким образом, при δ → 0 имеем, что C-норма функции поправки l(x) увеличивается квадратично,

L2-норма растет как O
(

δ−3/2
)

, однако величина проекции

(

l(x),

√

2

π
sin j0x

)

∼ j0, т.е. остается ограни-

ченной по δ и растет линейно по j0. Отметим, что в данном случае для получения требуемых асимптотик
достаточно взять первый член в разложении sinmx ∼ mx.

Аналогично при i0 = 2 имеем:

A ∼











√

2

π
d1

(

2x7

315
− x5

15
+

x3

3

)
√

2

π
d2

(

13x7

180
− x5

3
+

2x3

3

)

√

2

π
d1

(

13x7

180
− x5

3
+

2x3

3

)
√

2

π
d2

(

128x7

315
− 16x5

15
+

4x3

3

)











,

det (A)∼ δ10
(

448 + 840δ2 − 155δ4
)

58800

2

π
d1d2 =

12

525π
δ7 + O

(

δ9
)

.

A−1 ∼C2



















− 16
√

2

π
d1

(

32δ4 − 84δ2 + 105
) 7
√

2

π
d1

(

13δ4 − 60δ2 + 120
)

7
√

2

π
d2

(

13δ4 − 60δ2 + 120
)

− 4
√

2

π
d2

(

2δ4 − 21δ2 + 105
)



















,

где C2 = 140/
(

3x7
(

155x4 − 840x2 − 448
)

)

.

Отметим, что в данном случае асимптотическое разложение необходимо выписывать до O
(

δ7
)

, так
как при меньшей точности матрица A является вырожденной.

Приведем результаты расчетов для i0 = 1 ÷ 15, полученные с использованием пакета GMP/mpfr
в рамках 1024-битной арифметики. Согласно [4], при фиксированном δ обусловленность проекционной
матрицы растет экспоненциально по размерности i0 подпространства L, т.е.

ln
(

cond∞(A)
)

= ln ‖A‖∞ + ln
∥

∥A−1
∥

∥

∞
∼ k1(δ)i0 + l1(δ).

На рис. 1 и 2 приведены графики функций ln
(

cond∞(A)
)

в зависимости от i0. Указанный номер графика n
определяет величину δ следующим образом: δ = nπ × 10−2, т.е. при n = 100 управление реализуется на
всем отрезке, а при n = 1 на 1% его длины. Отметим, что семейство функций ln

∥

∥A−1
∥

∥

∞
∼ k2(δ)i0 + l2(δ)

имеет близкую структуру.
На рис. 3 приведены графики k1,2(n) и l1,2(n). При этом искомое линейное приближение (т.е. коэф-

фициенты k1,2 и l1,2) для каждого фиксированного δ вычислялись в результате линейной интерполяции
по крайним точкам i0 = 1 и i0 = 15. В данном случае cond∞(A)

∣

∣

i0=1
= 1, т.е. l1 ≡ 0, а коэффициенты k1,2,

l2 неограниченно растут при δ → 0. Коэффициенты k1,2, найденные по точкам i0 = 10 и i0 = 15, имеют
близкие значения. Отметим, что ϕ =

∥

∥A−1
∥

∥

∞
max

i=1,...,i0
‖li‖C , следовательно, ϕ ∼

∥

∥A−1
∥

∥

∞

√
3 δ−1/2.



вычислительные методы и программирование. 2018. Т. 19 435

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

Рис. 5 Рис. 6
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Рис. 7

Численно получено, что функция φ имеет иную
структуру, в том числе существует ограниченный пре-
дел φ(δ, i0, j0) при δ → 0. Подобное свойство, как ука-
зал автору Н.Л. Замарашкин, не является типичным.
Еще одним важным моментом является поведение
φ(δ, i0 = const, j0). На рис. 4 и 5 представлено семей-
ство графиков при i0 = 4, j0 = 5, . . . , 15, 0 < δ 6 π (от-
метим, что аналогичная структура сохранялась для
всех рассмотренных в процессе исследования значе-
ниях i0). В данном случае величина φ(δ, i0, j0 +1) мо-
нотонно и ограниченно растет при δ → 0, однако при
j0 > i0 + 1 функция φ(δ) имеет несколько локаль-
ных минимумов. Формально это может означать, что
при реализации процесса стабилизации на коротком
отрезке времени область стабилизации не обязатель-
но должна быть максимально большой. При этом су-
щественное значение имеет расположение ωδ относи-
тельно исходной области ω (в случае, когда допустимо
размещение управляющей подобласти во внутренней части ω).

Рассмотрение предельной поверхности φ(δ, i0, j0)
∣

∣

δ→0
= φ0(i0, j0) также удобно провести в терми-

нах линейной аппроксимации ln
(

φ0(i0, j0)
)

∼ k3(i0)j + l3(i0). На рис. 6 изображено семейство функций

ln
(

φ0(i0, j0 = i0 + j)
)

в зависимости от i0 = 1, . . . , 15 при j = 1, 2, 3, 4, 5, 48, 49, 50; графики соответству-
ющих коэффициентов k3(j), l3(j) при j = 1, 2, . . . , 50 изображены на рис. 7. Здесь l3(j) = ln(j + 1), а
коэффициент k3(j) растет не быстрее линейной функции.

Замечание. Существование ограниченного предела φ(δ, i0, j0) при δ → 0 означает ограниченность
коэффициентов {ãi} разложения полученной проекции ã(x) по базису

{

ξi(x)
}

при всех δ. С точки зре-
ния задач стабилизации данный результат имеет важное значение, в том числе прямым его следствием
является

Утверждение. Для линейных (а также квазилинейных) одномерных задач типа теплопроводно-
сти асимптотическая скорость процесса стабилизации решения u(t, x) по начальным данным и краевым
условиям посредством проектирования на H− вдоль L не зависит от величины δ > 0, т.е. верна оценка

‖ũ(t, x)‖L2[0,π]
6 C e−λ(i0)t ‖ũ(0, x)‖L2[0,π]

.

В качестве демонстрации полученного эффекта рассмотрим решение задачи стабилизации по началь-
ным данным для одномерного уравнения теплопроводности



















∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, u = u(t, x),

t > 0, x ∈ ω = [0, π],

u(0, x) = a(x) = ex sin(x), u(t, 0) = u(t, π) = 0.

Хорошо известно, что для начальной функции u(0, x) = a(x) =

∞
∑

i=1

aiξi(x) решение имеет вид

u(t, x) =
∞
∑

i=1

aie
−λitξi(x), λi = i2.

Отсюда, в том числе, следует асимптотика для интегральной нормы решения при больших временах:
∥

∥u(t, x)
∥

∥

L2[0,π]
∼ a1e

−t, t ≫ 1.

Выберем некоторые δ и i0 и изменим a(x) на подобласти ωδ так, что ũ(0, x) = ã(x) =

∞
∑

i=i0+1

ãiξi(x).

Это гарантирует оценку

‖ã(t, x)‖ ∼ ãi0+1e
−(i0+1)2t, t ≫ 1.
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Пусть i0 = 3. Тогда при δ = π/10 имеем

‖ã(0, x)‖ ∼ 1.e+ 5, ‖ã(1., x)‖ ∼ 2.e− 6;

при δ = π/100 имеем
‖ã(0, x)‖ ∼ 4.e+ 10, ‖ã(1., x)‖ ∼ 2.e− 6,

что показывает согласованность численных расчетов и теоретических оценок.
Заключение. Предложенная в настоящей статье методика исследования оператора проектирования

Q[a], а также постановка задачи (1.1)–(1.3) и найденное для нее аналитическое решение могут применяться
при априорном анализе широкого класса задач стабилизации нелинейных нестационарных многомерных
уравнений математической физики методом проектирования на устойчивое многообразие, в том числе в
случае построения непрерывной проекции Q[a] [5].

Автор искренне признателен Сальникову Д.Е. за полезные обсуждения.
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Abstract: The projection operator Q[a] acting from the linear space of the functions a(x) ∈ span{sin ix, i >
1} given on the segment [0, π] onto the subspace of the functions ã(x) ∈ span{sin ix, i > i0} is studied
theoretically and numerically. The corresponding projection is performed along the subspace of the functions
l(x) ∈ span{ sin ix, i = 1, . . . , i0}, where sin ix = χδ(x) sin ix is the characteristic function χδ(x) of the interval
[0, δ). The obtained results are used to solve the problem of stabilization with respect to the initial data of
solutions to the model nonstationary equations.
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