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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ТИПА ОЗЕЕНА

В L-ОБРАЗНОЙ ОБЛАСТИ

А.В. Рукавишников1

Для задачи типа Озеена в вихревой форме в многоугольной области с входящим тупым углом на
границе определено Rν -обобщенное решение. Для ее приближенного решения построен весовой
метод конечных элементов. Численные эксперименты модельной задачи в L-образной области
показали преимущества предложенного метода.

Ключевые слова: задача Озеена с сингулярностью, весовой метод конечных элементов.

Введение. Для системы уравнений Максвелла в двумерной многоугольной области Ω с входящим
тупым углом на границе известно, что ее обобщенное решение не принадлежит пространству Соболева
W 1

2 (Ω). Такая задача называется краевой задачей с сильной сингулярностью. Для системы Ламе, на-
пример, в области с тупым углом на границе можно определить обобщенное решение в пространстве
W 1

2 (Ω), но оно не будет принадлежать пространству W 2
2 (Ω). Такая задача называется краевой задачей

со слабой сингулярностью. В [1] для эллиптических краевых задач было предложено определять ре-
шение как Rν -обобщенное в весовом пространстве Соболева. Предложенный метод позволил построить
весовой метод конечных элементов и получить лучший (больший) порядок сходимости приближенного
Rν-обобщенного решения к точному решению задачи по сравнению с классическим конечно-разностным
и конечно-элементным подходами.

В настоящей статье предложен численный метод решения задачи типа Озеена в вихревой форме в
области с тупым углом. Отметим, что решение задачи имеет особенность в угле ϕ, ϕ ∈ (π, 2π), даже если
входные данные задачи гладкие. Двумерное течение вязкой несжимаемой жидкости в невыпуклой обла-
сти впервые изучено в [2]. Для обобщенного решения задачи Стокса (следовательно, и задачи Озеена)
хорошо известно, что компоненты вектора скоростей и функция давления в области Ω с тупым углом
на границе не принадлежат пространствам W 2

2 (Ω) и W 1
2 (Ω) соответственно [3], а приближенное решение,

полученное с помощью стандартных конечно-разностных и конечно-элементных схем, сходится к точному
решению задачи со скоростью, не превосходящей O

(

hξ
)

, ξ < 1, для компонент вектора скоростей и функ-

ции давления в нормах пространств W 1
2 (Ω) и L2(Ω) соответственно и со скоростью O

(

h2ξ
)

для компонент
вектора скоростей в норме пространства L2(Ω). Такой эффект загрязнения, в частности для задачи Стокса
(см., например, [4]), наблюдается не только в нормах классических пространств Соболева, но и в нормах
весовых пространств. Для того чтобы построить эффективный приближенный метод решения задачи,
вычислителю необходимо знать, как ведет себя решение в полярных координатах в окрестности входя-
щего угла. Сингулярные компоненты решения характеризуются числами, которые являются решениями
соответствующего нелинейного уравнения и зависят от величины тупого угла (более подробно см. [3, 5],
а также [6–8]).

В нашей статье построен весовой метод конечных элементов [9–14] (МКЭ), основанный на определе-
нии Rν -обобщенного решения [1, 15–18] в L-образной области и использовании Скотт–Вогелиус элемент-
ной пары второго порядка [19], основанной на триангуляции с барицентрическим измельчением. В [20]
установлена LBB-устойчивость рассматриваемой Скотт–Вогелиус элементной пары.

Численные эксперименты для модельной задачи показали, что приближенное Rν-обобщенное реше-
ние (вектор скоростей и функция давления) сходится к точному решению со скоростью O(h) в нормах
пространств W

1
2,ν(Ω) и L2,ν(Ω) соответственно и вектор скоростей сходится к точному решению со ско-

ростью O(h2) в норме пространства L2,ν(Ω), что почти в два раза лучше по порядку, чем в классических
подходах.

1. Постановка задачи. Пусть R2 — двумерное евклидово пространство, x = (x1, x2) — его элемент

с нормой ‖x‖ =
√

(

x21 + x22
)

и мерой dx = dx1 dx2. Пусть Ω ⊂ R2 ограниченная невыпуклая L-образная

область с границей Γ. Вершина тупого угла находится в начале координат, Ω̄ — замыкание области Ω, т.е.
Ω̄ = Ω ∪ Γ.
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Запишем уравнения Навье–Стокса несжимаемой жидкости в переменных скорость–давление в конвек-
тивной форме: найти u(x, t) =

(

u1(x, t), u2(x, t)
)

(вектор скоростей) и p(x, t) (кинематическое давление),
удовлетворяющие системе уравнений

∂u

∂t
− ν̄△u+ (u · ∇)u +∇p = f , divu = 0 в Ω× (0, T ] (1)

при заданных массовых силах f = (f1, f2) и кинематической вязкости ν̄ > 0. Систему (1) дополним
начальным и граничным условиями

u(x, 0) = u0(x) в Ω, u = g на Γ× (0, T ], (2)

где u0(x) и g = (g1, g2) — заданные функции в Ω и на Γ соответственно.

Используя равенство (u·∇)u = (rotu)×u+
1

2
∇(u·u) и заменив кинематическое давление p давлением

Бернулли [21] P = p+
1

2
u · u, перепишем систему (1) в следующем виде:

∂u

∂t
− ν̄△u+ (rotu)× u+∇P = f , divu = 0 в Ω× (0, T ]. (3)

Эта система является альтернативной записью уравнений Навье–Стокса в вихревой форме. Условия (2)
для нее являются начальным и граничным условиями в Ω и на Γ соответственно. Линеаризация, основан-
ная на итерациях Пикара (см. [22] и цитируемую там литературу), и применение неявных схем по времени
для (3) приводит к системе Озеена в вихревой форме. Задача состоит в том, чтобы найти u = (u1, u2)
(вектор скоростей) и P (давление), удовлетворяющие системе уравнений и граничным условиям

αu− ν̄△u+ w × u+∇P = f , divu = 0 в Ω, (4)

u = g на Γ, (5)

где α > 0, w = rotU,U — известное приближение к u и w × u = (−wu2, wu1). Следует отметить, что
линеаризация (rotu)×u обеспечивает эллиптичность той части системы, что зависит от вектора скоростей
в первом уравнении (4). Для линеаризованной системы остаются справедливы законы сохранения.

В настоящей работе определим Rν-обобщенное решение задачи (4)–(5), построим весовой метод ко-
нечных элементов ее решения. Проведем серию численных экспериментов и покажем преимущество пред-
ложенного метода перед классическими подходами в L-образной области (с тупым углом, равным 3π/2 в
начале координат на границе области Ω).

Введем обозначения и определим необходимые пространства обобщенных функций. Обозначим через
Ω

′

δ =
{

x ∈ Ω̄ : ‖x‖ 6 δ < 1, δ > 0
}

часть δ-окрестности точки (0, 0), принадлежащей Ω̄. Определим весовую

функцию ρ(x) =

{

‖x‖, x ∈ Ω
′

δ,

δ, x ∈ Ω̄ \ Ω
′

δ.
Через L2,β(Ω) обозначим пространство функций с ограниченной нормой

‖u‖L2,β(Ω) =





∫

Ω

ρ2β(x)u2(x) dx





1/2

.

Пусть W 1
2,β(Ω) — пространство функций с ограниченной нормой

‖u‖W 1

2,β(Ω) =





∑

|m|61

∥

∥

∥ρβ(x)
∣

∣Dmu(x)
∣

∣‖2L2(Ω)





1/2

, (6)

где Dmu(x) =
∂|m| u

∂xm1

1 ∂xm2

2

, |m| = m1 + m2, mi > 0 — целые. Через W 1
2,β(Ω, δ) для β > 0 обозначим

множество функций из пространства W 1
2,β(Ω), удовлетворяющих условиям

∫

Ω̄\Ω
′

δ

ρ2β(x)u2(x) dx > C1 > 0,
∣

∣Dmu(x)
∣

∣ 6 C2

(

δ

ρ(x)

)β+m

, x ∈ Ω
′

δ, (7)
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где m = 0, 1 и C2 — положительная константа, не зависящая отm, с нормой (6). Через L2,β(Ω, δ) обозначим
множество функций из пространства L2,β(Ω), которые подчиняются требованиям (7) (приm = 0) с нормой
L2,β(Ω). Пусть L0

2,β(Ω, δ) =
{

q ∈ L2,β(Ω, δ) :
∫

Ω ρ
β q dx = 0

}

.

Через
o

W 1
2,β (Ω, δ)

(

o

W 1
2,β (Ω, δ) ⊂W 1

2,β(Ω, δ)

)

обозначим замыкание по норме (6) множества бесконечно

дифференцируемых финитных в Ω функций, удовлетворяющих условиям (7).

Будем говорить, что ϕ(x) ∈ W
1/2
2,β (Γ, δ), если существует Φ(x) из W 1

2,β(Ω, δ), такая, что Φ(x)
∣

∣

Γ
= ϕ(x)

и ‖ϕ‖
W

1/2
2,β (Γ,δ)

= inf
Φ|Γ=ϕ

‖Φ‖W 1

2,β(Ω). Для вектор-функций v = (v1, v2) определим множества L2,β(Ω, δ) и

W
1
2,β(Ω, δ), такие, что vi ∈ L2,β(Ω, δ) и vi ∈ W 1

2,β(Ω, δ) с ограниченной нормой пространств L2,β(Ω) и

W
1
2,β(Ω) соответственно. Аналогично для вектор-функций вводятся множества

o

W
1
2,β (Ω, δ) и W

1/2
β (Γ, δ).

Введем для задачи (4)–(5) понятие Rν -обобщенного решения.
Определение 1. Пару функций (uν , Pν) ∈ W

1
2,ν(Ω, δ)×L

0
2,ν(Ω, δ) назовем Rν -обобщенным решением

задачи (4)–(5), если uν(x) удовлетворяет условию (5) на Γ и для любой пары (v, q) ∈
o

W
1
2,ν (Ω, δ)×L0

2,ν(Ω, δ)

и w ∈ L2,β(Ω, δ), f ∈ L2,β(Ω, δ), g ∈ W
1/2
2,β (Γ, δ), ν > β справедливы интегральные равенства

a(uν ,v) + b(v, Pν) = l(v), c(uν , q) = 0,

где билинейные и линейная формы имеют вид

a(uν ,v) =

∫

Ω

[

αρ2νuν · v + ν̄∇uν · ∇
(

ρ2νv
)

+ ρ2ν(w × uν) · v
]

dx, b(v, Pν) = −

∫

Ω

Pν div
(

ρ2νv
)

dx,

c(uν , q) = −

∫

Ω

(ρ2ν q)divuν dx, l(v) =

∫

Ω

ρ2ν f · v dx.

2. Схема весового метода конечных элементов. Выполним триангуляцию Υh, основанную на
барицентрическом разбиении элементов квазиравномерной триангуляции Th области Ω [23]. Таким обра-
зом, разобьем Ω на конечное число треугольников Li, Li ∈ Th (макроэлемент). Затем каждый Li поделим
на три треугольника Kij (конечный элемент), Kij ∈ Υh (общая вершина которых находится в барицентре
макроэлемента Li). Обозначим через Rl и Sk вершины и середины сторон Ks соответственно. Тогда

1) Rvel = Rvel
Ω ∪ Rvel

Γ = {Rl ∪ Sk}, где Rvel
Ω и Rvel

Γ — множества узлов триангуляции для компонент
вектора скоростей в Ω и на Γ соответственно;

2) Rpres = {Ql} — множество узлов триангуляции для давления, где Ql совпадает с узлом Rk на
соответствующем Kij .

Обозначим через Ωh =
⋃

Ks∈Υh

Ks совокупность конечных элементов со стороной порядка h. Далее,

опишем Скотт–Вогелиус (SV) элементную пару (см. [19], случай k = 2). Для компонент вектора скоростей
используем полиномы второй степени (Xh), а для давления — первой степени

(

Zh
)

:

Xh =
{

vh ∈ C(Ω) : vh
∣

∣

K
∈ P2(K), ∀K ∈ Υh

}

; Zh =
{

zh ∈ L2(Ω) : z
h
∣

∣

K
∈ P1(K), ∀K ∈ Υh,

∫

Ω

zh dx = 0
}

.

Далее, представим специальные базисные функции и построим схему весового метода конечных эле-
ментов для задачи (4)–(5). Каждому узлу Mk ∈ Rvel

Ω

(

Nl ∈ Rpres
)

соответствует базисная функция

θk(x) = ρν
∗

(x) · ϕk(x),
(

χl(x) = ρµ
∗

(x) · ψl(x)
)

, k = 0, 1, . . . , (l = 0, 1, . . .),

где ϕk ∈ Xh, ϕk(Mj) = δkj , k, j = 0, 1, . . .
(

ψl ∈ Zh, ψl(Nj) = δlj , l, j = 0, 1, . . .
)

; δlj — символ Кронекера,
ν∗ и µ∗ — действительные числа.

Пространства V h и Qh для компонент вектора скоростей и давления определяются как линейные
оболочки систем базисных функций {θk}k и {χl}l соответственно. Пусть V h

0 — подпространство V h :

V h
0 =

{

vh ∈ V h : vh(Mk)
∣

∣

Mk∈Rvel

Γ

= 0
}

. Приближенные компоненты вектора скоростей и функции давления

будем искать в виде

uhν,1(x) =
∑

k

d2k θk(x), uhν,2(x) =
∑

k

d2k+1 θk(x), phν (x) =
∑

l

el χl(x), (8)
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где dj = ρ−ν∗

(M[j/2]) d̃j , ei = ρ−µ∗

(Ni) ẽi. Коэффициенты dj и ei в (8) находим в результате решения

системы (9) (см. ниже). Пусть V
h = V h × V h, Vh

0 = V h
0 × V h

0 и V
h ⊂ W

1
2,ν(Ωh, δ), V

h
0 ⊂

o

W
1
2,ν (Ωh, δ),

Qh ⊂ L0
2,ν(Ωh, δ).

Определение 2. Приближенным Rν -обобщенным решением задачи (4)–(5), полученным с помощью
весового МКЭ, назовем пару функций

(

uh
ν , P

h
ν

)

∈ V
h×Qh, такую, что uh

ν =
(

uhν,1, u
h
ν,2

)

в узлах множества

Rvel
Γ удовлетворяет условию (5) и для произвольных пар

(

vh, qh
)

∈ V
h
0×Q

h и w ∈ L2,β(Ω, δ), f ∈ L2,β(Ω, δ),

g ∈ W
1/2
2,β (Γ, δ), ν > β, выполняются равенства

a
(

uh
ν ,v

h
)

+ b
(

vh, P h
ν

)

= l
(

vh
)

, c
(

uh
ν , q

h
)

= 0. (9)

3. Построение итерационного процесса. Конечно-элементная задача (9) порождает систему ли-
нейных алгебраических уравнений с седловой точкой вида

[

A B
CT 0

] [

ζ
η

]

=

[

ω
z

]

. (10)

В нашем случае, A — положительно определенная квадратная матрица, B и CT — прямоугольные (не
квадратные) матрицы, ζ = uh

ν , η = P h
ν , ω = fh, z = 0.

Для нахождения решения системы (10) построим сходящийся итерационный процесс [24]. Для этого
1) выберем произвольные начальные приближения η0, ζ0 для (10);
2) проведем итерации k = 0, 1, 2, . . . , далее 3) и 4), пока не будет выполнено условие остановки ите-

рационного процесса;
3) вычислим ζk+1 = ζk + Â−1

(

ω −Aζk −Bηk
)

;

4) найдем ηk+1 = ηk + Ŝ−1
(

CT ζk+1 − z
)

.

В пунктах 3 и 4 матрицы Â и Ŝ — переобусловливающие матрицы для матриц A и дополнения по
Шуру S = CTA−1B соответственно.

Для построения матрицы Â используем неполное LU -разложение матрицы A − ILU(0) [25]. Задачу
Aq = χ на каждой итерации в пункте 3 решаем с помощью обобщенного метода минимальных невязок
GMRES(n) с левым переобусловливанием матрицы A системы. Пусть r0 = Â−1(χ−Aq), тогда процедура
Арнольди образует ортогональный базис в n-м подпространстве Крылова:

Span
{

r0, Â
−1Ar0, . . . ,

(

Â−1A)n−1r0

}

, n = 10.

Далее, построим вспомогательную матрицу S̃ к Ŝ, которая является весовой матрицей масс Mν,µ∗

P

пространства давления, такой, что на каждом L ∈ Υh выполнено

(

Mν,µ∗

P

)

lj
=

1

ν̄

∫

L

ρ2(ν+µ∗) ψl(x)ψj(x) dx, l, j = 0, 1, . . . .

Затем определим диагональную матрицу S̄ = M̄ν,µ∗

P , где
(

M̄ν,µ∗

P

)

ii
=

∑

k

(

Mν,µ∗

P

)

ik
. Известно [26], что

таким образом построенная диагональная матрица является хорошим переобусловливателем для соответ-
ствующей ей матрицы масс.

Основываясь на вышесказанном, на каждой итерации пункта 4 находим вектор ψ⋄ := Ŝ−1θ как
решение внутренней итерационной процедуры:

1) φ0 = 0;

2) φm = φm−1 + S̄−1
(

θ − S̃φm−1

)

, m = 1, . . . ,M ;

3) ψ⋄ = φM .
В нашем исследовании используем перезапускающийся GMRES(k)-метод:

Span
{

r̄, S̄−1S̃r̄, . . . ,
(

S̄−1S̃)k−1 r̄
}

, r̄ = S̄−1
(

θ − S̃φm−1

)

, k = 5.

4. Результаты численных экспериментов. Пусть Ω = (−1, 1)× (−1, 1)\ [0, 1]× [−1, 0]. Тогда разо-

бьем Ω̄ горизонтальными и вертикальными отрезками x
(j)
1 = −1 + jh, x

(i)
2 = −1 + ih, j, i = 0, . . . , N, на
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элементарные квадраты Sl, {Sl}
Gh

l=1, h =
2

N
, N — четное число, Gh =

3N2

4
. Затем каждый Sl диагона-

лью делим на два треугольника Lm, их множество (макроэлементов) обозначим через {Lm}
3N2/2
m=1 . Далее,

каждый Lm разбиваем на три треугольника Ks (барицентрическое разбиение), их множество обозначим

через {Ks}
9N2/2
s=1 (рис. 1).

Рис. 1. Триангуляция Υh области Ω̄

Таблица 1
Величины норм погрешностей обобщенного

решения, при ν = 0, δ = 1, ν∗ = µ∗ = 0

N 74 148 296

∥

∥

u
h
− u

∥

∥

W
1

2
(Ω)

2.886e-1 1.980e-1 1.358e-1

∥

∥

u
h
− u

∥

∥

L2(Ω)
3.325e-3 1.523e-3 7.081e-4

∥

∥P h
− P

∥

∥

L2(Ω)
1.872e-1 1.286e-1 8.771e-2

Рассмотрим решение (u, P ) задачи (4)–(5), имеющее особенность в окрестности входящего тупого
угла ω = 3π/2 с вершиной в начале координат (0, 0). Пусть α = ν̄ = 1, w = b · rotu, b = 0.95. В полярных
координатах (r, ϕ) точное решение (см., например, [27]) имеет вид:

u1(r, ϕ) = rλ ·
(

(1 + λ)Ψ(ϕ) · sin (ϕ) + Ψ′(ϕ) · cos (ϕ)
)

,

u2(r, ϕ) = rλ ·
(

Ψ′(ϕ) · sin (ϕ)− (1 + λ)Ψ(ϕ) · cos (ϕ)),

P (r, ϕ) =−rλ−1 ·
(1 + λ)2 Ψ′(ϕ) + Ψ′′′(ϕ)

1− λ
,

Ψ(ϕ) =
sin

(

(1 + λ)ϕ
)

· cos (ω λ)

1 + λ
− cos

(

(1 + λ)ϕ
)

−
sin

(

(1− λ)ϕ
)

· cos (ωλ)

1− λ
+ cos

(

(1− λ)ϕ
)

.

Число λ (λ ≈ 0.544483) является наименьшим положительным решением уравнения sin (λω)+λ sin (ω) = 0.

Рис. 2. График зависимости
∥

∥

u− u
h
ν

∥

∥

W1
2,ν (Ω)

Рис. 3. График зависимости
∥

∥

u− u
h
ν

∥

∥

W1
2,ν(Ω)

от параметра ν∗, N = 148 от параметра ν∗, N = 296

Пара функций (u, P ) аналитична в Ω̄ \ (0, 0), но ∇u и P имеют особенность в начале координат,
при этом u 6∈ W

2
2(Ω) и P 6∈ W 1

2 (Ω) — типичное поведение решения задачи течения вязкой несжимаемой
жидкости в многоугольной области с входящим тупым углом на границе Γ.
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Таблица 2

Величины
∥

∥

u
h
ν − u

∥

∥

W1

2,ν (Ω)
Rν-обобщенного решения для различных ν и δ

ν∗ = µ∗ = λ− 1 ν∗ = ν∗

opt = µ∗ = µ∗

opt ν∗ = µ∗ = 0

(ν, δ), N = 74 148 296 74 148 296 74 148 296

(1.6,0.01375) 2.26e-4 1.12e-4 5.50e-5 1.61e-4 8.02e-5 3.99e-5 3.39e-4 1.68e-4 8.39e-5

(1.6,0.015) 2.85e-4 1.42e-4 7.08e-5 1.83e-4 9.10e-5 4.51e-5 3.58e-4 1.78e-4 8.91e-5

(1.6,0.01625) 3.18e-4 1.58e-4 7.89e-5 2.29e-4 1.13e-4 5.64e-5 3.95e-4 1.98e-4 9.91e-5

(1.9,0.01375) 6.23e-5 3.10e-5 1.54e-5 4.46e-5 2.23e-5 1.11e-5 9.35e-5 4.65e-5 2.32e-5

(1.9,0.015) 7.50e-5 3.73e-5 1.85e-5 5.31e-5 2.64e-5 1.32e-5 1.02e-4 5.06e-5 2.52e-5

(1.9,0.01625) 9.31e-5 4.60e-5 2.28e-5 6.78e-5 3.38e-5 1.67e-5 1.15e-4 5.74e-5 2.86e-5

Таблица 3

Величины
∥

∥

u
h
ν − u

∥

∥

L2,ν (Ω)
Rν -обобщенного решения для различных ν и δ

ν∗ = µ∗ = λ− 1 ν∗ = ν∗

opt = µ∗ = µ∗

opt ν∗ = µ∗ = 0

(ν, δ), N = 74 148 296 74 148 296 74 148 296

(1.6,0.01375) 4.41e-6 1.11e-6 2.80e-7 1.38e-6 3.46e-7 8.69e-8 9.59e-6 2.41e-6 6.07e-7

(1.6,0.015) 6.98e-6 1.75e-6 4.41e-7 1.89e-6 4.74e-7 1.18e-7 1.16e-5 2.94e-6 7.43e-7

(1.6,0.01625) 9.51e-6 2.39e-6 6.01e-7 2.82e-6 7.07e-7 1.77e-7 1.57e-5 3.96e-6 9.98e-7

(1.9,0.01375) 1.29e-6 3.25e-7 8.18e-8 4.63e-7 1.16e-7 2.91e-8 2.39e-6 6.03e-7 1.52e-7

(1.9,0.015) 2.55e-6 6.41e-7 1.61e-7 7.79e-7 1.95e-7 4.89e-8 4.60e-6 1.16e-6 2.93e-7

(1.9,0.01625) 3.37e-6 8.47e-7 2.13e-7 1.04e-6 2.61e-7 6.53e-8 5.99e-6 1.51e-6 3.82e-7

Таблица 4
Величины

∥

∥P h
ν − P

∥

∥

L2,ν (Ω)
Rν-обобщенного решения для различных ν и δ

ν∗ = µ∗ = λ− 1 ν∗ = ν∗

opt = µ∗ = µ∗

opt ν∗ = µ∗ = 0

(ν, δ), N = 74 148 296 74 148 296 74 148 296

(1.6,0.01375) 1.05e-4 5.27e-5 2.65e-5 7.71e-5 3.87e-5 1.94e-5 1.58e-4 7.96e- 5 4.00e-5

(1.6,0.015) 1.30e-4 6.53e-5 3.28e-5 8.94e-5 4.48e-5 2.23e-5 1.74e- 4 8.75e-5 4.41e-5

(1.6,0.01625) 1.51e-4 7.61e-5 3.81e-5 1.10e-4 5.50e-5 2.76e-5 1.93e- 4 9.75e-5 4.92e-5

(1.9,0.01375) 2.94e-5 1.48e-5 7.45e-6 2.17e-5 1.09e-5 5.44e-6 4.45e- 5 2.24e-5 1.13e-5

(1.9,0.015) 3.49e-5 1.75e-5 8.83e-6 2.53e-5 1.27e-5 6.38e-6 4.91e-5 2.47e-5 1.24e-5

(1.9,0.01625) 4.32e-5 2.17e-5 1.09e-5 3.19e-5 1.59e-5 7.97e-6 5.54e-5 2.79e- 5 1.41e-5

Таблица 5
Число вершин (в процентах от общего числа), где δ1i (δ2i) и δ′1i (δ′2i) меньше

заданных величин △̄k, для Rν -обобщенного и обобщенного решений

Rν -обобщенное: ν = 1.9, δ = 0.01375 обобщенное: ν = 0, δ = 1

ν∗ = µ∗ = λ− 1 ν∗ = ν∗

opt = µ∗ = µ∗

opt = −0.375 ν∗ = µ∗ = 0

△̄k, N = 74 148 296 74 148 296 74 148 296

10−4 35.1% 47.3% 62.8% 62.4% 82.4% 95.0% 30.1% 40.2% 52.1%

10−5 14.9% 17.8% 27.4% 19.1% 36.7% 65.7% 13.2% 14.8% 22.1%
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Численные эксперименты проведены на сетках с различным шагом h. Величины погрешности
Rν-обобщенного и обобщенного (ν = 0, δ = 1, ν∗ = µ∗ = 0) решений определили с помощью модуля
разности между точным и приближенным решениями в узлах Mi, т.е. δji =

∣

∣uj(Mi) − uhν,j(Mi)
∣

∣ для Rν -

обобщенного и δ′ji =
∣

∣uj(Mi)−u
h
j (Mi)

∣

∣ для обобщенного решений, Mi ∈ Rvel
Ω , j = 1, 2, а также в различных

нормах.
В табл. 2–5 и на рис. 2 и 3 представлены результаты численных экспериментов для компонент

Rν-обобщенного решения: вектора скоростей в нормах W
1
2,ν(Ω) и L2,ν(Ω) и функции давления в норме

L2,ν(Ω), а в табл. 1 — для компонент обобщенного решения (классического подхода): вектора скоростей в
нормах W

1
2(Ω) и L2,ν(Ω) и функции давления в норме L2(Ω).

Заключение. Серии численных экспериментов показали следующие результаты.
1. Приближенное Rν-обобщенное решение задачи (4)–(5): вектор скоростей и функция давления схо-

дятся к точному решению со скоростью O(h) в нормах W
1
2,ν(Ω) и L2,ν(Ω) соответственно, вектор скоростей

сходится к точному решению со скоростью O
(

h2
)

в норме L2,ν(Ω), в то время как приближенное обоб-
щенное решение (в классическом подходе): вектор скоростей и функция давления сходятся к точному
решению со скоростью O(hλ) в нормах W

1
2(Ω) и L2(Ω) соответственно, вектор скоростей сходится к точ-

ному решению со скоростью O(h2λ) в норме L2(Ω); λ ≈ 0.55 — так называемый эффект загрязнения [4]
(табл. 1–4).

2. Для всех значений δ, близких к оптимальному, приближенное Rν-обобщенное решение: вектор
скоростей сходится к точному со скоростью O(h) и O

(

h2
)

в нормах W
1
2,ν(Ω) и L2,ν(Ω) соответственно,

функция давления — O(h) в норме L2,ν(Ω).
3. Для всех значений δ, близких к оптимальному, можно определить наилучшую степень ν∗opt

(

µ∗
opt

)

весовой функции ρ(x) с точки зрения наименьшей погрешности, которая находится между числом λ− 1,
определяющим асимптотику решения (по давлению), и нулем (не весовой метод конечных элементов).
При этом случай ν∗ = 0 хуже, чем ν∗ = λ− 1, и тем более, чем ν∗ = ν∗opt (табл. 2–4 и рис. 2–3).

4. Количество узлов в процентном отношении от их общего числа, в которых модуль разности между
приближенным и точным решениями не превосходит заданные предельные значения, больше для пред-
ложенного весового метода по сравнению с классическим МКЭ (табл. 5).

Предложенный метод прост в реализации и позволяет инженерам правильно рассчитывать течение
жидкости вблизи особых точек на границе области.
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