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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ПЕРЕНОСА ВЕЩЕСТВ ПРИ БОЛЬШИХ ЧИСЛАХ ПЕКЛЕ

А. И. Сухинов1, Ю. В. Белова2, А. Е. Чистяков3

Целью настоящей работы является разработка разностной схемы для решения задачи
конвекции–диффузии при больших числах Пекле (Pe > 2). В соответствии с поставленной
целью были решены следующие задачи: построена разностная схема для уравнения конвекции,
проведено ее сравнение с уже существующими схемами; получены условия устойчивости пред-
ложенной разностной схемы. Получены решения уравнения конвекции–диффузии на основе
предложенной разностной схемы при различных числах Пекле.

Ключевые слова: задача переноса, число Пекле, схема “кабаре”, устойчивость.

Введение. В настоящей статье рассматривается задача повышения точности численного решения
уравнения конвекции–диффузии при больших числах Пекле Pe. Точность моделирования на основе конечно-
разностных схем уменьшается при увеличении числа Пекле, зато метод Монте-Карло, основанный на
технике функционального интегрирования, работает тем лучше, чем больше это число. Метод Монте-
Карло не обладает достаточной точностью, и добавление узлов не гарантирует ни увеличения точности,
ни устойчивости решения в классе двухслойных разностных схем.

Рис. 1. Сеточный шаблон, на котором

определена новая схема

Более точными являются схемы с центральными разностями,
которые применимы, когда число Пекле меньше двух. Зачастую
на практике для использования таких схем приходится увеличи-
вать размерность сеток, что влечет за собой значительный рост
вычислительных трудозатрат. Другим подходом является введе-
ние диссипативных слагаемых, что негативным образом влияет
на точность решения. В качестве примера диссипативной схемы
можно привести схему “левый уголок”. Подход, связанный с ис-
пользованием диссипативных схем для расчета уравнений перено-
са, крайне нежелателен. В классе трехслойных разностных схем
существуют схемы “кабаре”, которые обладают свойством устой-
чивости и недиссипативности, но уступают по точности централь-
ной разностной схеме в случае ее применимости. Таким образом,
построение разностной схемы, превосходящей по точности схему
“кабаре” и обладающей свойствами устойчивости и недиссипатив-
ности в случае значений чисел Пекле больше двух, является акту-
альной задачей.

1. Разработка разностной схемы. Рассмотрим уравнение переноса

∂q

∂t
+ u

∂q

∂x
= 0,

где t ∈ [0, T ], x ∈ [0, L], q (0, x) = q0(x), q(t, 0) = q(L) = 0, u = const.
Введем равномерную расчетную сетку ω = ωh × ωτ :

ωh =
{

xi |xi = ih, i = 0, 1, . . . , N, Nh = L
}

, ωτ =
{

tj | j = 0, 1, . . .
}

, τ = tn+1 − tn = const .

Для численного решения поставленной задачи можно использовать следующие конечно-разностные
схемы [1]:

1 Донской государственный технический университет (ДГТУ), пл. Гагарина, 1, 344010, г. Ростов-на-
Дону; профессор, проректор, e-mail: sukhinov@gmail.com

2 Донской государственный технический университет (ДГТУ), факультет информатики и вычислитель-
ной техники, пл. Гагарина, 1, 344010, г. Ростов-на-Дону; мл. науч. сотр., e-mail: yvbelova@yandex.ru

3 Донской государственный технический университет (ДГТУ), факультет информатики и вычислитель-
ной техники, пл. Гагарина, 1, 344010, г. Ростов-на-Дону; профессор, e-mail: cheese_05@mail.ru

c© Научно-исследовательский вычислительный центр МГУ им. М. В. Ломоносова



372 вычислительные методы и программирование. 2017. Т. 18

— схема “против потока” или при u > 0 левый уголок [1]

qn+1

i − qni
τ

+ u
qni − qni−1

h
= 0; (1)

— центральная разностная схема

qn+1

i − qni
τ

+ u
qni+1 − qni−1

2h
= 0; (2)

— схема “кабаре” [2]

qn+1

i − qni
2τ

+
qni−1 − qn−1

i−1

2τ
+ u

qni − qni−1

h
= 0. (3)

Для решения задачи конвекции можно использовать схему, полученную в результате линейной ком-
бинации центральной разностной схемы (2) и схемы “кабаре”: (3)

1

2

(

qn+1

i − qni
τ

+ u
qni+1 − qni−1

2h

)

+
qn+1

i − qni
2τ

+
qni−1 − qn−1

i−1

2τ
+ u

qni − qni−1

h
= 0;

qn+1

i − qni
τ

+
qni−1 − qn−1

i−1

2τ
+ u

qni+1 + 4qni − 5qni−1

4h
= 0.

(4)

Сеточный шаблон для предложенной схемы изображен на рис. 1.

Рис. 2. Решения модельной задачи на основе схем (1)–(4): а) левая разностная схема; б) центральная разностная

схема; в) схема “кабаре”; г) предложенная разностная схема
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Будем искать численные решения на основе схем (1)–(4) модельной задачи с начальными условиями
q0(x) = h(20 − x), где h(x) — функция Хевисайда. На рис. 2 приведены решения модельной задачи (1 —
численное решение, 2 — точное).

Из этого рисунка видно, что левая разностная схема аппроксимирует “скачок” недостаточно точно,
центральная разностная схема неустойчива, решение, полученное на основе схемы “кабаре”, имеет осцил-
ляции (энтропийные возмущения) [3]. Предложенная разностная схема дает наиболее точное решение
модельной задачи. Левая разностная схема имеет порядок аппроксимации O(τ + h), центральная раз-
ностная схема аппроксимирует непрерывную модель с порядком O

(

τ + h2
)

, схема “кабаре” — с порядком

O(τ2 + h2
)

.
2. Исследование устойчивости разностной схемы. Исследуем устойчивость схемы (4) методом

гармоник. Пусть qni = φn ejki, где j =
√
−1. Подставим qni в (4):

φ− 1

τ
+

e−jk − e−jk

φ

2τ
+ u

ejk + 4− 5e−jk

4h
= 0.

Перепишем это уравнение в виде

φ2 +

(

(

−1

2
+
uτ

h

)

(1 − cos k)− 1

2
+ j

sin k

2

(

−1 +
3uτ

h
sin k

)

)

φ− e−jk

2
= 0.

Теперь решим квадратное уравнение относительно φ:

φ1,2 =

(

1

4
− uτ

h

)

(1− cos k) +
1

4
− j

sin k

4

(

−1 +
3uτ

h

)

±

±

√

√

√

√

(

(

1

4
− uτ

h

)

(1− cos k) +
1

4
− j

sin k

4

(

−1 +
3uτ

h

)

)2

+
e−jk

2
.

Таблица 1

k

x 0
π

6

π

3

π

2

2π

3

5π

6
π

7π

6

4π

3

3π

2

5π

3

4π

3
2π

0.0 1 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1

0.1 1 0.991 0.966 0.924 0.866 0.791 0.707 0.791 0.866 0.924 0.966 0.991 1

0.2 1 0.984 0.939 0.877 0.812 0.755 0.707 0.755 0.812 0.877 0.939 0.984 1

0.3 1 0.977 0.918 0.845 0.781 0.737 0.707 0.737 0.781 0.845 0.918 0.977 1

0.4 1 0.973 0.902 0.821 0.759 0.724 0.707 0.724 0.759 0.721 0.902 0.972 1

0.5 1 0.967 0.888 0.802 0.740 0.712 0.707 0.712 0.740 0.802 0.888 0.967 1

0.6 1 0.964 0.877 0.785 0.721 0.698 0.707 0.698 0.721 0.785 0.877 0.964 1

0.7 1 0.961 0.868 0.770 0.699 0.670 0.707 0.670 0.699 0.770 0.868 0.961 1

0.8 1 0.959 0.861 0.755 0.648 0.428 0.378 0.428 0.648 0.755 0.861 0.959 1

0.9 1 0.958 0.857 0.739 0.408 0.298 0.274 0.298 0.408 0.739 0.857 0.958 1

1.0 1 0.957 0.856 0.707 0.302 0.236 0.219 0.236 0.302 0.707 0.856 0.957 1

Пусть
uτ

h
= x, тогда

φ1,2 =

(

1

4
− x

)

(1 − cos k) +
1

4
− j

sin k

4
(3x− 1)±

±

√

√

√

√

(

(

1

4
− x

)

(1 − cos k) +
1

4
− j

sin k

4
(3x− 1)

)2

+
e−jk

2
.
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Обозначим через ψ1(x, k) и ψ2(x, k) абсолютные значения функций φ1(x, k) и φ2(x, k):

ψ1,2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

1

4
− x

)

(1− cos k) +
1

4
− j

sin k

4
(3x− 1)±

±

√

√

√

√

(

(

1

4
− x

)

(1− cos k) +
1

4
− j

sin k

4
(3x− 1)

)2

+
e−jk

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Таблица 2

k

x 0
π

6

π

3

π

2

2π

3

5π

6
π

7π

6

4π

3

3π

2

5π

3

4π

3
2π

0.0 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.5

0.1 0.5 0.504 0.518 0.541 0.578 0.632 0.707 0.632 0.578 0.541 0.518 0.504 0.5

0.2 0.5 0.508 0.532 0.570 0.616 0.662 0.707 0.662 0.616 0.570 0.532 0.508 0.5

0.3 0.5 0.512 0.544 0.592 0.640 0.679 0.707 0.679 0.640 0.592 0.544 0.512 0.5

0.4 0.5 0.514 0.554 0.609 0.659 0.691 0.707 0.691 0.659 0.609 0.554 0.514 0.5

0.5 0.5 0.517 0.563 0.624 0.676 0.703 0.707 0.703 0.676 0.624 0.563 0.517 0.5

0.6 0.5 0.519 0.570 0.637 0.693 0.717 0.707 0.717 0.693 0.637 0.570 0.519 0.5

0.7 0.5 0.520 0.576 0.649 0.716 0.746 0.707 0.746 0.716 0.649 0.576 0.520 0.5

0.75 0.5 0.521 0.578 0.656 0.734 0.837 1.000 0.837 0.734 0.656 0.578 0.521 0.5

0.8 0.5 0.521 0.580 0.662 0.772 1.168 1.322 1.168 0.772 0.662 0.580 0.521 0.5

0.9 0.5 0.522 0.583 0.677 1.225 1.676 1.826 1.676 1.225 0.677 0.583 0.522 0.5

1.0 0.5 0.522 0.584 0.707 1.655 2.118 2.281 2.118 1.655 0.707 0.584 0.522 0.5

Рис. 3. Графики функций а) ψ1(x, π) и б) ψ2(x, π)

Исследуем поведение значений функций ψ1(x, k) и ψ2(x, k). Возьмем значения k ∈ [0, 2π] с шагом
π

6
и значения x ∈ [0, 1] с шагом 0.1. Запишем полученные значения функций ψ1(x, k) в табл. 1 и ψ2(x, k) в
табл. 2.

На рис. 3 приведены графики функций ψ1(x, π) и ψ2(x, π).



вычислительные методы и программирование. 2017. Т. 18 375

Рис. 4. Решения модельной задачи: 1 — точное решение задачи переноса, 2 — численное решение
на основе предложенной разностной схемы при различных значениях чисел Пекле,

3 — численное решение задачи переноса на основе схемы “против” потока

Из табл. 1, 2 и рис. 3 видно, что ψ(x, k) ∈ [0, 1] при k ∈ [0, 2π] и x ∈ [0, 0.75]. При этих условиях новая
схема является устойчивой.

3. Аппроксимация задачи конвекции–диффузии. Рассмотрим нестационарное уравнение
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конвекции–диффузии
∂q

∂t
+ u

∂q

∂x
= µ

∂2q

∂x2
,

где t ∈ [0, T ], x ∈ [0, L], q(0, x) = q0(x), q(t, 0) = q(L) = 0, u = const.
Для аппроксимации оператора конвекции будем использовать схему, полученную в результате линей-

ной комбинации центральной разностной схемы (2) и схемы “кабаре” (3):

1

2

(

qn+1

i − qni
τ

+ u
qni+1 − qni−1

2h
− µ

qni+1 − 2qni + qni−1

h2

)

+

+
qn+1

i − qni
2τ

+
qni−1 − qn−1

i−1

2τ
+ u

qni − qni−1

h
− µ

qni+1 − 2qni + qni−1

h2
= 0;

qn+1

i − qni
τ

+
qni−1 − qn−1

i−1

2τ
+ u

qni+1 + 4qni − 5qni−1

4h
− 3µ

qni+1 − 2qni + qni−1

2h2
= 0.

На рис. 4 приведены решения модельной задачи с начальными условиями q0(x) = h(20 − x), где
h(x) — функция Хевисайда (1 — точное решение задачи переноса, 2 — численное решение на основе
предложенной разностной схемы при различных значениях чисел Пекле, 3 — численное решение задачи
переноса на основе схемы “против” потока).

Рис. 5. Решения модельной задачи: 1 — точное решение задачи переноса, 2 — численное решение
на основе предложенной разностной схемы при различных значениях чисел Пекле,

3 — численное решение задачи переноса на основе схемы “против” потока

4. Двумерная задача диффузии-конвекции. Рассмотрим двумерное уравнение конвекции–диф-
фузии

∂q

∂t
+ u

∂q

∂x
+ v

∂q

∂y
= µ

∂2q

∂x2
+ µ

∂2q

∂y2
, (5)
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где t ∈ [0, T ], x ∈ [0, Lx], y ∈ [0, Ly], q(0, x, y) = q0(x, y), q(t, 0, y) = q(t, Lx, y) = 0, q(t, x, 0) = q(t, x, Ly) = 0.
Покроем область определения равномерной расчетной сеткой ω = ωτ × ωx × ωy:

ωx =
{

xi |xi = ihx, i = 0, 1, . . . , N, Nhx = Lx

}

, ωy =
{

yi | yi = ihy, i = 0, 1, . . . , N, Nhy = Ly

}

,

ωτ =
{

tj | j = 0, 1, . . .
}

, τ = tn+1 − tn = const .

Рис. 6. Численное решение задачи конвекции-диффузии при различных числах Пекле

с использованием схемы “кабаре”

Схема (4) для уравнения (5) будет иметь вид (схема расщепления по пространству)

q
n+1/2
i,j − qni,j

τ
+ ψxL

q
n−1/2
i−1,j − qn−1

i−1,j

2τ
+ ψxR

q
n−1/2
i+1,j − qn−1

i+1,j

2τ
+ u

qni+1,j − qni−1,j

4hx
+

+ ψxLu
qni,j − qni−1,j

hx
+ ψxRu

qni+1,j − qni,j
hx

=
3

2
µ
qni+1,j − 2qni,j + qni−1,j

h2x
;

(6)

qn+1

i,j − q
n+1/2
i,j

τ
+ ψyL

qni,j−1 − q
n−1/2
i,j−1

2τ
+ ψyR

qni,j+1 − q
n−1/2
i,j+1

2τ
+ v

q
n+1/2
i,j+1

− q
n+1/2
i,j−1

4hy
+

+ ψyLv
q
n+1/2
i,j − q

n+1/2
i,j−1

hy
+ ψyRv

q
n+1/2
i,j+1

− q
n+1/2
i,j

hy
=

3

2
µ
q
n+1/2
i,j+1

− 2q
n+1/2
i,j + q

n+1/2
i,j−1

h2y
,

(7)

где ψxL = 1, ψxR = 0 при u > 0 и ψxL = 0, ψxR = 1 при u < 0; ψyL = 1, ψyR = 0 при v > 0 и ψyL = 0,
ψyR = 1 при v < 0.

Моделирование производилось на сетке размерами 100 × 100 расчетных узлов, при этом параметры
задавались следующим образом: размеры расчетной области Lx = 100 м, Ly = 100 м, горизонтальная
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Рис. 7. Численное решение задачи конвекции-диффузии при различных числах Пекле

с использованием схемы (4)

Рис. 8. Погрешность численного решения задачи конвекции (µ = 0, Pe → ∞) с использованием

а) схемы “кабаре” и б) схемы (4)

составляющая равна 4 м/с, вертикальная — 3 м/с, коэффициент турбулентного обмена задавался рав-
ным 0, 0.1, 0.4, 2 м2/с. При решении задачи двумерной конвекции-диффузии начальное распределение



вычислительные методы и программирование. 2017. Т. 18 379

задавалось функцией [4]

q(x, y) =











sin

(

π(x − 10)

10

)

sin

(

π(y − 10)

10

)

, {x, y} ∈ D,

0, {x, y} /∈ D,

(8)

где D :
{

x ∈ [10, 20], y ∈ [10, 20]
}

.
Численное решение задачи конвекции с помощью разностной схемы (6)–(7) на различных временны́х

интервалах приведено на рис. 5.
На рис. 6 и 7 приведены численные решения задачи конвекции–диффузии при различных числах

Пекле с помощью схемы “кабаре” и схемы (4).
Предельная абсолютная погрешность решения задачи конвекции с помощью схемы “кабаре” равна

0.281 единиц, а с помощью схемы (4) — 0.125 единиц. Таким образом, при Pe → ∞ погрешность численного
решения модельной задачи (8) с помощью разностной схемы (4) в 2.248 раз меньше, чем погрешность при
решении с помощью схемы “кабаре”. На рис. 8 приведены изображения погрешностей численного решения
задачи конвекции для различных схем.

Заключение. При моделировании прикладных задач, таких как задача гидродинамики мелководных
водоемов [5], аэродинамики [6], динамики популяций [7] и др., необходимо решать уравнения конвекции–
диффузии. Если в задаче ставится условие преобладания конвекции над диффузией, то стандартные
схемы обладают низкой точностью. В настоящей статье предложена трехслойная разностная схема для
уравнения конвекции–диффузии, представляющая собой линейную комбинацию схемы “кабаре” и цен-
тральной разностной схемы. Показано, что новая схема устойчива при числах Куранта, принадлежащих
интервалу [0, 0.75], и больших числах Пекле (Pe > 20). Исследование численного решения двумерного
уравнения конвекции–диффузии в предельном случае (коэффициент диффузии равен нулю) показывает,
что при больших числах Пекле погрешность численного решения модельной задачи на основе предложен-
ной разностной схемы в 2.248 раз меньше, чем погрешность при решении с помощью схемы “кабаре”.

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 17–11–01286).
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Abstract: The aim of this work is the development of a difference scheme for solving the convection–
diffusion problem at high Peclet numbers (Pe > 2). In accordance with this aim, a new difference scheme for
convection is proposed and compared with several existing schemes and some stability conditions are formulated
for the proposed scheme. The convection–diffusion equations are solved on the basis of this new difference scheme
at various Peclet numbers.

Keywords: transport problem, Peclet number, CABARET (Compact Accurately Boundary Adjusting-
REsolution Technique) scheme, stability.
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