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О ПРОБЛЕМЕ ВЫБОРА НАЧАЛЬНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ В

ОБРАТНЫХ ЗАДАЧАХ УЛЬТРАЗВУКОВОЙ ТОМОГРАФИИ

А. В. Гончарский1, С.Ю. Романов2, С.Ю. Серёжников3

Статья посвящена разработке эффективных итерационных методов решения нелинейных об-
ратных задач волновой томографии. Итерационные алгоритмы приближенного решения об-
ратной задачи используют явное представление для градиента функционала невязки между
экспериментально измеренным и рассчитанным волновыми полями. Большое значение для схо-
димости итерационного процесса в нелинейной обратной задаче имеет выбор начального при-
ближения. В статье исследована возможность использования в качестве начального приближе-
ния скоростного разреза, полученного из решения обратной задачи в лучевом приближении.
Эффективность такого подхода проиллюстрирована решением модельных обратных задач на
суперЭВМ. Модельные задачи ориентированы на томографическую ультразвуковую диагно-
стику мягких тканей в медицине.

Ключевые слова: ультразвуковая томография, волновое уравнение, нелинейная коэффициентная
обратная задача, итерационные алгоритмы, начальное приближение.

1. Введение. Статья посвящена разработке эффективных методов решения обратных задач то-
мографии в волновых моделях, учитывающих явления дифракции, рефракции и переотражения волн.
Обратные задачи волновой томографии описываются дифференциальным гиперболическим уравнени-
ем второго порядка. Волновое поле, создаваемое зондирующими источниками, измеряется на некоторой
поверхности, которая целиком или частично окружает исследуемый объект. Задача заключается в вос-
становлении скоростного разреза объекта по данным волнового поля, измеренного на поверхности.

Существуют два подхода в постановке обратных задач волновой томографии. В первом подходе с
использованием аппарата функций Грина дифференциальное уравнение переписывается как нелинейное
интегральное уравнение относительно неизвестного скоростного разреза [1, 2]. Во втором подходе обрат-
ная задача рассматривается как коэффициентная обратная задача для дифференциального уравнения.
Для этого подхода в работах [3–7] получено точное представление для градиента функционала невяз-
ки между экспериментально измеренным и рассчитанным волновыми полями. Зная значение градиента,
можно предложить различные итерационные методы приближенного решения обратной задачи. Неза-
висимо от подхода обратная задача является нелинейной, и для ее решения используются итеративные
процедуры, эффективность которых напрямую зависит от выбора начального приближения.

Для получения начального приближения и в том, и в другом подходе обычно используют упрощенные
модели. Наиболее популярными являются линеаризованные модели, которые в силу своей линейности
обычно не содержат проблем, связанных со сходимостью алгоритма. Существуют даже удивительные с
математической точки зрения результаты, когда в строгой математической постановке нелинейная задача
сводится к линейной. Примером может послужить линеаризованное приближение в подходе, связанном
с аппаратом функций Грина. Предельным переходом при частотах, стремящихся к нулю, можно свести
нелинейную обратную задачу восстановления скоростного разреза к решению линейного интегрального
уравнения Фредгольма 1-го рода [8]. Проблема состоит в том, что с физической точки зрения такой
подход представляется практически неприменимым. Например, все задачи ультразвуковой диагностики
в медицине и в неразрушающем контроле используют частоты от 0.1 МГц и выше [9–15].

Понятно, что из реальных экспериментальных данных получить исходную информацию для реше-
ния линеаризованной задачи при частоте, стремящейся к нулю, не представляется возможным. Поиски
аналогичных “линейных приближений” нелинейной обратной задачи волновой томографии можно найти
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в работе [16]. С математической точки зрения результат представляет интерес. Однако при практической
реализации возникают перечисленные выше проблемы.

Одним из наиболее популярных подходов линеаризации нелинейной обратной задачи волновой томо-
графии является использование борновского приближения [17]. В результате этого подхода приближенное
решение находится из линейного интегрального уравнения. Проблема состоит в том, что линеаризацию
нелинейной задачи нужно проводить в окрестности точного решения обратной задачи, которое не извест-
но. Борновское приближение можно использовать только для небольших неоднородностей в однородных
средах.

Существуют различные методы поиска глобального минимума невыпуклых функционалов [18]. В
работах [19, 20] сделана попытка построения глобальных методов (следуя терминологии автора) решения
коэффициентных обратных задач.

В настоящей статье предложены эффективные итеративные методы решения нелинейных обратных
задач волновой томографии, в которых в качестве начального приближения используется скоростной
разрез, полученный из решения линейной обратной задачи в лучевой модели. По мнению авторов статьи,
добиться высокого разрешения в рассматриваемой задаче ультразвуковой томографии в лучевой модели
очень сложно. Однако, как показано в настоящей статье, скоростной разрез, восстановленный в лучевой
модели, может быть с успехом использован в качестве начального приближения итерационного процесса
решения нелинейной обратной задачи томографии в волновой модели.

2. Постановка задачи волновой томографии как коэффициентной обратной задачи для
уравнения гиперболического типа. Рассмотрим “основную” задачу, которая с помощью волнового
уравнения описывает волновое поле u(r, t) в течение времени (0, T ) в области Ω ⊂ RN (N = 2, 3), ограни-
ченной поверхностью ∂Ω (рис. 1), с точечным источником в точке r0:

c(r)utt(r, t) −∆u(r, t) = δ(r − r0) g(t). (1)

Кроме того, положим, что u(r, t) удовлетворяет следующим начальным и граничным условиям:

u(r, t = 0) = ut(r, t = 0) = 0, ∂nu(r, t)
∣

∣

∂Ω
= 0. (2)

Рис. 1. Схема эксперимента

в 2D-задаче

Здесь c−0.5(r) = v(r) — скорость волны в среде, r ∈ RN , ∆ — опера-
тор Лапласа по переменной r. Генерируемый источником импульс
описывается функцией g(t), ∂nu(r, t)

∣

∣

∂Ω
— производная вдоль нор-

мали к поверхности ∂Ω в области ∂Ω× (0, T ). Предполагается, что
неоднородность среды вызвана изменениями скорости v(r), неод-
нородность локализована внутри области G, а вне области неодно-
родности v(r) ≡ v0 = const, где v0 — известна. На границе области
R (G ⊂ R) проводятся измерения поля U(s, t) (рис. 1). Источники
зондируют область неоднородности с разных сторон. Будем пред-
полагать, что источники и область R располагаются достаточно
далеко от границы ∂Ω области Ω таким образом, что выполняется
соотношение ∂nu(r, t)

∣

∣

∂Ω
= 0 из (2).

Рисунок 1 иллюстрирует схему расположения источников и
приемников для решения двумерной обратной задачи. Цифрой 1
обозначены положения источника волнового излучения, измере-
ния проводятся на границе ∂R. Диагностируемый объект G рас-
положен в области R, заполненной однородной средой с известной
скоростью v0.

Обратная задача состоит в нахождении функции c(r) по экспериментальным данным U(s, t), изме-
ренным на границе ∂R области R за время (0, T ) при различных положениях r0 источника. Обратную
задачу будем ставить как задачу минимизации функционала невязки

Φ(c) =

M
∑

j=1

1

2

T
∫

0

∫

∂R

(

uj(s, t)− U(s, t)
)2

ds dt. (3)

Здесь uj(s, t) — решение задачи (1)–(2) при некоторых c(r) и j -м положении источника, j = 1, . . . ,M .
Обратная задача ставится как задача поиска функции c̄(r), минимизирующей функционал невязки c̄(r) :
min
c(r)

Φ(c) = Φ
(

c̄
)

.
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Рассмотрим задачу, которую назовем “сопряженной” к “основной” задаче (1)–(2):

c(r)wtt(r, t) −∆w(r, t) = u(r, t)− U(r, t)
∣

∣

∂R
, (4)

w(r, t = T ) = wt(r, t = T ) = 0, ∂nw(r, t)
∣

∣

∂Ω
= 0. (5)

Здесь на границе ∂R известны экспериментальные данные U(s, t) и решение u(s, t) задачи (1)–(2). Как
показано в работах [3, 4, 6, 21–23], градиент функционала Φ(c), задаваемого выражением (3), имеет вид

Φ′(c, dc) =
M
∑

j=1

∫

Ω















T
∫

0

w
j
t (r, t)u

j
t (r, t)dt



 dc(r)











dr, (6)

где uj — решение “основной” задачи (1)–(2), а wj — решение “сопряженной” задачи (5)–(6) для некоторого
положения источника j.

Для минимизации функционала невязки (3) можно использовать следующий градиентный итераци-
онный процесс [24–26]. Выберем начальное приближение c(0) итерационного процесса. На каждой итера-
ции m выполняются следующие действия.

1. Решается прямая задача (1)–(2) для текущего итерационного приближения c(m). Расчет распро-
странения ультразвуковой волны u(m)(r, t) выполняется по формуле (7). Вычисляются значения u(r, t) на
каждом из детекторов.

2. Вычисляются невязки Φ(m) = Φ
(

u(m)(r)
)

из формулы (3).

3. Решается сопряженная задача (4)–(5) для w(m)(r, t).
4. Вычисляется градиент Φ′

c

(

u(m)(r)
)

по формуле (6) для всех источников.

5. Текущее приближение c(m+1) вычисляется по формуле c(m+1) = c(m) + λ(m)Φ′

c

(

u(m)(r)
)

. Процесс
возвращается к шагу 1.

Начальный шаг метода градиентного спуска λ(0) выбирается из априорных соображений. Если невяз-
ка Φ(m+1) на следующей итерации оказывается больше, чем Φ(m), то шаг λ(m) уменьшается в 1.5 раза.

3. Численные методы решения обратных задач волновой томографии. В силу нелинейности
обратных задач волновой томографии результат решения сильно зависит от начального приближения. В
настоящей статье предложен алгоритм решения нелинейных обратных задач волновой томографии, в
которых в качестве начального приближения используется скоростной разрез, полученный из решения
линейной обратной задачи в лучевой модели. Таким образом, алгоритм решения разбивается на два этапа.

На первом этапе решается система линейных алгебраических уравнений, полученная из лучевого
приближения ультразвуковой томографии. В лучевом приближении предполагается, что от каждого ис-
точника до каждого приемника короткий импульс распространяется вдоль прямолинейного луча. При
решении обратной задачи на первом этапе используется только время прихода волны. Вся расчетная об-
ласть разбивается равномерной сеткой по координатным осям на квадратные ячейки. В пределах каждой
ячейки скорость предполагается постоянной. Для составления системы линейных уравнений находится
длина отрезка пересечения каждой ячейки и луча между источником и приемником. Размер сетки при
решении системы линейных уравнений для обеспечения устойчивости решения выбирался небольшим.
Далее, полученное решение подвергалось стандартной процедуре фильтрации высоких частот методом
усреднения по окрестности в каждой точке.

На первом этапе для решения системы линейных алгебраических уравнений, полученной в лучевом
приближении, был использован пакет вычислительных программ линейной алгебры из Библиотека чис-
ленного анализа НИВЦ МГУ [27]. Расчеты проводились с помощью программы ash1d_c решения системы
линейных алгебраических уравнений с положительно определенной симметричной матрицей, записанной
в компактной форме, методом квадратного корня (методом Холецкого) с повышенной точностью.

Решение систем линейных уравнений, полученных в задаче волновой томографии в лучевом прибли-
жении, вообще говоря, представляет собой некорректно-поставленную задачу. Методы решения некор-
ректных задач линейной алгебры, разработанные еще в работах А.Н. Тихонова [28], позволяют находить
приближенное решение независимо от того, является ли линейная задача разрешимой или нет [29]. В рас-
сматриваемых задачах некорректность линеаризованной задачи начинает сказываться при достаточно
мелкой сетке.

На втором этапе алгоритма решения нелинейных обратных задач волновой томографии использо-
вался описанный выше градиентный итерационный процесс, в котором в качестве начального прибли-
жения принималось решение, полученное на первом этапе. Для решения обратной задачи был применен
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конечно-разностный метод во временно́й области. Приведем дискретизацию задачи в двумерном случае.
На области изменения пространственных аргументов (x, y) и времени t введем равномерную дискретную
сетку с шагом сетки h по пространственным переменным и шагом τ по времени. Следуя [30], запишем
разностную схему четвертого порядка точности вдоль пространственных координатных осей. В области,
не содержащей источников, получаем явную разностную схему для дифференциального уравнения (1):

uk+1
ij + uk−1

ij = λ2

(

4

3

(

uk
ij+1 + uk

ij−1 + uk
i+1j + uk

i−1j

)

−

−
1

12

(

uk
i+2j + uk

i−2j + uk
ij+2 + uk

ij−2

)

+

(

2

λ2
− 5

)

uk
ij

)

.

(7)

Здесь член uk+1
ij соответствует (k + 1)-му слою по времени, uk

ij — значения u(r, t) в точке (i, j) в момент

времени k, параметр λ = −vij
τ

h
определяется из условия устойчивости Куранта, vij — значения v(r) в

точке (i, j). Расчет “сопряженной” задачи (4)–(5) выполняется по аналогичным разностным формулам.

Рис. 2. График функции g(t)

При проведении численных расчетов
необходимо выбирать достаточно боль-
шую область расчетов, чтобы за время T

излучение от источников не успевало дой-
ти до границы Ψ. В настоящей работе мо-
дельные расчеты проводились в неболь-
шой области, содержащей R с условием
“неотражения” на границе. Условие “неот-
ражения” имеет нелокальный характер и
его точное выражение вычисляется до-
статочно сложно. В расчетах использова-
лись приближения второго порядка точ-
ности для условия “неотражения”, кото-
рое позволило значительно сократить от-
ражение от границы при малых углах
падения. Это условие на границе имеет
вид [31]

∂2u

∂x∂t
−

1

v

∂2u

∂t2
+

v

2

∂2u

∂y2
= 0. (8)

В модельной задаче зондирование выполнялось коротким импульсом, размер которого приблизитель-
но равен 2–3 периодам колебаний. График функции g(t) в уравнении (1) приведен на рис. 2.

Вычислительный эксперимент состоял в решении прямой задачи по определению акустического дав-
ления u(r, t) на границе расчетной области R, где расположены детекторы, при известном распределении
скорости звука v(r) = c−0.5(r). Затем использовались полученные данные u(r, t) на границе для решения
обратной задачи по восстановлению распределения скорости v(r).

4. Численное моделирование в задачах 2D-волновой томографии. Модельные расчеты про-
водились для двумерной задачи ультразвуковой томографии. Схема эксперимента приведена на рис. 1.
Сначала решалась прямая задача распространения волны в неоднородной модельной среде для тестового
объекта по схеме четвертого порядка (7) для каждого положения источника. На границе области расчетов
ставилось граничное условие прозрачности второго порядка (8). Волновое поле по периметру квадрата
на рис. 1 сохранялось и использовалось в качестве модельных экспериментальных данных для решения
обратной задачи. На первом этапе обратная задача решалась в линейном лучевом приближении. Из мо-
дельных экспериментальных данных находилось время первого прихода импульса на приемники, и эти
значения подставлялись в систему линейных уравнений для лучевого приближения. Далее полученное из
лучевой модели решение использовалось в качестве начального приближения градиентного итерационного
процесса решения нелинейной обратной задачи.

При проведении расчетов томографическая схема и основные значения параметров выбирались в
первую очередь с целью моделирования в задаче ультразвуковой томографии молочной железы. Спе-
цификой рассматриваемых задач ультразвуковой томографии является то, что ультразвуковые харак-
теристики молочной железы мало отличаются друг от друга как для здоровых, так и для пораженных
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раком тканей. Скорость распространения звука в воде составляет v0 = 1500 м/с, в то время как скорость
распространения звука в человеческих тканях отличается от v0 не более чем на 10% [32].

В модельных расчетах использовались следующие значения параметров: длина волны центральной
частоты импульса λ = 7 mm, диапазон значений скорости звука в тестовом объекте — 1.35–1.6 км/c, скоро-
сти звука в окружающей среде — 1.5 км/c, размер расчетной области — 200× 200 mm, размер разностной
сетки 350× 350 точек. В расчетах использовалось 12 положений источников, располагавшихся равномер-
но на каждой стороне квадрата, как это показано на рис. 1. Волновое поле измерялось приемниками,
расположенными по сторонам квадрата c шагом 0.6 мм.

Рис. 3. Модельное изображение — c(r) Рис. 4. Скоростной разрез восстановлен в модели (1)
с начального приближения c

0(r) = const

Рис. 5. Восстановленный в лучевой модели скоростной разрез: а) на сетке 23× 23 точки,

б) после процедуры сглаживания

На рис. 3 показано исходное изображение тестового объекта. На рис. 4 показано полученное изобра-
жение при проведении расчетов с начального приближения v0 = const = 1500 м/с. После 150 итераций
невязка перестала уменьшаться, и итерационный процесс был остановлен. Как видно из рис. 4, итераци-
онный процесс минимизации невыпуклого функционала невязки в этом случае остановился в локальном
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минимуме. Полученное изображение сильно отличается от модельного.
На рис. 5а приведено восстановленное изображение скоростного разреза при проведении расчетов в

линейной лучевой модели на сетке из 23×23 точек. Используемая сетка достаточно грубая и не позволяет
получить тонкую структуру модельного изображения.

Рис. 6. Скоростной разрез восстановлен в модели (1)
с начального приближения, представленного

на рис. 5б

Однако небольшое число точек сетки обеспечива-
ет устойчивость решения системы линейных уравне-
ний, возникающих в лучевой модели. Используя апри-
орную информацию о локализации исследуемого объ-
екта в круге радиуса 5 см и проведя стандартную про-
цедуру фильтрации высоких частот, приходим к изоб-
ражению, представленному на рис. 5б.

Скоростной разрез, представленный на рис. 5б,
использовался в качестве начального приближения
для описанного выше итерационного процесса реше-
ния нелинейной обратной задачи. На рис. 6 приведен
результат итерационного процесса, полученный после
400 итераций с начального приближения на рис. 5б.
Как видно из рис. 6, предложенный двухэтапный ал-
горитм сходится к точному решению коэффициентной
обратной задачи.

При реконструкции с помощью предлагаемого ал-
горитма с высокой точностью восстанавливается не
только форма неоднородностей, но и само значение
функции скорости. Хорошо восстанавливаются даже
небольшие неоднородности размером 2–3 мм, а значе-
ние скорости звука восстанавливается с точностью до 10 м/c и выше. Расчеты 2D-задачи проводились на
суперкомпьютере “Ломоносов” Суперкомпьютерного центра МГУ им. М.В. Ломоносова [33].

5. Заключение. Статья посвящена разработке эффективных алгоритмов приближенного решения
нелинейных обратных задач волновой томографии. Обратная задача рассматривается как коэффици-
ентная обратная задача для уравнения гиперболического типа во временно́й области. Важное значение
имеет выбор начального приближения. В качестве начального приближения предложено использовать
скоростной разрез, полученный в лучевой модели геометрии.

Математические методы интерпретации томографических данных в лучевой геометрии широко ис-
пользуются в рентгеновской томографии. Рентгеновское излучение уникально тем, что его достаточно
просто поглотить, но отклонить рентгеновский луч очень сложно. Это означает, что рефракция в рент-
геновской томографии практически отсутствует. Попытки перенести лучевые модели в ультразвуковую
томографию связаны с очень большими проблемами. Во-первых, необходимо учитывать рефракцию лу-
чей, что сразу делает задачу интерпретации томографических данных нелинейной. Во-вторых, необходимо
учитывать дифракцию ультразвуковых волн. В-третьих, казалось бы самая простая задача регистрации
времени прихода импульса из-за волновых эффектов оказывается не такой уж простой. Тем не менее,
существует несколько научных групп [34–38], которые проводят исследования в рамках лучевых прибли-
жений. По мнению авторов статьи, добиться высокого разрешения в интерпретации томографических
данных с ультразвуковыми источниками в лучевой модели очень сложно.

Однако, как показано в настоящей статье, скоростной разрез, восстановленный в лучевой модели,
может с успехом быть использован в качестве начального приближения итерационного процесса решения
нелинейной обратной задачи томографии в волновой модели. Модельная задача в лучевом приближении
решалась на грубой сетке, что, с одной стороны, обеспечивает еe устойчивость, но, с другой стороны, не
требует большого количества измерений в эксперименте.

С точки зрения приложений одной из наиболее интересных задач волновой томографии является
медицинская диагностика мягких тканей. Модельные расчеты ориентированы непосредственно на эту
задачу.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 17–11–01065). Иссле-
дование выполнено в Московском государственном университете им. М.В. Ломоносова.
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Abstract: This paper is devoted to developing efficient iterative methods to solve nonlinear inverse
problems of wave tomography. The iterative algorithms used to obtain an approximate solution of the inverse
problem are based on an explicit representation of the gradient of the residual functional between the measured
and computed wave fields. The choice of the initial approximation is of great importance for the convergence
of the iterative process in a nonlinear inverse problem. The possibility of using an initial approximation to the
sound speed obtained via solving the inverse problem in the ray approximation is studied. The efficiency of this
approach is illustrated by solving model problems using a supercomputer. These model problems are designed
for the ultrasound tomographic imaging of soft tissues in medicine.
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