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АЛГОРИТМ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПЕРЕСЕЧЕНИЙ ПОЛИГОНАЛЬНЫХ ОБЪЕКТОВ

C ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ОРИЕНТИРУЕМЫХ ОГРАНИЧИВАЮЩИХ ОБЪЕМОВ

А.А. Захаров1, C.С. Садыков1

Рассматривается задача определения пересечений объектов с использованием ограничивающих
объемов. Кратко описываются примеры наиболее часто применяемых ограничивающих объе-
мов. Излагаются критерии точности аппроксимации и скорости обнаружения пересечений с
помощью ограничивающих объемов. Предлагается усовершенствованный алгоритм определе-
ния пересечения объектов с использованием ориентируемых параллелепипедов.
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Введение. При разработке систем автоматизированного проектирования, визуализации научных
данных и виртуальной реальности часто требуется не только отобразить результаты моделирования сред-
ствами машинной графики, но и провести анализ текущего расположения синтезируемого предмета отно-
сительно других объектов сцены, выполнить проверку на пересечение [1, 2, 5 – 7]. Необходимость решения
этого вопроса вызвана тем, что невозможно одновременное нахождение нескольких объектов в одном
месте пространства. Такими объектами, например, могут быть элементы архитектурного сооружения,
молекулы веществ, объекты визуальной обстановки. Кроме того, часто требуется визуализировать фи-
зические процессы столкновений, скольжений, деформаций, последовательность моделирования которых
состоит из двух основных этапов:

— определение момента взаимодействия объектов;
— реагирование на столкновение объектов [5].
При решении задачи пересечения особенно в системах реального времени важно обеспечить точность

и скорость определения пересечений. Эта проблема часто усложняется полигональным представлением
объектов, поверхность которых образована многочисленным набором треугольников. Объекты, смодели-
рованные таким образом, принято называть многогранниками.

Существенно повысить скорость обнаружения пересечений позволяет использование ограничиваю-
щих объемов и их иерархий, аппроксимирующих поверхность объекта более простым образом. Особенно
это актуально для систем реального времени, где необходимо осуществлять тест на пересечение для каж-
дого нового положения тел в пространстве. При этом объекты могут подвергаться как преобразованиям
сдвига, так и поворота, что накладывает некоторые особенности на процесс определения пересечений с
использованием ограничивающих объемов.

В статье кратко рассматриваются наиболее часто применяемые ограничивающие объемы. Описаны
возможности определения пересечений с использованием этих объемов. Показаны преимущества и недо-
статки того или иного вида ограничивающего объема.

Следует отметить, что в системах компьютерной графики постоянно возникает противоречие меж-
ду точностью и скоростью определения пересечений. Существующие методы определения пересечений с
помощью ограничивающих объемов часто не соответствуют всем предъявляемым требованиям. В статье
предложен алгоритм, позволяющий сократить количество вычислительных операций для определения
пересечений полигональных объектов с использованием ориентируемых ограничивающих объемов.

1. Виды ограничивающих объектов. В простейшем случае пересечение двух невыпуклых мно-
гогранников можно определить, проверив попарно на пересечение каждую грань обоих объектов. Этот
подход неэкономичен и требует O(N1N2) вычислительных затрат, где N1 и N2 — количество граней, обра-
зующих каждый из объектов [2]. Более совершенные подходы основаны на применении ограничивающих
объектов, имеющих геометрию более простой формы, в результате чего проверка на пересечение выпол-
няется намного быстрее. Наиболее часто применяются следующие виды ограничивающих объектов:

— плоскость;
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— сфера;
— объем с привязкой к осям координат (AABB);
— дискретный ориентируемый многогранник (k-dop);
— ориентируемый ограничивающий объем (OBB).
1.1. Плоскость. Одним из наиболее простых ограничивающих объектов является плоскость. Про-

верка на пересечение объекта с плоскостью основана на том условии, что две точки M1 и M2 лежат по
одну сторону от плоскости, если при подстановке координат этих точек в уравнение плоскости числа
AxM1+ByM1+CzM1+DM1 и AxM2+ByM2+CzM2+DM2 имеют одинаковые знаки. В этом случае числа
A, B, C, D — коэффициенты уравнения плоскости. Если числа имеют разные знаки, то точки находятся
по разные стороны от плоскости.

а) б) в) г)
Рис. 1. Ограничивающие объемы: а) сфера, б) объем с привязкой к осям координат (axis-aligned

bounding boxes), в) k-дискретный ориентированный многогранник (k-discrete orientation polytope),
г) ориентированный ограничивающий объем (Oriented Bounding Boxes)

1.2. Сфера. Самой простой ограничивающей оболочкой является сфера (рис. 1, а). В настоящее
время существует множество алгоритмов построения ограничивающих сфер. Проверка на пересечение
объектов сводится к проверке расстояния между центрами сфер [10 – 12]. Если расстояние больше суммы
радиусов этих сфер, то объекты не пересекаются: d > R1 + R2.

Несмотря на то, что проверка на пересечение при помощи сфер выполняется быстрее других проверок,
ограничивающий объем, представленный подобным образом, слабо приближен к поверхности объекта,
что отражается на точности определения пересечений. Особенно это заметно при построении выпуклой
оболочки вытянутых тел. Так, например, при ограничении отрезка сферой концы отрезка находятся на
поверхности ограничивающей оболочки, а центр удален от поверхности сферы на расстояние радиуса.

1.3. Объем с привязкой к осям координат. Другим ограничивающим телом является парал-
лелепипед, стороны которого параллельны координатным осям (рис. 1, б). Соответственно, координаты
вершин параллелепипеда равны минимальным и максимальным координатам вершин объекта. Такие объ-
емы называются объемами с привязкой к осям координат (axis-aligned bounding boxes — AABB) [4, 5, 8].
Тест на пересечение при использовании AABB в двумерном случае производится как проверка пересече-
ния интервалов (рис. 2, а):

[xa1, xa2] ∩ [xb1, xb2], [ya1, ya2] ∩ [yb1, yb2].

Недостатком этого подхода является то, что объемы с привязкой к осям координат не всегда с до-
статочной степенью точности ограничивают объект. В этом случае ограничивающие объемы могут пере-
секаться, тогда как сами тела не пересекаются (рис. 2, б). В настоящее время используются различные
варианты вычисления AABB:

— ограничивающий объем фиксированного размера, который остается постоянным в течении всего
времени;
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а) б)
Рис. 2. Определение пересечений на основе объемов с выровненной осью

— динамически изменяющийся объем, размер которого пересчитывается каждый раз заново в теку-
щий момент времени.

1.4. Дискретный ориентированный многогранник. Расширенным представлением объема с вы-
ровненной осью является k-дискретный ориентированный многогранник (k-discrete orientation polytop,
или k-dop), где k — количество сторон [13]. Нормали, восстановленные к каждой стороне, определяют
ориентацию k-dop. Проверка на пересечение производится аналогично AABB, но используются дополни-
тельные условия по каждому из рассматриваемых направлений. На рис. 1, в представлен 8-dop.

1.5. Ориентируемый ограничивающий объем. Одним из видов ограничивающих тел являются
ориентированные ограничивающие объемы (Oriented Bounding Boxes, или OBB) [9]. Ориентированные
объемы наиболее точно аппроксимируют поверхность ограничиваемого объекта (рис. 1, г). При этом сама
оболочка, в отличие от AABB и k-dop, изменяет свою ориентацию в пространстве в соответствии с вра-
щением ограничиваемого объекта. Известны два основных способа определения пересечений объектов с
использованием OBB.

Теорема 1. Два многогранника пересекаются без полного включения одного в другой тогда и только

тогда, когда существует ребро одного многогранника, пересекающее некоторую грань другого.

Согласно этой теореме, для тестирования на пересечение двух ориентированных параллелепипедов
необходимо осуществить 144 теста (2 × 6 граней × 12 ребер).

Теорема 2. Два непересекающихся выпуклых многогранника могут быть разделены плоскостью,

которая либо параллельна грани одного из них, либо содержит ребра каждого из многогранников.

Чтобы определить, пересекаются ли многогранники, необходимо и достаточно исследовать их проек-
ции на линию, перпендикулярную плоскости, определенную в теореме 2. Если проекции двух объектов не
пересекаются, то не пересекаются и сами объекты (рис. 3).

Рис. 3. Проверка на пересечение двух OBB с использованием разделяющих осей

В таком случае эта линия называется разделяющей осью. Следовательно, проверка на пересечение
заключается в нахождении всех потенциально возможных разделяющих осей и исследовании проекций
многогранников на эти оси. Если разделяющая ось найдена, остальные случаи уже не исследуются. Для
двух прямоугольных областей в трехмерном пространстве есть 15 потенциально возможных разделяющих
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осей: три оси для граней первой области, три — для второй, а также девять осей, образованных ребрами
первой и второй OBB-областей.

1.6. Использование деревьев ограничивающих объемов. Не всегда с достаточной степенью
точности можно ограничить один объект каким-либо объемом. Выходом из данной ситуации является
использование деревьев ограничивающих объемов [9, 12]. На рис. 4 изображены деревья ориентирован-
ных ограничивающих объемов. В результате использования подобных иерархий повышается точность, но
увеличивается время определения пересечений.

Рис. 4. Деревья OBB

2. Критерии оценки ограничивающих объемов. Критериями оценки точности приближения
ограничивающего объема является плотность и коэффициент сжатия [3, 9].

Определение 1. Плотность τ ограничивающего объема B относительно ограничиваемой геомет-
рии G представляет собой Хаусдорфово расстояние dist (b, g) между множествами B и G:

τ = max
b∈G

min
g∈G

dist (b, g).

Определение 2. Диаметром ограничивающего объема относительно множества G является макси-
мальное расстояние dist (g, h) между двумя парами точек g и h, принадлежащими этому множеству:

d = max
g,h∈G

dist (g, h).

Определение 3. Коэффициент сжатия ограничивающего объема представляет собой отношение
плотности ограничивающего объема к его диаметру (рис. 5):

ρ =
τ

d
.

Рис. 5. Зависимость плотности ограничивающего объема от его вида

Кроме точности представления поверхности, важным критерием для иерархии ограничивающих объ-
емов является время обнаружения пересечений, определяемое следующим образом [3, 14]:

T = NvCv +NpCp,

где T — общее время обнаружения пересечений, Nv — число пар ограничивающих объемов, тестируемых
на пересечение, Cv — время обнаружения пересечений между парой ограничивающих объемов, Np —
число примитивов, тестируемых на пересечение, Cp — время определения пересечений примитивов.
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Совокупность представленных параметров влияет на выбор того или иного объема в конкретной
ситуации.

3. Алгоритм определения пересечений с использованием ориентируемых параллелепи-
педов. Представляемый алгоритм основан на теореме 1 и позволяет сократить количество вычислений за
счет информации о взаимном расположении граней двух тестируемых OBB. Предполагается, что в оче-
редной момент времени на пересечение будут проверяться только те грани и их ребра ограничивающего
объема, которые будут лицевыми по отношению к другому параллелепипеду.

Определение 4. Грань одного параллелепипеда по отношению к другому называется лицевой, если
угол между осью, соединяющей центры OBB, и нормалью к грани меньше 90◦ (рис. 6).

Рис. 6. Определение лицевых граней

Вектор O1O2 имеет вид

O1O2 = (xO2 − xO1, yO2 − yO1, zO2 − zO1)
T .

Значение косинуса угла между вектором O1O2 и нормалью N к граням OBB определяется из следующего
выражения:

cosϕ =
O1O2 ·N

O1O2 ·N
=

X1X2 + Y1Y2 + Z1Z2
√

X2

1
+ Y 2

1
+ Z2

1
·
√

X2

2
+ Y 2

2
+ Z2

2

.

Таким образом, дополнительно для каждого параллелепипеда необходимо вычислить по три значе-
ния косинуса. После определения лицевых граней в каждом из двух объемов производится проверка на
взаимное пересечение этих граней и их ребер.

Прямоугольник в параметрической форме можно описать некоторой точкой A и двумя векторами u

и v, исходящими из этой точки и совпадающими с ребрами прямоугольника:

A+ αu+ βv, 0 6 α, β 6 1. (1)

Отрезок, представляющий в данном случае ребро, в параметрическом виде выглядит так:

P1 + λ(P2 − P1), 0 6 λ 6 1. (2)

Для определения пересечений ребра и грани приравняем выражения (1) и (2):

A+ λu+ βv = P1 + λ(P2 − P1). (3)

В матричном виде уравнение (3) выглядит следующим образом:

(u, v, P1 − P2)





α

β

λ



 = P1 −A. (4)

Решение уравнения (4) существует, если det(u, v, P1−P2) 6= 0. Это означает, что векторы u, v и P1−P2

не лежат в одной плоскости. Для проверки на пересечение необходимо вычислить значения

(α, β, λ)T = (u, v, P1 − P2)
−1(P1 −A)
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и проверить условия 0 6 α, β 6 1, 0 6 λ 6 1.
Таким образом, за счет выявления лицевых граней получаем значительный выигрыш в вычислениях.

В трехмерном пространстве каждый ориентируемый параллелепипед имеет три лицевые грани, которые в
совокупности составлены из девяти ребер. Поэтому общая проверка на пересечение состоит из следующих
операций:

— определение лицевых граней (шесть операций);
— проверка на пересечение выявленных граней и ребер (2 × (3 × 9) = 54). В результате вместо 144

тестов получаем 60.
Заключение. Следует отметить, что не всегда при определении пересечений необходимо использо-

вать только один вид ограничивающего объема. Так, например, OBB подходят больше всего для тел,
к которым часто применяются аффинные преобразования переноса и вращения. Кроме того, эти тела
должны иметь игловидную, вытянутую форму. Если точность в системе не играет решающей роли и объ-
ект не имеет ярко выраженной игловидной формы, то из-за простоты определения пересечений лучше
применять сферические оболочки. Объемы с привязкой к осям координат и дискретные ориентированные
многогранники больше всего подходят в том случае, если объект находится в покое или практически не
вращается. В этом случае нет необходимости в каждый момент времени заново пересчитывать ограничи-
вающий объем.
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