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Èçó÷åíà êîððåêòíîñòü ÷èñëåííûõ ìîäåëåé íà îñíîâå SPH-ìåòî äà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷
ãðàâèòàöèîííîé ãàçîäèíàìèêè ñ ðàçâèòèåì ãðàâèòàöèîííûõ í åóñòîé÷èâîñòåé, â òîì ÷èñëå ñ
ôîðìèðîâàíèåì ìíîæåñòâåííûõ êîëëàïñîâ ãàçà â îêîëîçâåçäí îì äèñêå. Èñõîäíûå äèôôåðåí-
öèàëüíûå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è íåêîððåêòíû èç-çà ñâîåé íåóñòîé÷èâîñòè ê èçìåíåíèþ âõîä-
íûõ äàííûõ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ÷èñëåííîì ìåòîäå íà îñíîâå SPH äë ÿ ðåøåíèÿ ýòèõ íåêîððåêòíûõ
çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ: 1) åñëè ðåøåíèå èñõîäíîé íåóñòîé÷èâîé çàäà÷è
ñóùåñòâóåò íà âñåé âðåìåíí�îé îñè, òî îãðàíè÷åííîñòü îáëàñ òè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ â ÷èñëåí-
íîì ìåòîäå ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ åãî óñòîé÷èâîñ òè ê ìàëûì èçìåíåíèÿì âõîäíûõ
äàííûõ; 2) åñëè ðåøåíèÿ èñõîäíîé íåóñòîé÷èâîé çàäà÷è ñóùåñ òâóþò òîëüêî íà îãðàíè÷åííîì
âðåìåíí�îì èíòåðâàëå, êàê â ñëó÷àå ìíîæåñòâåííûõ êîëëàïñî â, òî óñòîé÷èâûé ÷èñëåííûé ìåòîä
ñòðîèòñÿ íà êëàññå ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ ôèêñèðîâàííîé ïî ñòîÿííîé, âûáèðàåìîé èç ôèçè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Íà ýòîì êëàññå ôóíêöèé èñõîäíàÿ çàäà÷à òîæå ñòàíîâèòñÿ êîððåêòíîé.
Êîìáèíàöèÿ SPH-ìåòîäà ñ ñåòî÷íûì ìåòîäîì ðàñ÷åòà ãðàâèòàö èîííûõ ñèë ïîçâîëÿåò îáåñïå-
÷èòü òàêóþ îãðàíè÷åííîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Äëÿ âûÿñíåíè è ñìûñëà ïðèáëèæåííûõ ÷èñ-
ëåííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòà õ, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü èíòå-
ãðàëüíûå ôóíêöèè, ñëàáî ÷óâñòâèòåëüíûå ê äåòàëÿì ÷èñëåííî ãî àëãîðèòìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîððåêòíîñòü, ÷èñëåííûé ìåòîä, ãðàâèòàöèîííàÿ äèíàìèêà ã àçà, íåóñòîé÷èâîñòü,
óñòîé÷èâîñòü ïî âõîäíûì äàííûì, ñòîõàñòè÷íîñòü, ãèäðîäèí àìèêà ñãëàæåííûõ ÷àñòèö, Smoothed-Particle
Hydrodynamics (SPH), îêîëîçâåçäíûé äèñê, ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ, ñãóñòîê ãàçà.

1. Ââåäåíèå. Äëÿ ìíîãèõ ïðÿìûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðåäïîëàãàå òñÿ êîððåêòíîñòü èõ ïî-
ñòàíîâêè. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóùåñòâîâàíèå è å äèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, êîòîðîå íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, à òàêæå îò íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷í ûõ óñëîâèé. Ýòî òðåáîâàíèå íåïðåðûâ-
íîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò âõîäíûõ äàííûõ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê
èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ�ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè î òñóòñòâèè óñòîé÷èâîñòè çàäà÷à ÿâëÿåò-
ñÿ íåêîððåêòíîé (ñì. ðàçäåë 8.1 íàñòîÿùåé ñòàòüè). Òåì ñàìû ì, èçó÷åíèå ôèçè÷åñêèõ íåóñòîé÷èâîñòåé
îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíûõ ïîñòàíîâîê äëÿ ïðÿìûõ çàäà ÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Òàêèå íåêîððåêòíûå çàäà÷è øèðîêî èçó÷àþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ðàçâ èòèÿ ãðàâèòàöèîííûõ íåóñòîé÷èâî-
ñòåé â îêîëîçâåçäíûõ äèñêàõ ïðè îáðàçîâàíèè ïëàíåò (ñì., íà ïðèìåð, [1�8]). Äëÿ èõ ðåøåíèÿ ïðèâëå-
êàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû, êîòîðûå äàþò ïðèáëèæåííûå ðåøåíè ÿ, âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíûå ê èçìåíåíèþ
ñàìîãî ìåòîäà è âõîäíûõ äàííûõ (ñì., íàïðèìåð, [9�11]). Âíå øíå ïàðàäîêñàëüíî, íî ÷èñëåííûé ìåòîä
äëÿ èçó÷åíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ äîëæåí áûòü óñòîé÷èâ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì âõîäíûõ
äàííûõ. Âûõîä èç ýòîãî ïàðàäîêñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñòîé÷èâ îñòü ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (åñëè îíî
ñóùåñòâóåò) îïðåäåëÿåòñÿ íà ïîëóáåñêîíå÷íîé âðåìåíí�îé î ñè, à óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå ïî âðåìåíè (ñì. ð àçäåë 8.4 íàñòîÿùåé ñòàòüè). Äîïîëíèì è
ïîÿñíèì ñäåëàííûå óòâåðæäåíèÿ.

Èñõîäíàÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òðåáîâàíèè ðåøèòü ñëî æíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîëó÷å ííûé îòâåò. Ðåøåíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ
áîëüøèíñòâà òàêèõ ñèñòåì ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìå òîäîâ. Ïðèìåíÿåìûé ÷èñëåííûé ìåòîä
ñâÿçàí ñ èñõîäíîé çàäà÷åé ÷åðåç òåîðåìó Ëàêñà. Ïî ýòîé òåîðå ìå ([12], ñòð. 90) èç àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé
çàäà÷è íà ñåòêå ÷èñëåííûì ìåòîäîì è åãî óñòîé÷èâîñòè âûòåêà åò ñõîäèìîñòü ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è
ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè. Óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîí èìàåòñÿ êàê íåïðåðûâíàÿ è ðàâíîìåðíàÿ
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îòíîñèòåëüíî øàãà ñåòêè çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ ïî âõîäíûì äàí íûì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ
ïåðåìåííûõ (ñì. ðàçäåë 8.4). Îöåíèòü çàðàíåå çíà÷åíèÿ êîíñ òàíò, âõîäÿùèõ â ýòî îïðåäåëåíèå, âî ìíîãèõ
çàäà÷àõ î÷åíü ñëîæíî. Ïðèíöèïèàëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü îáëà ñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ â ÷èñëåííîì ìå-
òîäå, â ÷àñòíîñòè íà êîíå÷íîì âðåìåíí�îì èíòåðâàëå, ïîçâîë ÿåò óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ åãî óñòîé÷èâîñòè
ê ìàëûì èçìåíåíèÿì âõîäíûõ äàííûõ äëÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷ èâûõ çàäà÷.

Íà ïðàêòèêå, êîãäà íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè ÷èñëåííîå ðåø åíèå, èëè ãðàíèöû îáëàñòè èçìåíåíèÿ
ïåðåìåííûõ ÷åòêî íå îïðåäåëåíû, äëÿ óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííî ãî ìåòîäà ÷àñòî ïðèíèìàåòñÿ áîëåå æåñòêîå
óñëîâèå � îòñóòñòâèå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ýêñïîíåíöèàëü íî íàðàñòàþùèõ ôóíêöèé â ÷èñëåííîì ìå-
òîäå. Òðóäíîñòè âîçíèêàþò â ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíàÿ çàäà÷à ä ëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â òîì æå ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñò àþùèå ðåøåíèÿ. Îäíàêî èìåííî ýòà ñèòó-
àöèÿ ðåàëèçóåòñÿ äëÿ èñõîäíûõ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ïðè ðàçâè òèè ôèçè÷åñêèõ íåóñòîé÷èâîñòåé. Ñîîòâåò-
ñòâåííî â ÷èñëåííîì ìåòîäå, êîòîðûé àïïðîêñèìèðóåò èñõîäí óþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, â òîì æå ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè âîçíèêàþò ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèå ñåòî÷ íûå ôóíêöèè. Ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþ-
ùèå ðåøåíèÿ â ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷å ÷àùå âñåãî îêàçûâàþòñ ÿ îãðàíè÷åííûìè â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå,
÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âûðàæàåò íàëè÷èå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñ îõðàíåíèÿ. Ïîýòîìó òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ ñ ðàçâèòèåì ôè çè÷åñêèõ íåóñòîé÷èâîñòåé ñëóæèò âàæíûì
êðèòåðèåì ïðàâèëüíîñòè ðàáîòû ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ âñ åé èñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è.

Íàëè÷èå íåëèíåéíîñòè ìîæåò ïðèâåñòè ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå â îáëàñòÿõ
äåòåðìèíèðîâàííîñòè, ãëîáàëüíîé ñòîõàñòè÷íîñòè èëè ïåðå õîäíîé çîíå ìåæäó íèìè [13, 14]. Áîëåå òîãî,
äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ îäíîâðåìåííî ìîãóò ñóùåñòâîâà òü áëèçêèå â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå îáëà-
ñòè, â îäíîé èç êîòîðûõ ðåøåíèå áóäåò äåòåðìèíèðîâàííûì, à ð ÿäîì � ñòîõàñòè÷åñêèì. Èìåííî òàêèå
ñëó÷àè ðåàëèçóþòñÿ â çàäà÷àõ ãðàâèòàöèîííîé ôèçèêè ñ ðàçâèòèåì ãðàâèòàöèîííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé è
ñ âîçíèêíîâåíèåì ìíîæåñòâåííûõ ãðàâèòàöèîííûõ êîëëàïñîâ âåùåñòâà â îêîëîçâåçäíûõ àêêðåöèîííûõ
äèñêàõ [1�11]. Â òàêèõ êîëëàïñàõ ïëîòíîñòü âåùåñòâà íà íåñê îëüêî ïîðÿäêîâ ïðåâûøàåò ôîíîâîå çíà-
÷åíèå. Îíà èìååò âèä äåëüòàîáðàçíûõ ôóíêöèé, ôîðìèðóþùèõñ ÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ è ðàçáðîñàííûõ ïî
ïðîñòðàíñòâó [8, 15]. Â ýòèõ ìåñòàõ óìåíüøàåòñÿ ãðàâèòàöèî ííàÿ ýíåðãèÿ, à êèíåòè÷åñêàÿ è òåïëîâàÿ
ýíåðãèè âîçðàñòàþò ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè ñóììàðíîé ýíåðãè è.

Óñîâåðøåíñòâîâàíèå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäî áíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ãðàâè-
òàöèîííîé ôèçèêè, ïðèìåíèìîñòü ê íèì îñíîâíûõ ïîëîæåíèé âû ÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, âûÿñíåíèå
ñìûñëà è èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷àåìûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðåäñ òàâëÿåò ïðåäìåò ñîâðåìåííûõ èññëåäî-
âàíèé è äèñêóññèé ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ [10, 16�18]. Â ýòèõ äèñêóññèÿõ ÷àñòî íåîáõîäèìû ïðèìåðû, äëÿ
êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå, íî ñîäåðæàò åëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Äàëåå â
ñòàòüå áóäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû, íà êîòîðûõ ìîæíî îáñóæäàòü âîïðîñû ïî ðåøåíèþ ýòèõ íåêîððåêòíûõ
çàäà÷. Îñíîâíàÿ öåëü ñòàòüè � èçó÷èòü êîððåêòíîñòü ÷èñëåíí ûõ ìîäåëåé íà îñíîâå SPH-ìåòîäà äëÿ çàäà÷
ãðàâèòàöèîííîé ôèçèêè, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñòàöè îíàðíûå ðåøåíèÿ ñ ðàçâèòèåì ãðàâèòàöèîí-
íûõ íåóñòîé÷èâîñòåé.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãàçîâîãî îêîëîçâåçäíîãî äèñêà. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ãðàâèòàöè-
îííîé ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ îêîëîçâåçäíîãî äèñêà ïðåäñòàâë ÿåò ñîáîé óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, äîïîëíåííûå
ãðàâèòàöèîííîé ñèëîé è óðàâíåíèåì Ïóàññîíà äëÿ ãðàâèòàöèî ííîãî ïîòåíöèàëà ñðåäû ñ ãàçîì:
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+ ( v; r )S� = 0 ; �� = 4 �G�� (z) = 4 �G � :

(2)

Çäåñüv � ñêîðîñòü ãàçà â ïëîñêîñòè äèñêà; p� � ïîâåðõíîñòíîå äàâëåíèå ãàçà;  � � ýôôåêòèâíûé ïî-
êàçàòåëü ïîëèòðîïû äëÿ êâàçèòðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ, ñâÿçàííû é ñ ïîêàçàòåëåì ïîëèòðîïû  ñîîòíîøåíèåì

 � = 3 �
2


; S� = ln
T �

�  � � 1 , T � =
p�

�
� ïðîèçâîäíûå âåëè÷èíû, àíàëîãè÷íûå òåìïåðàòóðå è ýíòðîïè è

ãàçà;� � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñó ììó ïîòåíöèàëà íåïîäâèæíîãî öåí-

òðàëüíîãî òåëà è ïîòåíöèàëà äèñêà: � = � 1 + � 2, ãäå � 1 = �
GM c

r
; M c � ìàññà öåíòðàëüíîãî òåëà è
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� 2 � ïîòåíöèàë ñàìîñîãëàñîâàííîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, êîò îðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ Ïóàññîíà �� 2 = 4 �G� , � 2 ���!

r !1
0; ÷òî äëÿ òîíêîãî äèñêà ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ ñìåøàííîé çàäà÷ è

äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà �� 2 = 0 , � 2 ���!
r !1

0,
@� 2

@z

�
�
�
�
z=0

= 2 �G � :

Áàçîâûå ðàçìåðíûå âåëè÷èíû: G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, R0 = 100 AE = 1 :5 � 1013 ì,
M Solar = 2 � 1030 êã � õàðàêòåðíûé ðàçìåð è ìàññà ñèñòåìû.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàâàëàñü âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ ãðàíèöà äèñêà, åãî ìàññà (ïî êîòî-
ðîé îïðåäåëÿëàñü ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü), à òàêæå ìàññà ö åíòðàëüíîãî òåëà. Ðàññìàòðèâàëèñü äèñêè
ñ ìàññîé îò 0.1 äî 0:4M Solar âîêðóã öåíòðàëüíîãî òåëà ìàññû 0:8M Solar . Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü áûëà
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòå. Íà÷àëüíà ÿ òåìïåðàòóðà çàäàâàëàñü îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíîé êâàäðàòíîìó êîðíþ ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû è áûëà ðàâíà 90 K íà ðàäèóñå 10 AÅ è 30 K
íà ðàäèóñå 100 AÅ. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè è òåìï åðàòóðû äèñêà âîñïðîèçâîäèò ðåçóëüòà-
òû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êîëëàïñà ìîëåêóëÿðíîãî îáëàê à [19]. Ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü ãàçà çàäàâàëàñü
ðàâíîé íóëþ, à óãëîâàÿ ñêîðîñòü � òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñï å÷èòü ðàâíîâåñíóþ íà÷àëüíóþ êîíôèãó-
ðàöèþ, ò.å. òàê, ÷òîáû öåíòðîáåæíàÿ, öåíòðîñòðåìèòåëüíàÿ ñèëû è ãðàäèåíò äàâëåíèÿ óðàâíèâàëè äðóã

äðóãà:
v2

�

r
=

1
�

@p�

@r
+

@�
@r

, vr = 0 .

Ìû ìîäåëèðîâàëè äèíàìèêó äèñêà ïðîòÿæåííîñòüþ îò 10 äî 100 À Å. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü èìååò ðàçìåð
400� 400 AÅ2, òî åñòü â 2 ðàçà áîëüøèé, ÷åì íà÷àëüíûé äèàìåòð äèñêà.

3. Ãðàâèòàöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü â ãàçå òîíêîãî îêîëîçâåç äíîãî äèñêà. Äèñïåðñèîííîå
ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè òîíêîãî äèñêà (2) â ûâîäèòñÿ â ðÿäå ðàáîò (ñì, íàïðèìåð, [20]):

(! � m
) 2 = c2
sk2 + � 2 � 2�G � jkj; � 2 = 4
 2 + r

d
 2

dr
: (3)

Çäåñü� � ýïèöèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, m � ÷èñëî ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ â äèñêå, 
 � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðà-
ùåíèÿ è cs � ñêîðîñòü çâóêà. Äëÿ êåïëåðîâà äèñêà � = 
 . Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ
ìåíüøå íóëÿ, òî â äèñêå âîçíèêàþò ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþ ùèå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè âîçìóùåíèÿ
è ñîçäàþòñÿ óñëîâèÿ äëÿ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè.

Åñëè äèñê íå âðàùàåòñÿ, òî 
 = 0 è � = 0 , òîãäà ! 2 = c2
sk2 � 2�G � jkj. Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó-

÷àåòñÿ êðèòè÷åñêàÿ äëèíà Äæèíñà � J äëÿ òîíêîãî äèñêà, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ìèíèìàëüíûé ðàçì åð
âîçìóùåíèÿ â ñðåäå ïëîòíîñòè � , êîòîðîå áóäåò íàðàñòàòü ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî ãðàâè òàöèîííîãî

ïîëÿ: kJ =
2�
� J

=
2�G �

c2
s

, � J =
c2

s

G�
:

Äëÿ âðàùàþùåãîñÿ äèñêà áåç ñïèðàëåé m = 0 ñëåäóåò ëîêàëüíîå óñëîâèå Òîîìðå ìàðæèíàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè èç óðàâíåíèé
d! 2

dk
= 0 , ! 2 = 0 : kT =

�G �
c2

s
; � T =

2�
kT

= 2 � J :

Ïóòåì ïîäñòàíîâêè íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ kT â ! 2 = 0 ìû ïîëó÷àåì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå Òîîìðå

ïàðàìåòðà Q =

 cs

�G �
= 1 . Äëÿ Q > 1 òîíêèé äèñê ñòàáèëåí îòíîñèòåëüíî ðîñòà ðàäèàëüíûõ âîçìóù åíèé.

Íà ðàäèóñàõ ñ Q < 1 äèñê íåóñòîé÷èâ ê íàðàñòàíèþ ðàäèàëüíûõ ôëóêòóàöèé.
Ðàçâèòèå â ëîêàëüíîé îáëàñòè äæèíñîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ì îæåò íà÷àòü ñæèìàòü â íåé ãàç. Îáëàñòü

ãðàâèòèðóþùåãî ãàçà ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì � > � J cîáèðàåòñÿ è êîíöåíòðèðóåò ñâîþ ìàññó M J â ìåíü-
øåì îáúåìå. Â ñëó÷àå òîíêîãî äèñêà M J � �� 2

J � . Ïðè óìåíüøåíèè � îáùàÿ ýíåðãèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Îäíàêî òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ïðè ýòîì ðàñòåò, à ãðàâèòàöèîííàÿ î òðèöàòåëüíàÿ ýíåðãèÿ U � �
M 2

J

�
� ïàäàåò.

Åñëè òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû òàêîâû, ÷òî ïîêàçàò åëü àäèàáàòû < 4=3, òî ñèëû äàâëåíèÿ íå
ìîãóò îñòàíîâèòü ãðàâèòàöèîííîãî ñæàòèÿ. Âîçíèêàåò ãðàâè òàöèîííûé êîëëàïñ âåùåñòâà, ïðè êîòîðîì
� ñòðåìèòñÿ ê íóëþ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ ìàñøòàáîâ. Ïðè íàë è÷èè âðàùåíèÿ, ïðè íåñèììåòðè÷íî-
ñòè ðàñòóùåãî âîçìóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ìàêñèìóìà ïëîòíîñò è è â ðÿäå äðóãèõ ñëó÷àåâ êîëëàïñ â òî÷êó
íå ïðîèñõîäèò, à âîçíèêàþò áîëåå ñëîæíûå òå÷åíèÿ ãàçà. Ìíîã î÷èñëåííûå ïðèìåðû êîëëàïñà ãàçà áûëè
ðàññìîòðåíû ðàíåå àíàëèòè÷åñêè [21]. Â ïëîñêîñòè äèñêà òàê èå îáëàñòè ñ ðàçâèòèåì ãðàâèòàöèîííûõ êîë-
ëàïñîâ âûãëÿäÿò êàê âîçíèêíîâåíèå çíà÷åíèé ïëîòíîñòè, íà í åñêîëüêî ïîðÿäêîâ ïðåâûøàþùèõ ñðåäíèå
çíà÷åíèÿ â áëèçêîé îêðåñòíîñòè. Òàêèå îáëàñòè íàçûâàþòñÿ ô ðàãìåíòàìè èëè êëàìïàìè è ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ãðàâèòàöèîííî ñâÿçàííûå ñãóñòêè ãàçà (ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, 3, 6).

4. ×èñëåííûé ìåòîä è ïðîãðàììà. Ðàçðàáîòàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé îáùåãî âèäà (1) è (2) îñíîâàí íà ìåòîäå äðî áíûõ øàãîâ ñ ðàñùåïëåíèåì ïî ôèçè÷å-
ñêèì ïðîöåññàì, ïîäðîáíîå îïèñàíèå êîòîðîãî ïðèâåäåíî â [2 2]. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ òîíêîãî
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äèñêà (2) ðåøàåòñÿ â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ SPH-÷àñòèö [23 ]. Êàæäàÿ ÷àñòèöà èìååò ñâîå êîìïàêò-
íîå ÿäðî. Îíà âçàèìîäåéñòâóåò ñ áëèæàéøèìè äðóãèìè ÷àñòèöà ìè íà îïðåäåëåííîì, â îáùåì ñëó÷àå
ïåðåìåííîì ðàäèóñå. Ïîñêîëüêó â ðàçíîñòíîé ñõåìå íå õâàòàå ò àïïðîêñèìàöèîííîé âÿçêîñòè äëÿ òîãî,
÷òîáû ïðåäîòâðàòèòü ïðè ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ íåôèçè÷å ñêîå ïðîíèêíîâåíèå ÷àñòèö ìåæäó ñîáîé è
ðàçâèòèå ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè, òî â óðàâíåíèÿ ââîäèòñ ÿ èñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü. Èç-çà ýòîãî â ìî-
äåëè äëÿ SPH-÷àñòèö ïîÿâëÿåòñÿ ñèëà òðåíèÿ. ×èñëî SPH-÷àñòèö õàðàêòåðèçóåò êîëè÷åñòâî ñåòî÷íûõ
ëàãðàíæåâûõ óçëîâ. Ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì çàäà÷è. Ê àæäàÿ SPH-÷àñòèöà íåñåò îïðåäåëåííóþ
ìàññó. ×òîáû íàéòè ãðàâèòàöèîííóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà êàæ äóþ èç ÷àñòèö ñ ýòîé ìàññîé, ââîäèòñÿ
ñåòêà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Íà ýòó ñåòêó ïðîâîäèòñÿ èíò åðïîëÿöèÿ ïëîòíîñòè ãàçà è ïðîèñõîäèò
óñðåäíåíèå åå ìåëêîìàñøòàáíûõ ôëóêòóàöèé ïî áëèæàéøåìó îê ðóæåíèþ è, òåì ñàìûì, êîðîòêîäåéñòâó-
þùèõ ñèë ÷àñòèöà�÷àñòèöà íà ðàçìåðå ñåòêè. Èíòåðïîëÿöèÿ ïë îòíîñòè, îïðåäåëåííîé â SPH-÷àñòèöàõ,
íà ðåãóëÿðíóþ ñåòêó âûïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿäðà PIC ( Particle-in-Cell) [24, 25]. Äàëåå íà ñåòêå
íàõîäèòñÿ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ÷åðåç ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóà ññîíà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî
ïîòåíöèàëà èñïîëüçóåòñÿ ïàðàëëåëüíûé ìåòîä �ñâåðòêè� ðåø åíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà äåêàðòîâîé ñåò-
êå. Ñèñòåìà (2) è óðàâíåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà äèñêà � 2 ðåøàþòñÿ íà êàæäîì âðåìåíí�îì øàãå. Äëÿ ìå-
òîäà SPH ïðèìåíÿëñÿ �operational-based� ïîäõîä ñ ðàñïàðàë ëåëèâàíèåì ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ ñóìì è
ïåðåñûëêîé ðàññ÷èòàííûõ çíà÷åíèé ìàññèâîâ. SPH-÷àñòèöû, ïðèáëèæàþùèåñÿ ê öåíòðàëüíîìó òåëó íà
ðàññòîÿíèå ìåíüøåå, ÷åì Rcell , ñ÷èòàþòñÿ óïàâøèìè íà íåå è ïåðåäàâøèìè åé ñâîþ ìàññó. Âî èç áåæà-
íèå èñïîëüçîâàíèÿ ñëèøêîì ìåëêèõ øàãîâ ïî âðåìåíè ìû óñòàíà âëèâàåì ðàäèóñ ïîãëîùàþùåé ÿ÷åéêè
ðàâíûì Rcell = 10 ÀÅ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñî ñòàíäà ðòíûìè ïàðàìåòðàìè ÷èñëåííîé ìîäå-
ëè: 160 000 SPH-÷àñòèö è1024� 1024ÿ÷ååê ñåòêè. Êðîìå òîãî, íàìè ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû ñ óâåëè÷å ííûì
ðàçðåøåíèåì � 640 000 SPH-÷àñòèö è 2048� 2048ÿ÷ååê ñåòêè, à òàêæå ñ óìåíüøåííûì ðàçðåøåíèåì �
40 000 SPH-÷àñòèö è512� 512ÿ÷ååê ñåòêè. Â áîëüøèíñòâå ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëñÿ øàã ïî âð åìåíè, ðàâíûé
� = 0 :03 ãîäà.

5. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Íà ðèñ. 1à�1â ïðèâåäåíû òðè ðàñïðåäåëåíèÿ
ëîãàðèôìà ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè â ïëîñêîñòè äèñêà äëÿ òð åõ ðàçíûõ ðàñ÷åòîâ â îäèí ìîìåíò âðåìåíè
3000 ëåò, à ðàñ÷åò, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1ã, � äëÿ ìîìåíòà â ðåìåíè 3516 ëåò.

Ðèñ. 1. Ëîãàðèôì ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ãàçà äëÿ ìîäåëåé ñ ðàçíîé ìàññîé äèñêà
è ðàçíûì øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè �
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Íà ðèñ. 1à ðàñ÷åò ñäåëàí äëÿ ìàëîìàññèâíîãî äèñêà ïðè M disc = 0 :15M Solar , íà ðèñ. 1á ïðè M disc =
0:25M Solar . Îáà ýòè ðàñ÷åòà ïðîâåäåíû äëÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìå íè � = 0 :03 ãîäà. Íà ðèñ. 1â
ïðèâåäåí ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà äëÿ òîãî æåM disc = 0 :25M Solar , íî ñ ìåíüøèì â 4 ðàçà øàãîì ïî âðåìåíè
� = 0 :0075ãîäà.

Êàê ñëåäóåò èç ýòèõ ðèñóíêîâ, ìàëîìàññèâíûé äèñê ïðè âðàùåí èè ãàçà âîêðóã çâåçäû îñòàåòñÿ â
óñòîé÷èâîì ñîñòîÿíèè. Â íåì îòñóòñòâóþò êàê ëîêàëüíûå íåóñ òîé÷èâîñòè Äæèíñà, òàê è ðàäèàëüíûå
íåóñòîé÷èâîñòè Òîîìðå. Íàáëþäàþòñÿ ëèøü íåÿðêî âûðàæåííû å ñïèðàëüíûå âîëíû ïëîòíîñòè ñ m = 6
ðóêàâàìè, à ÷àñòîòû â äèñïåðñèîííîì ñîîòíîøåíèè (3) èìåþò â åùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì âîëíàì
ïëîòíîñòè ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ññûëêè íà êî òîðûå ìîæíî íàéòè, ê ïðèìåðó, â [20, 26]. Ó
ãàçà â äèñêå â îñíîâíîì èìååòñÿ òîëüêî êðóãîâàÿ ñêîðîñòü äâè æåíèÿ âîêðóã çâåçäû, ïîýòîìó è îòäåëüíûå
SPH-÷àñòèöû äâèãàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïî êðóãîâûì òðàåêòîðèÿ ì.

Â ìàññèâíîì äèñêå ñ M disc = 0 :25M Solar ê òîìó æå ìîìåíòó âðåìåíè 3000 ëåò âîçíèêëà ñëîæíàÿ
ñòðóêòóðà èç ðóêàâîâ è ñãóñòêîâ (êëàìïîâ, âûäåëåííûõ íà ðèñ . 1á) ñ âûñîêèìè çíà÷åíèÿìè ïëîòíîñòè.
Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ïëîòíîñòè â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ìàêñèìóì ïëîòíîñòè
â îäíîì èç êëàìïîâ, ïðåäñòàâëåíî äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ. 2. Èç íåã î ñëåäóåò, ÷òî ãàç ñæàëñÿ â ñãóñòîê
(êëàìï) äèàìåòðà ïðèìåðíî 4 ÀÅ íà 40 ðàñ÷åòíûõ ÿ÷åéêàõ. Ïîìè ìî êðóãîâîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ âîêðóã
çâåçäû, ó ãàçà ïîÿâèëàñü ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü. Îòäåëüíûå SP H-÷àñòèöû äâèãàþòñÿ êàê ïî êðóãîâûì, òàê
è ïî âûñîêîýëëèïòè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì. Ïîÿâèëîñü ìíîãî îòä åëüíûõ SPH-÷àñòèö, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî
ïîïàäàíèå íà çâåçäó. Êðîìå òîãî, íà ðèñóíêå õîðîøî âèäíû SPH -÷àñòèöû, óõîäÿùèå èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
ïî âûñîêîýëëèïòè÷åñêèì èëè íåçàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì.

Ðèñ. 2. Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ãàçà â êëàìïå â ïðîåêöèè Ðèñ . 3. Ëîãàðèôì ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè
íà ïëîñêîñòü îñè îðäèíàò äëÿ ìîäåëè ñ M disc = 0 :25M Solar . ãàçà äëÿ ìîäåëè ñ M disc = 0 :4M Solar è

Òî÷êè � îòäåëüíûå SPH-÷àñòèöû 160 000 SPH-÷àñòèö. Íà ïðàâîì ãðàôèêå øàã
èíòåãðèðîâàíèÿ � óìåíüøåí â 4 ðàçà ïî
îòíîøåíèþ ê ðàñ÷åòó ñ ëåâîãî ãðàôèêà

Ñðàâíåíèå ìåæäó ñîáîé ïëîòíîñòåé íà ðèñ. 1á è 1â ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â ðó-
êàâàõ, ïîëîæåíèå è êîëè÷åñòâî êëàìïîâ íà ïëîñêîñòè çàâèñÿò îò ñ÷åòíîãî ïàðàìåòðà � âðåìåíí�îãî øàãà
èíòåãðèðîâàíèÿ. Íà ðèñ. 1â äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè T = 3000 ëåò èìååò ìåñòî òîëüêî ôîðìèðîâàíèå òîíêèõ
íèòåé ïëîòíîñòè è òåíäåíöèÿ ê ñæàòèþ âåùåñòâà â íèòÿõ â ñãóñò êè ïëîòíîñòè. Íà ýòîò ìîìåíò âðåìåíè íåò
ñôîðìèðîâàâøèõñÿ ñãóñòêîâ. Îíè ïîÿâëÿþòñÿ íà á�îëüøèõ âðå ìåíàõ � ðèñ. 1ã (ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè
ñ êëàìïîì, âðåìÿ T = 3516 ëåò). Ïðè ñîïîñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ äâóõ ðàñ÷åòîâ ñ ðàçíûì è øàãàìè èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè (ïðè äðóãèõ îäèíàêîâûõ ïàðàìåòðàõ çà äà÷è), ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 1á è 1ã, âèäíî,
÷òî íà óðîâíå êà÷åñòâåííîãî ìîðôîëîãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ ðåçóëüòàòîâ èìååò ìåñòî îïðåäåëåííîå ïî-
äîáèå ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòè è äðóãèõ ôóíêöèé, íî äëÿ ðàçí ûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè. Èçìåíåíèå âõîäíîãî
ôèçè÷åñêîãî ïàðàìåòðà çàäà÷è, óâåëè÷åíèå ìàññû äèñêà äî 0. 4M Solar , ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ìíîãî-
÷èñëåííûõ êëàìïîâ. Ðàñ÷åòû ñ ìàññîé äèñêà 0.4 M Solar äëÿ ðàçëè÷íûõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3 äëÿ âðåìåí äîñòàòî÷íî ïîëíîãî ôîðìèð îâàíèÿ êëàìïîâ. Äëÿ îäíîãî ìîìåíòà âðå-
ìåíè â äâóõ ðàçíûõ ðàñ÷åòàõ ýòè êëàìïû ðàçëè÷àþòñÿ ñâîèì ìåñ òîïîëîæåíèåì è êîëè÷åñòâîì, âèäîì
îêðóæàþùèõ ðóêàâîâ. Â ðàñ÷åòàõ ñ ôîðìèðîâàíèåì êëàìïîâ î÷å âèäíî îòñóòñòâóåò ñáëèæåíèå ìåæäó
ñîáîé ïîëó÷åííûõ ðàçíîñòíûõ ðåøåíèé ïðè óìåíüøåíèè øàãà ïî âðåìåíè. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàñ÷å-
òàõ ñ ïîÿâëåíèåì êëàìïîâ äëÿ âûáðàííûõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíè ÿ íåëüçÿ ñäåëàòü êàêèõ-ëèáî âûâîäîâ î
ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ([12], ñòð. 137�138). Îäíàê î ïðè âñåõ ñâîèõ ðàçëè÷èÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ íà
ðèñ. 3 áëèçêè ìåæäó ñîáîé â öåëîì, íà óðîâíå êà÷åñòâåííîãî ïî äîáèÿ. Ýòî òðåáóåò ñâîåé èíòåðïðåòàöèè
ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé è âûÿñíåíèÿ èõ ñìûñëà. Äîïîëí èòåëüíûå ðåçóëüòàòû íàøèõ ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ äðóãèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ è èçìåíåíè åì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ìîæíî íàéòè â



370 âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðîãðàììèðîâàíèå. 2016. Ò. 17

ñòàòüå îäíîãî èç àâòîðîâ [27].
Çíà÷èòåëüíîå ðàñõîæäåíèå ìåæäó ñîáîé ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííû õ ðåøåíèé äëÿ íåñêîëüêèõ áëèçêèõ

çíà÷åíèé ôèçè÷åñêîãî ïàðàìåòðà åùå íå äîêàçûâàåò, ÷òî â ìàò åìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1) èëè (2) åñòü ôèçè-
÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä, êîòîðûé îïð åäåëÿåò íàëè÷èå ôèçè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãðàâèòàöèîííîé ôèçèêè äëÿ 6-ìåðíîãî ôàçî âîãî ïðîñòðàíñòâà, áûë ïðåäëîæåí ðàíåå
â [28] ÷åðåç ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàñõîäèìîñòè òðàåêòîðèé ÷àñòèö
ñ íà÷àëüíûìè èäåíòè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïðîöåññîðàõ ñ ðàçíûì è àïïàðàòíûìè ñïîñîáàìè îêðóãëåíèÿ
÷èñåë â ïîñëåäíèõ çíà÷àùèõ öèôðàõ. Ïðè ýòîì ìèíèìàëüíàÿ âåë è÷èíà äëÿ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà, ÷òî
òðåáóåòñÿ â îïðåäåëåíèè íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó (ñì. ðà çäåë 8.3), îïðåäåëåíà èçìåíåíèåì íà áèò â
ïîñëåäíåé çíà÷àùåé öèôðå â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë íà êîìïüþòå ðàõ. Îäíàêî äëÿ ýòîãî ìåòîäà íåîáõîäèìû
âåñüìà ñåðüåçíûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû. Êðîìå òîãî, âû÷è ñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ çàäà÷ (1)
è (2) ñòàâÿòñÿ äëÿ ðåàëüíûõ, à íå ìîäåëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâè é. Äëÿ òàêèõ óñëîâèé ïîëó÷åíèå äàæå
äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñåðüåçíóþ àíàëèòè÷ åñêóþ çàäà÷ó. Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå âû-
øå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ïî ñïèðàëüíûì âîëíàì, íåóñòî é÷èâîñòÿì Äæèíñà è Òîîìðå ïîëó÷åíî äëÿ
ñèëüíî óïðîùåííûõ óñëîâèé. Äëÿ ðåøàåìîé íàìè çàäà÷è (2) ñ çà äàííûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè îíî íîñèò ëèøü îðèåíòèðîâî÷íûé õàðàêòåð è ïîçâîë ÿåò ïîíÿòü, êàêèìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è
îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå.

Íå òîëüêî ìû â ñâîèõ ðàñ÷åòàõ ñî ñãëàæåííûìè ìåëêîìàñøòàáíû ìè ôëóêòóàöèÿìè ãðàâèòàöèîí-
íîé ñèëû äëÿ îòäåëüíîé SPH-÷àñòèöû íà ðàçìåðå äåêàðòîâîé ñå òêè, íî è äðóãèå àâòîðû â ñâîèõ êîäàõ
�÷àñòèöà�÷àñòèöà� îáíàðóæèâàþò ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ðåøåí èé [17]. Ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ ìíîãèå àâòîðû ïðèíèìàþò, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì ä èàïàçîíå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â äèñêå
ðàçâèâàþòñÿ ôèçè÷åñêèå íåóñòîé÷èâîñòè. Òåì ñàìûì, ÿâíî èë è íåÿâíî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à (1)
íåêîððåêòíà â ÷àñòè îòñóòñòâèÿ íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðå øåíèÿ îò âõîäíûõ äàííûõ (ñì. ðàçäåë 8.2).
Ïðàêòèêà òàêîâà, ÷òî â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò ýòè ãðàâèòà öèîííûå íåóñòîé÷èâîñòè â äèñêå èçó÷àþòñÿ
ñ ïðèìåíåíèåì SPH-ìåòîäà, äî íåêîòîðîé ñòåïåíè ñòàâøèì ñòà íäàðòîì â âû÷èñëèòåëüíîé àñòðîôèçèêå
(ñì., íàïðèìåð, îáçîð ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â àñòðîôèçèêå â [29 ]). Ñëåäóåò ëè òîãäà ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
÷èñëåííàÿ SPH-ìîäåëü, ñîçäàííàÿ äëÿ èñõîäíîé íåêîððåêòíî é çàäà÷è, óñòîé÷èâà êàê ÷èñëåííûé ìåòîä
ê ìàëûì èçìåíåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ è ñ÷åòíûõ ïàðàìåòðîâ? À ñ ëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû ëè óñëîâèÿ
êîððåêòíîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïî åãî îïðåäåëåíèþ (ñì. ðàç äåë 8.4)? ×òî ôàêòè÷åñêè áûëî ñäåëàíî
â ÷èñëåííîé ìîäåëè ñ ïðèìåíåíèåì SPH-ìåòîäà, ÷òî ïðèâåëî ê ð åãóëÿðèçàöèè çàäà÷è è âîçìîæíîñòè
ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé? Îòâåò íà ýòè âîïðîñû äîëæåí áû òü óâÿçàí ñ ïðèñóòñòâèåì â ðåøåíèÿõ
âîçìóùåíèé, íàðàñòàþùèõ ïî âçðûâíîìó òèïó (ãðàâèòàöèîííû õ êîëëàïñîâ) è ïðèâîäÿùèõ ê îòíîñèòåëüíî
ñòàáèëüíûì ìíîæåñòâåííûì ñãóñòêàì ïëîòíîñòè ãàçà (êëàìïà ì).

6. Îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû,
äëÿ ÷åãî ðàññìîòðèì òðè ñèëüíî óïðîùåííûõ ñëó÷àÿ.

Ïðèìåð 1. Íåóñòîé÷èâîñòü. Äëÿ äâèæåíèÿ SPH-÷àñòèöû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, â êîòîðîì
ó÷èòûâàþòñÿ ñèëà òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñêîðîñòè, è ëèí åéíîå ñëàãàåìîå îò ãðàâèòàöèîííîé ñèëû,
ìîæíî íàïèñàòü

dy
dt

= v;
dv
dt

= v + ay; a = 2 :

Çíà÷åíèå êîíñòàíòû âûáðàíî èç ñîîáðàæåíèé ïðîñòîòû èíòåãð èðîâàíèÿ. Äàííàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðåïèñûâàåòñÿ äëÿ îäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

d2y
dt2 �

dy
dt

� ay = 0 ; a = 2 : (4)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðà âíåíèÿ (4):

t = 0 ; y(0) = 1 ; y0(0) = � 1: (5)

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4)�(5) èìååò âèä y(t) = exp ( � t), îíî ñóùåñòâóåò âî âñåé îáëàñòè t > 0 è
îãðàíè÷åíî 0 6 y(t) 6 1. Èçìåíèì íà÷àëüíîå óñëîâèå íà ìàëóþ âåëè÷èíó �

t = 0 ; y(0) = 1 + �; y 0(0) = � 1: (6)

Ïðè � 6= 0 àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (4)�(6) èìååò âèä

y(t) =
�

1 +
2
3

�
�

exp (� t) +
�
3

exp (2t) � exp (� t) +
�
3

exp (2t):
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Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (4)�(5) ðåøåíèå (4)�(6) èìåå ò äîïîëíèòåëüíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ñëàãà-
åìîå. Ýòî íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì ïðè � < 0 îíî óõîäèò â ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü, à ïðè � > 0 â
ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü. Ãðàôèêè ðåøåíèé çàäà÷ ñ íåâîçìóùåííûì è è âîçìóùåííûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðåøåíèå y = exp ( � t) íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó ê
ìàëûì èçìåíåíèÿì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, à òðàåêòîðèè ìåæäó ñî áîé ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñõîäÿòñÿ.

Ðèñ. 4. Ðåøåíèå çàäà÷è (4)�(6) ñ � = 0 :01 � êðèâàÿ 1; Ðèñ. 5. Ðåøåíèÿ çàäà÷è (8) ñ a = 0 :08 � êðèâàÿ 1;
ñ � = 0 :00 � êðèâàÿ 2; ñ � = � 0:01 � êðèâàÿ 3 a = 0 :04 � êðèâàÿ 2; a = 0 :0 � êðèâàÿ 3

Â ïðèâåäåííîé íèæå ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïîìåíÿåì âõîäíîé ïàðà ìåòð a èñõîäíîé ñèñòåìû (4) íà a + � :

d2y
dt2 �

dy
dt

� ay = 0 ; a = 2 + � (7)

ïðè íåâîçìóùåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (5).
Ðåøåíèå çàäà÷è (7) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (5) ñ òî÷íîñòüþ äî � áóäåò èìåòü âèä

y(t) � exp (� t) +
�
9

exp (2t):

Ðåøåíèå y(t) = exp ( � t) îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ âõîäíîãî ïàðàìåòðà a òîæå íåóñòîé÷èâî. Òðàåêòîðèè
ïðè èçìåíåíèè a íà a + � ýêñïîíåíöèàëüíî ðàçáåãàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ó çàäà÷è (4)� (5), ïîñòàâëåííîé â
îáëàñòè t > 0, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, íåóñòîé÷èâîå îòíîñèòå ëüíî èçìåíåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ.
Ýòî íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à.

Ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùèå ðåøåíèÿ â èñõîäíîé çàäà÷å äèí àìèêè îêîëîçâåçäíîãî äèñêà ïðîÿâ-
ëÿþòñÿ â îáëàñòÿõ, ãäå ó ãàçà áûñòðî âîçðàñòàþò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Ýòî çîíû ñòîëêíîâåíèÿ êëàìïîâ,
ïîÿâëåíèÿ óäàðíûõ âîëí, áûñòðîé âñïûøå÷íîé àêêðåöèè âåùåñ òâà íà çâåçäå è äðóãèå âûñîêîñêîðîñòíûå
ÿâëåíèÿ. Â íèõ ìîãóò âîçíèêàòü íàáëþäàåìûå â ðÿäå ðàñ÷åòîâ â ûáðîñû îäèíî÷íûõ âûñîêîñêîðîñòíûõ
SPH-÷àñòèö èç äèñêà è ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. ×òîáû ðàññ÷èòàòü ýòè ÿâëåíèÿ, íåîáõîäèìî ïðè óâåëè÷åíèè
ñêîðîñòè ãàçà ñèëüíî óìåíüøàòü øàã ïî âðåìåíè äëÿ âûïîëíåíè ÿ êðèòåðèÿ Êóðàíòà. Ôàêòè÷åñêè, ðîñò
ñêîðîñòè ãàçà ïî ýòîìó ïðèìåðó ïðèâîäèò ê îñòàíîâêå ðàñ÷åòà âñåé çàäà÷è.

Âîñïîëüçóåìñÿ äàëåå êàêîé-ëèáî ÷èñëåííîé ñõåìîé, àïïðîêñ èìèðóþùåé èñõîäíîå óðàâíåíèå (4), äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è Êîøè. Ê ïðèìåðó,

yn +1 � 2yn + yn � 1

� 2 �
yn +1 � yn � 1

2�
� ayn = 0 ; a = 2 :

Ïåðâîå äèôôåðåíöèàëüíîå ïðèáëèæåíèå (ÏÄÏ) ýòîé ñõåìû ìîæí î çàïèñàòü â âèäå

y00� y0 �
�
a + � f (�; y 000)

�
y = 0 :

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íàìè óæå ïîëó÷åíî. Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïðîèñõîäèò
èçìåíåíèå ïàðàìåòðà çàäà÷è a íà a + � f (�; y 000). Ýòî èçìåíåíèå çàâèñèò îò ÷èñëåííîé ñõåìû ïîñðåäñòâîì
ôóíêöèè f è îò ñ÷åòíîãî ïàðàìåòðà � . ×èñëåííîå ðåøåíèå ìû ïîëó÷àåì íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå 0 6 t 6 T.
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Äëÿ ýòîãî T ìû ìîæåì âûáðàòü òàêîå � f (�; y 000), ÷òîáû
�
�y1(t) � y2(t)

�
� < M� exp (2T). Òåì ñàìûì, óñëî-

âèå óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà âûïîëíåíî. Íàìè ïîñòðî åí óñòîé÷èâûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ
èñõîäíî íåêîððåêòíîé çàäà÷è, ïîä÷åðêíåì � íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà.

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ó íàñ íåò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èñõîä íîé ïîëíîé çàäà÷è ñ âõîäíûìè äàííûìè.
Ìû ïîëó÷àåì ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïðè âûáîðå íåêîòîðîã î � äëÿ çàäàííîãî èíòåðâàëà èíòåãðèðîâà-
íèÿ, íà êîòîðîì ïðîÿâëÿþòñÿ îáå ýêñïîíåíòû, ðåøåíèå ñíà÷àë à âîñïðîèçâåäåò çàâèñèìîñòü y(t) = exp ( � t),
à çàòåì â çàâèñèìîñòè îò çíàêà f (�; y 000) óéäåò â ïëþñ èëè ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü, èëè æå âîçíèêíóò íàðàñ -
òàþùèå îò ïëþñà ê ìèíóñó è îáðàòíî êîëåáàíèÿ. Óìåíüøåíèå øàã à � , ïåðåõîä íà áîëåå òî÷íûå ñõåìû ñ
èçìåíåíèåì f (�; y 000) áóäóò ñäâèãàòü íà÷àëî íàðàñòàíèÿ ðåøåíèÿ, íî ñàìî íàðàñòàí èå îñòàíåòñÿ ñ âûõî-
äîì çà ïðåäåëû ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà â êîìïüþòåðå. Òàêîå ïîâå äåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ èçìåíåíèåì
âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè â êîíå÷ íîì èòîãå áóäåò èíòåðïðåòèðîâàíî êàê
íàëè÷èå ôèçè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè â èñõîäíîé çàäà÷å.

Ïðèìåð 2. Êîëëàïñ. Âçÿâ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ ëàãðàíæåâîé ïðîèçâîäíîé d�=dt :

d�
dt

+ �
@v
@x

= 0 ;

ïðåäïîëàãàÿ ïîòîê �v � const è îñòàâëÿÿ ëèíåéíûå ñëàãàåìûå äëÿ ïðîèçâîäíîé ñêîðîñòè
@v
@x

:

�v
@v
@x

� �
@p
@x

� �
@�
@x

;
@v
@x

� C1 + C2�;

ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè â âèäå
d�
dt

= C1� + C2� 2. Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì

ê ñëåäóþùåé çàäà÷å Êîøè:
dy
dt

= y + ay2; y(0) = 1 ; t = 0 : (8)

Ó çàäà÷è (8) ïðè a = 0 î÷åâèäíîå ðåøåíèå y(t) = exp ( t) âî âñåé îáëàñòèt > 0. Äëÿ a > 0 åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è (8) (ðèñ. 5): y(t) =

�
(a + 1) exp ( � t) � a

� � 1
: Îíî îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü äëÿ ìîìåíòà

âðåìåíè T = ln
�

a + 1
a

�
: Ïðè t > T ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå íèÿ

îãðàíè÷åíà: 0 6 t < T (a).

Ïðè t ! T ó ðåøåíèÿ åñòü àñèìïòîòèêà y(t) �
a� 1

ln
�

a + 1
a

�
� t

: Ýòî òèïè÷íîå âçðûâíîå ðåøåíèå ñ

îñîáåííîñòüþ â çíàìåíàòåëå, õàðàêòåðíîé äëÿ çàäà÷ ñ êîëëàï ñîì. Ïî ðèñ. 5 õîðîøî âèäíî, ÷òî â îáëàñòè,
ãäå ðåøåíèå äëÿ îäíîãî a óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü, ðåøåíèå ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì a èìååò êîíå÷íîå çíà÷å-
íèå. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëî âèÿ. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñîáñòâåííîå
÷èñëî óðàâíåíèÿ â çàäà÷å (8) ðàâíî � = 1 + 2 a, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè íà-
ðàñòàåò ñ ýòèì ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû. Òðàåêòîðèè ðàñõîäÿ òñÿ ìåæäó ñîáîé áûñòðåå, ÷åì ïî ýêñïîíåíòå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è åäèíñòâåííîå ñóùåñòâóþ ùåå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê
èçìåíåíèþ âõîäíûõ äàííûõ. Ïîýòîìó äàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê íåêîððåêòíûì ïîñòàíîâêàì.

Ïðèìåíèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è (8) ÷èñëåííûé ìåòîä. Äëÿ ïðîñòîòû àíàëèçà èñïîëüçóåì ýëåìåíòàðíóþ
ñõåìó Ýéëåðà 1-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ íåå ÏÄÏ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá ðàçîì: y0 = y +

�
a + � f (�; y 00)

�
y2. Èç

íåãî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëåííûé ìåòîä èçìåíÿåò ïàðàìåòð a. Ýòî èçìåíåíèå çàâèñèò îò øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ
� . Äëÿ äðóãèõ ÷èñëåííûõ ñõåì â ÏÄÏ áóäåò ìåíÿòüñÿ ôóíêöèÿ f (� ) è åå çàâèñèìîñòü îò ïðîèçâîäíûõ.
Ìåíÿÿ � , îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äî åãî óõîäà íà áåñêîíå÷íîñ òü ìîæíî ðàñøèðèòü èëè ñóçèòü.
Ðåøàÿ äàííóþ çàäà÷ó ÷èñëåííî ñ ëþáîé ñõåìîé, àïïðîêñèìèðóþ ùåé çàäà÷ó, è ïðè ëþáîì øàãå ïî âðåìå-
íè, ìû ïðèõîäèì ê âçðûâíîìó ðîñòó ðåøåíèÿ. Ýòîò ðîñò îãðàíè÷ èâàåòñÿ ìàêñèìóìîì â êîìïüþòåðíîì
ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íè îäèí ÷èñëåíí ûé ìåòîä íå áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâîì
óñòîé÷èâîñòè (ñì. ðàçäåë 8.4), è íóæíî êîððåêòèðîâàòü èñõî äíóþ çàäà÷ó.

Â.Ñ. Âëàäèìèðîâ ([30], ñòð.80) óêàçûâàåò, ÷òî ìîæíî ñäåëàò ü, ÷òîáû èñõîäíàÿ çàäà÷à ñòàëà êîððåêò-
íîé. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâà òü ðåøåíèÿ â êëàññå ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ
ôèêñèðîâàííîé ïîñòîÿííîé. Â íàøåì ïðèìåðå, åñëè â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå îãðàíè÷èòü ôóíêöèè âî âñåé
îáëàñòè

y0 = y + ay2; y(0) = 1 ; t = 0; a > 0; t > 0; y 6 M; M > 1; (9)

òî çàäà÷à áóäåò êîððåêòíîé â ýòîé îáëàñòè t > 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è
óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíî âûïîëíÿåòñÿ, à îáëàñòü ñó ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ðàñøèðÿåòñÿ äî ëþáîãî
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çíà÷åíèÿ T > 0. Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåíèå íà êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
èëè óíèâåðñàëüíûì ñïîñîáîì ðåãóëÿðèçèðîâàòü íåêîððåêòíó þ çàäà÷ó. Äàëüíåéøèå ñâåäåíèÿ ïî ìåòîäàì
ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [31�3 3].

Ïðèìåíèòåëüíî äëÿ çàäà÷ ãðàâèòàöèîííîé äèíàìèêè ñ ðàçâèòè åì êîëëàïñîâ èäåÿ Âëàäèìèðîâà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïëîäîòâîðíîé. Ïî ñóòè èìåííî îíà ðåàëèçó åòñÿ â SPH-ìåòîäå. Â îáëàñòè êîëëàïñà ïî
ýòîìó ìåòîäó íàõîäèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòèö ñ êîíå÷íîé ìàñ ñîé. Ïðè çàäàííîì ìèíèìàëüíîì ðàçìå-
ðå ÿäðà SPH-÷àñòèöû äàæå ïðè ðàçâèòèè ÷èñëåííîãî ýôôåêòà îá úåäèíåíèÿ ÷àñòèö (êëàìïèíãîâàÿ èëè
ïàðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü [34]) ïëîòíîñòü ãàçà îñòàíåòñÿ îãðà íè÷åííîé âåëè÷èíîé. Åùå îäèí èñòî÷íèê îãðà-
íè÷åíèÿ ïëîòíîñòè ãàçà ñâÿçàí ñ êîíå÷íûì ðàçìåðîì ÿ÷åéêè â ñ åòî÷íîì ìåòîäå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà â íàøåì ÷èñëåííîì àëãîðèòìå. Òåì ñàìûì, ãðàâèòàöèîííû é ïîòåíöèàë â îáëàñòè êîëëàïñà òîæå
îãðàíè÷åí ñíèçó è âñåãäà ïðèõîäèò ê ñâîåìó íàñûùåíèþ. Àíàëî ãè÷íîå îãðàíè÷åíèå ïîòåíöèàëà ïðîèñ-
õîäèò è â äðóãèõ ëàãðàíæåâûõ è ýéëåðîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ [ 29], âêëþ÷àÿ ìåòîäû ñ àäàïòèâíûìè
ñåòêàìè ñ ôèêñèðîâàííîé íèæíåé ãðàíèöåé äëÿ ðàçìåðà ñåòî÷í îé ÿ÷åéêè. Èç îãðàíè÷åííîñòè ïîòåíöèà-
ëà ñëåäóåò êîíå÷íîñòü çíà÷åíèé ñêîðîñòè ïðè èçìåëü÷åíèè ëà ãðàíæåâîé ñåòêè, ò.å. ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà
SPH-÷àñòèö. Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ðàç-
âèòèåì êîëëàïñîâ íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü ìàññó ãàçà, óøåäøó þ â êëàìïû. Ýòà âåëè÷èíà áóäåò áîëåå âñåãî
îòâå÷àòü ôèçèêå ïðîöåññà è ìåíåå âñåãî çàâèñåòü îò äåòàëåé ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
ñ àíàëèçîì ýòèõ çàâèñèìîñòåé ïðèâîäÿòñÿ â ñòàòüå îäíîãî èç à âòîðîâ [27].

Ïðèìåð 3. Ñòîõàñòè÷íîñòü è íåëèíåéíîñòü. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ òîíêîãî
äèñêà (2) ðåøàåòñÿ â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ SPH-ìåòîäîì ñ ä èñêðåòèçàöèåé íà êîëè÷åñòâî N ñåòî÷-
íûõ ëàãðàíæåâûõ óçëîâ (÷àñòèö), òî äëÿ íèõ ìîæíî çàïèñàòü óð àâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷åðåç ãàìèëüòîíèàí
ñèñòåìû [13]:

dt =
dq1

@H=@p1
= : : : =

dqi

@H=@pi
= : : : =

dqN

@H=@pN
:

Çäåñüqi è pi � îáîáùåííàÿ êîîðäèíàòà è èìïóëüñ i -é ÷àñòèöû, H � ãàìèëüòîíèàí. ×èñëî ÷àñòèö N îïðå-
äåëÿåò ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû è ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì çàäà÷è . Êàæäàÿ SPH-÷àñòèöà íåñåò îïðåäåëåííóþ
ìàññó m è èìïóëüñû pr = m _r , p� = mr 2 _� . Â ñëó÷àå, êîãäà ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ïðåîáëàäàåò íàä ñèëàì è

äàâëåíèÿ (õîëîäíûé ãàç), äëÿ îäíîé ÷àñòèöû H =
1

2m

�
p2

r +
p2

�

r 2

�
+ mV (r ). Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå â [14]

ïðîâîäèòñÿ äëÿ âðàùàþùåãîñÿ ìóëüòèïîëÿ V (r ) = �
g

jr � r 0 j
, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ êëàìïà

ïî îðáèòå r 0(t).
Äèíàìèêà îòäåëüíûõ SPH-÷àñòèö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷ åñêóþ çàäà÷ó äâèæåíèÿ òåëà â âîçìó-

ùåííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïëàíåòû è çâåçäû. Â íàøåì ñëó÷àå ê öåíòðàëüíîìó ïîëþ çâåçäû äîáàâëÿåòñÿ
ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îò äðóãèõ ÷àñòèö äèñêà è ñèëà òðåíèÿ (âÿ çêîñòü) îò äðóãèõ ÷àñòèö. Ïîýòîìó çàäà÷à
ñâîèì ïîòåíöèàëîì îòëè÷àåòñÿ îò êåïëåðîâà 1=r. Äëÿ ìàëîìàññèâíûõ äèñêîâ ïîëå îò äðóãèõ ÷àñòèö äëÿ

îòäåëüíîé SPH-÷àñòèöû ìîæíî ïðèíÿòü âîçìóùàþùèì ñ ïàðàìåò ðîì âîçìóùåíèÿ e =
M disc

M star
. Â ýòîì ñëó-

÷àå òðàåêòîðèè ÷àñòèö äàæå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàí ñòâà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ýëëèïòè÷åñêèõ.
Îíè íå çàìêíóòû, à â îêðåñòíîñòÿõ ñåïàðàòðèññ îðáèòû ñòàíîâ ÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè [13]. Îòñûëàÿ ÷èòà-
òåëÿ ê ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ íåîáõîäèìûõ äåòàëåé ê ìîíîãðàô èè [14], ïðèâåäåì îñíîâíîé âûâîä. Äàæå
ïðè çíà÷åíèÿõ e = 10 � 5 â ñèñòåìå âîçíèêàåò ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êîòîðîé
ïðè óâåëè÷åíèè ýòîãî ïàðàìåòðà íà÷èíàåò çàïîëíÿòü âåñü ôàç îâûé îáúåì [13]. Ïðè íàøèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà e � 0:001ïî ìàññå êëàìïà â äèñêå èëè e = 5 =16 è 0:5 ïî ìàññå äèñêà çàâåäîìî âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ äëÿ ðàçâèòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìèêè. Òàêàÿ äèíàìèêà ñ àìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçà â äèñêå ìîæåò
ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ ñèëüíûõ àçèìóòàëüíûõ âîçìóùåíèé (âû ñîêîýëëèïòè÷åñêèì îðáèòàì) ñ âûïàäå-
íèåì âåùåñòâà íà ïðîòîçâåçäó è/èëè ê óõîäó ãàçà íà ãðàíèöû ðà ñ÷åòíîé îáëàñòè (çà îáëàñòü çâåçäû ñ åå
îêîëîçâåçäíûì äèñêîì). Ýòî è íàáëþäàåòñÿ â íàøèõ ðàñ÷åòàõ, ÷òî õîðîøî âèäíî ïî ïðèâåäåííûì ðàñïðå-
äåëåíèÿì ïëîòíîñòè â äèñêå. Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå ðå àëèçóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ íåðåãóëÿðíàÿ
äèíàìèêà ñ ðàñõîæäåíèåì òðàåêòîðèé. Äàëüíåéøåå óãëóáëåíè å â ýòó îáëàñòü ñ âû÷èñëåíèåì ïîêàçàòåëåé
Ëÿïóíîâà � äâèæåíèÿ ÷àñòèö ([13], ñòð. 312) êàê ïðàêòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ñòîõàñòè÷íîñòè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðåäìåò îòäåëüíûõ ïóáëèêàöèé. Çäåñü òîëüêî îòìåòèì, ÷òî ïî ýòîìó êðèòåðèþ äëÿ ðåãóëÿðíîãî
(äåòåðìèíèðîâàííîãî) äâèæåíèÿ ÷àñòèö � = 0 , íà ñòîõàñòè÷åñêîé êîìïîíåíòå � > 0.

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äèíàìèêè äèñêà ìàññû 0:25M Solar äëÿ òðåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè
íà áîëåå ïîäðîáíîé ñåòêå ñ óâåëè÷åííûì ÷èñëîì SPH-÷àñòèö îò íîñèòåëüíî ðàñ÷åòîâ ðèñ. 1. Õîðîøî âèäíî,
÷òî íà ìîìåíò âðåìåíè T =2400 ñôîðìèðîâàëèñü m = 3 ÷åòêèõ è óçêèõ ñïèðàëüíûõ ðóêàâà, â êîòîðûõ
íà÷àëè ïðîÿâëÿòüñÿ ýôôåêòû íåëèíåéíîñòè âîëí è íåóñòîé÷èâ îñòè âîçìóùåíèé ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè
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Ðèñ. 6. Ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè â ìàññèâíîì äèñêå ñ M disc = 0 :25 ñ 640 000 SPH-÷àñòèö íà ñåòêå äëÿ
ïîòåíöèàëà 20482 , áîëåå ïîäðîáíîé îòíîñèòåëüíî ðàñ÷åòîâ ðèñ. 1. Ëîãàðèôì ïî âåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ãàçà

äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè 2400 ëåò, 3000 ëåò è 3390 ëåò

âîëíîâûõ âåêòîðîâ k ïî äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ (3). Òàê, ñïèðàëè íà÷àëè ðàñ ïàäàòüñÿ ñ ãåíåðàöèåé
m = 4 íîâûõ ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ ê ìîìåíòó âðåìåíè T = 3000. Ñðåäè ÷àñòèö ïîÿâèëèñü òå, êîòîðûå óøëè
ñ êðóãîâûõ òðàåêòîðèé íà áîëåå ñëîæíûå è/èëè ñòîõàñòè÷åñêè å â ðåçóëüòàòå íåóñòîé÷èâîñòè â õîëîäíîé
îêðàèíå äèñêà ñ ôîðìèðîâàíèåì ôðàãìåíòîâ, ÷òî îáñóæäàëîñü â ïðèìåðå 3. Òàêàÿ äèíàìèêà ïðîÿâëÿåòñÿ
â âèäå íèò÷àòîé è ñåòî÷íîé ñòðóêòóðû íà ìîìåíò T =3000 íà îêðàèíàõ äèñêà. Ïîÿâëÿåòñÿ ðÿä ÷àñòèö, óõî-
äÿùèõ èç îáëàñòè ñ âîçðàñòàíèåì êîîðäèíàòû, êàê áûëî îïèñàí î â ïðèìåðå 1. Íà òîò æå ìîìåíò T=3000
â òîíêîì ðóêàâå ñôîðìèðîâàëñÿ ïåðâûé ãðàâèòàöèîííî ñâÿçàí íûé ñãóñòîê ãàçà (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðà-
òóðå � êëàìï). À ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ ê ìîìåíòó T = 3390 â äèñêå ôîðìèðóþòñÿ ñåìü îòìå÷åííûõ
íà ðèñóíêå êëàìïîâ. Ñæàòèå âåùåñòâà â ýòèõ êëàìïàõ îãðàíè÷å íî ðàçìåðîì ÿ÷åéêè äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåí-
öèàëà. Ýòî îãðàíè÷åíèå îáñóæäàëîñü â ïðèìåðå 2. Âèõðåâàÿ ñò ðóêòóðà êëàìïîâ ðàññìàòðèâàëàñü íàìè
ðàíåå â ðàáîòå [15]. Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà äèíàìèêè ãàçà â êëà ìïå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Òàêèå ðåøåíèÿ
áûëè íàéäåíû â òðåõìåðíîì ñëó÷àå Áîãîÿâëåíñêèì [21]. Ñóùåñ òâîâàíèå è äèíàìèêà êëàìïîâ îêàçûâà-
åò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äèíàìèêó îñòàëüíîãî ãàçà â äèñêå , â òîì ÷èñëå è íà ôîðìèðîâàíèå äðóãèõ
êëàìïîâ [5]. Óìåíüøåíèå øàãà ïî âðåìåíè íå ìåíÿåò îáùóþ êàðò èíó âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Îíî
ñäâèãàåò â îïðåäåëåííûõ ïðåäåëàõ, êàê â ïðèìåðå 2, íà÷àëî ðà çâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé. Èç íèõ, â ïåðâóþ
î÷åðåäü, ýòî ëåãêî îïðåäåëÿåìàÿ íåóñòîé÷èâîñòü Äæèíñà ôîð ìèðîâàíèÿ êëàìïîâ â ñïèðàëüíûõ ðóêàâàõ,
åñëè äëÿ ýòîãî â äèñêå ñêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èñõîäíîé ìîäåëè (1) è (2) ñ âîçìîæíûìè ôèç è÷åñêèìè íåóñòîé÷èâîñòÿìè íàìè
ñîçäàíà óñòîé÷èâàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ãðàâèòèðóþù åãî ãàçà íà îñíîâå ëàãðàíæåâà SPH-ìåòîäà
çà ñ÷åò åãî êîìáèíèðîâàíèÿ ñ ñåòî÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïó àññîíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàëüíîäåéñòâóþ-
ùèõ ãðàâèòàöèîííûõ ñèë. Ýòà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü èìååò ñëåäóþù èå âàæíûå ñâîéñòâà (íå âñå èç êîòîðûõ
ïîäðîáíî îïèñàíû â ýòîé ñòàòüå), à òàêæå äîáàâëåíèÿ ê èñõîäí îé ïîñòàíîâêå.

1. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñâåðõó îãðàíè÷åíà ââåäåíèåì êîíå÷íîã î ðàäèóñà ÿäðà SPH-÷àñòèöû è ðàçìåðà
ÿ÷åéêè ó ñåòêè äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà.

2. Êàê ñëåäñòâèå, ìîäóëü çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè îãðàíè÷åí â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.
3. Â ìîäåëè âûïîëíÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ÷ò î ñëóæèò îäíèì èç êðèòåðèåâ ïðà-

âèëüíîñòè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà, êîãäà ðåøåíèÿ âûõîäÿò íà ñ âîè íåëèíåéíûå ñòàäèè.
4. Âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñîõðàíåíèÿ èì-

ïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ èçîëèðîâàííîãî äèñêà.
5. Àíàëèç ðåøåíèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ ïîêàçûâàåò âîçìîæ-

íîñòü ðàçâèòèÿ ôèçè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè.
6. Â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé è êîððåêòíîñ òè èñõîäíîé çàäà÷è àëãîðèòì óñòîé÷èâ,

è èìååò ìåñòî âîñïðîèçâîäèìîñòü èìåþùèõñÿ àíàëèòè÷åñêèõ ð åøåíèé.
7. Â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ôèçè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ðàñ÷ åòû ñ èçìåíåíèåì ôèçè÷åñêèõ âõîäíûõ

äàííûõ è ïàðàìåòðîâ ÷èñëåííîãî ìåòîäà êà÷åñòâåííî îòâå÷àþ ò ïðåäñòàâëåíèÿì î ïîâåäåíèè ðåçóëüòàòîâ
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â çàâèñèìîñòè îò èõ èçìåíåíè ÿ (ïðèìåðû 1�3).

8. Èçìåíåíèå ÷èñëåííîé ñõåìû (ñìåíà ÿäðà SPH-÷àñòèöû, èçìå íåíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-
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ñîíà) íå ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî íîâûì ðåçóëüòàòàì âû÷èñëèò åëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â îáëàñòÿõ âõîäíûõ
äàííûõ, ïðè êîòîðûõ ðàçâèâàþòñÿ ôèçè÷åñêèå íåóñòîé÷èâîñò è.

9. Èíòåãðàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ, ìåíåå âñåãî ÷óâ ñòâèòåëüíûå ê ÷èñëåííîìó àëãîðèòìó
è îòâå÷àþùèå èçó÷àåìîé ôèçèêå ïðîöåññà, äîëæíû áûòü âûÿâëå íû â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ âûÿñíåíèÿ
ñìûñëà ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñ ìíîæåñòâåííûì ðà çâèòèåì ëîêàëüíûõ ãðàâèòàöèîííûõ
êîëëàïñîâ.

7. Çàêëþ÷åíèå. Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ôèçè÷å ñêèõ è, â ÷àñòíî-
ñòè, ãðàâèòàöèîííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ÷èñëåííîãî ìåòîäà, óñòîé÷èâîãî ê ìàëûì
èçìåíåíèÿì âõîäíûõ äàííûõ, à òàêæå â âûÿñíåíèè ñìûñëà ïîëó÷ àåìûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Íàìè
èçó÷åíà êîððåêòíîñòü ÷èñëåííûõ ìîäåëåé íà îñíîâå SPH-ìåòî äà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ãðàâèòàöèîí-
íîé ôèçèêè ñ ðàçâèòèåì ãðàâèòàöèîííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé, â ò îì ÷èñëå ñ ôîðìèðîâàíèåì ìíîæåñòâåííûõ
ãðàâèòàöèîííûõ êîëëàïñîâ â ïëîñêîñòè îêîëîçâåçäíîãî äèñê à. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçðàáîòêà äëÿ ýòèõ çà-
äà÷ ÷èñëåííîãî ìåòîäà, óñòîé÷èâîãî ê ìàëûì èçìåíåíèÿì âõîä íûõ äàííûõ, îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì
îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ, åñëè ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷ è ñóùåñòâóåò. Ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ èñ-
õîäíîé çàäà÷è, êàê â ñëó÷àå ìíîæåñòâåííûõ êîëëàïñîâ, óñòîé ÷èâûé ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ óñòîé÷èâûõ è
íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷ ñòðîèòñÿ íà êëàññå ôóíêöèé, îãðàíè÷åíí ûõ ôèêñèðîâàííîé ïîñòîÿííîé è âûáèðàåìîé
èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Íà ýòîì êëàññå ôóíêöèé èñõîäíàÿ çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ òîæå êîððåêòíîé. Äëÿ
âûÿñíåíèÿ ñìûñëà ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåííûõ ÷èñëåííûõ ðåøåí èé ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíûå
ôóíêöèè, ñëàáî ÷óâñòâèòåëüíûå ê äåòàëÿì ÷èñëåííîãî àëãîðè òìà.

8. Ïðèëîæåíèå.
8.1. Êîððåêòíîñòü [35, ñòð. 112]. Çàäà÷à êîððåêòíà, åñëè îíà ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ

(èëè ãðàíè÷íûõ) äàííûõ, ïðèíàäëåæàùèõ ê íåêîòîðîìó êëàññó , èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è ýòî ðåøå-
íèå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Çàäà÷à íåêîððåêòíà, åñëè îíà ðàçðåøèìà íå ïðè ëþáûõ íà÷àëüí ûõ (èëè ãðàíè÷íûõ) äàííûõ, ëèáî
åñëè îíà èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ëèáî åñëè íåëüçÿ âûá ðàòü òàêèå íîðìû äëÿ ðåøåíèé è òàêèå
íîðìû äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, ÷òîáû â ýòèõ íîðìàõ èìåëà ìåñòî í åïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò
óñëîâèé çàäà÷è.

8.2. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè [36]. Ôóíêöèÿ f (x), îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = a, íåïðåðûâíà ïðè x = a (â òî÷êå a), åñëè äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà � > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî � > 0, ÷òî ïðè jx � aj < � âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

�
� f (x) � f (a)

�
� < � . Ôóíêöèÿ

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, íåïðåðûâíàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé, ìîæåò íå áûòü íåïðåðûâíîé â òî÷êå ñî
çíà÷åíèÿìè ýòèõ ïåðåìåííûõ.

8.3. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó [36]. Ðåøåíèå yi = yi (t) ( i = 1 ; 2; : : : ; n) ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà
dyi

dt
= f i (t; y1; y2; : : : ; yn ) ( i = 1 ; 2; : : : ; n); ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

yi (t0) = yi 0 íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî � > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå � = � (� ) >
0, ÷òî èç ñèñòåìû íåðàâåíñòâ jx i 0 � yi 0 j < � áóäóò ñëåäîâàòü íåðàâåíñòâà

�
�x i (t) � yi (t)

�
� < � äëÿ âñåõ

t > t0, ãäå x i (t) � ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x i (t0) = x i 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ðåøåíèå yi (t) íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ïî ïàðàìåòð ó a ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ åå ðàñøèðåíèåì
dyn +1

dt
= 0 , yn +1 (t0) = a:

8.4. Êîððåêòíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà [12, ñòð. 138]. Ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåíà êîððåêòíî,
åñëè ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ øàãàõ ñåòêè âûïîëíåíî ñëåäó þùåå.

1) ×èñëåííîå ðåøåíèå y èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíí î ïðè âñåõ
âõîäíûõ äàííûõ èç íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà.

2) Ðåøåíèå y íåïðåðûâíî çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ. Ýòà çàâèñèìîñòü ðàâí îìåðíà îòíîñèòåëüíî
âåëè÷èíû øàãîâ ñåòêè h, � . Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M 1 > 0; íå çàâèñÿ-
ùàÿ îò h, � (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ñåòî÷íûõ øàãàõ h, � ) è îò âûáîðà âõîäíûõ äàííûõ, ÷òî ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî


 y1(t) � y(t)


 6 M 1kv1 � vk: Çäåñüy1(t) è y(t) � ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è ñ âõîäíûìè

äàííûìè v1 è v, k � k � íåêîòîðûå íîðìû â ïðîñòðàíñòâå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé. Ñâîéñòâ î ðàçíîñòíîé ñõåìû,
âûðàæåííîå ýòèì íåðàâåíñòâîì, íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòüþ ÷ èñëåííîãî ìåòîäà ïî âõîäíûì äàííûì.

Äðóãàÿ îöåíêà óñòîé÷èâîñòè èìååò âèä

 yj +1


 6 �


 yj


 , � = exp( C0� ), ãäåC0 > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå

çàâèñÿùàÿ îò øàãîâ ñåòêè, è j � íîìåð øàãà ïî âðåìåíè. Õîòÿ � > 1, ýòà îöåíêà îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà ñ êîíñòàíòîé M 1, îïðåäåëÿåìîé èç óñëîâèÿ � j 6 exp (C0 j� ) = exp ( C0T) = M 1, ãäå T �
êîíå÷íûé âðåìåííîé èíòåðâàë 0 < t j 6 T, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ • 16�07�00916 è ãðàíòîì Ïðåç èäåíòà ÐÔ ÌÊ�5915.2016.1. Ðàáî-
òà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ð Ô. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
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ðåñóðñîâ ÖÊÏ �Ñèáèðñêèé ñóïåðêîìïüþòåðíûé öåíòð� Èíñòèòó òà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ.
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Abstract: We study the correctness of numerical models based on the SPH-method for nonstationary
problems of gravitational gas dynamics with the development of gravitational instability, including with the
formation of multiple collapses of a gas in a circumstellar disk. The original di�erential initial boundary value
problems are ill-posed because of their instability with respect to variations of input data. It is shown that the
following regularization is performed in the SPH-based numerical method of solving such problems: (1) if the
solution to the original unstable problem exists on the entire time axis, then the condition of the method's
stability with respect to small variations of input data is s atis�ed due to a bounded range of the variables;
(2) if the solution of the original unstable problem exists only on a bounded time interval, as in the case of
multiple collapses, then a stable numerical method can be developed on a class of functions bounded by a �xed
constant chosen from physical considerations. On this class of bounded functions, the original problem becomes
well-posed. A combination of the SPH method with a grid-based method of calculating the gravitational forces
allows one to ensure the boundedness of numerical solutions. In order to clarify a meaning of the approximate
numerical solutions obtained by computer simulations, it is necessary to use the integral functions weakly
sensitive to the details of the numerical algorithm in use.

Keywords: well-posedness, numerical methods, gravitational gas dynamics, instability, stability with
respect to the input data, stochastics, Smoothed-ParticleHydrodynamics (SPH), circumstellar disc, gravitational
collapse, gas clump.
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