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АЛГОРИТМЫ 2D- И 3D-ИНТРОПРОДОЛЖЕНИЯ

Ю.В. Гласко1

Рассматривается задача интропродолжения поля с целью локализации источников его ано-
малий. Предложены математическая модель поля (сводящаяся к задаче Дирихле, в которой в
качестве границы области выступает дневная поверхность), а так же новые 2D- и 3D-алгоритмы
решения указанной задачи. Алгоритмы локализации особых точек продолженного в нижнюю
полуплоскость поля базируются на расчете конечно-разностных аппроксимаций полного норми-
рованного градиента В. М. Березкина (КПНГ). Разработаны два конечно-разностных варианта
интропродолжения, сокращающих (в сравнении с рядами Фурье) количество необходимой для
работы алгоритма априорной информации. Представлен модельный пример работы методики
в площадном (3D) варианте, позволяющий локализовать объекты по наблюденному гравита-
ционному полю.

Ключевые слова: интропродолжение, полный нормированный градиент В. М. Березкина, конечно-
разностный полный нормированный градиент, задача Дирихле, уравнение Лапласа, уравнение Пуассона,
математическая модель, обратная задача.

1. Введение. Применение методов и алгоритмов вычислительной математики в геофизике привело
к появлению новых эффективных и экономичных методик поисков месторождений, в том числе нефти
и газа. Методика поисков источников аномалий на дневной поверхности посредством расчета полного
нормированного градиента гравитационного либо магнитного поля предложена в трудах В. М. Березкина
и развита в работах Е. В. Булычева, В. Г. Филатова, М. Л. Овсепян и др. [2, 3, 6, 13]. Указанный подход
является одним из наиболее перспективных направлений распространенной именно в России интерпре-
тации данных геофизической аэроразведки посредством фильтрационных процедур. Методика интересна
не только своей экономичностью, но и незначительной (в сравнении с подходом “остаточных аномалий”)
априорной информацией. В рамках использования рядов Фурье для потенциальных полей метод полного
нормированного градиента (ПНГ) является вариантом полосового фильтра, настроенного в соответствии
с заданным количеством членов ряда. Суть же метода состоит в том, что полный нормированный гра-
диент В. М. Березкина достигает максимальных значений именно в особых точках потенциального поля,
продолжаемого с дневной поверхности в нижнее полупространство.

Отметим также, что применение методики для случая магнитного поля позволяет определять маг-
нитные вкрапления в близкой к дневной поверхности области, которые идентифицируют залежь углево-
дородов, поскольку являются элементами ее вторичного магнитоминералообразования.

Численная реализация нашего подхода основывается на методе А. А. Самарского: объект–математи-
ческая модель–конечно-разностная аппроксимация–вычислительный алгоритм–программа–вычислитель-
ный эксперимент–анализ результатов (построение системы изолиний фильтра). Нами рассматриваются
двумерный и трехмерный случаи. По сути, мы накладываем конечно-разностный фильтр ПНГ на про-
должаемое в нижнее сеточное полупространство потенциальное поле (гравитационное либо магнитное).

2. Модель поля от источника, соответствующая обратная задача и методы ее решения.

Потенциальное (в том числе гравитационное или магнитное) поле u(X, z) от источника f(X, z) в области
Q = {X1 6 X 6 X2, z > 0} для оси аппликат, направленной с поверхности вглубь Земли, описывается
уравнениями Лапласа и Пуассона [12, 13]. Здесь для 3D-случая примем обозначение X = {x, y}, а для
2D-случая примем обозначение X = x. Прямая задача для потенциального поля от источника имеет вид

∆u(X, z) =

{

−f(X, z) в источнике (X, z) ∈ P,

0 вне источника (X, z) ∈ Q/P,
u(X, z)

∣

∣

∂Q
= U0(X), X1 6 X 6 X2.

Здесь U0 — гравитационное либо магнитное поле на дневной поверхности Земли z = 0, измеренное по-
средством аэросъемки, и ∂Q = {X1 6 X 6 X2, z = 0}.

1 Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова, Научно-исследовательский вычис-
лительный центр, Ленинские горы, 119992, Москва; вед. математик, e-mail: glaskoyv@mail.ru

c© Научно-исследовательский вычислительный центр МГУ им. М. В. Ломоносова



292 вычислительные методы и программирование. 2016. Т. 17

Для гравитационного поля [12]: f(X, z) = Cnγρ(X, z), где ρ(X, z) — плотность (распределение тяго-
теющих масс).

Для магнитного поля: f(X, z) = Cnµ(X, z), µ(X, z) = div I(X, z), µ(X, z) — плотность, I(X, z) —
вектор намагниченности. В случае n = 2: C2 = 2π, при n = 3: C3 = 4π.

В общем случае имеется несколько наблюденных на поверхности источников поля, расположенных в

P =
S
⋃

s=1

P s и имеющих значения f(X, z) =
S
∑

s=1

fs(X, z).

Основываясь на приведенной выше первой краевой задаче, обратную задачу определения поля (след-
ствия) и источника (причины), его вызвавшего, запишем в форме

U0(X) →
{

f(X, z), u(X, z)
}

.

Эта задача (особенно для нескольких источников f(X, z) =

S
∑

s=1

fs(X, z)) недоопределена и требует апри-

орной информации.
Для ее решения следует использовать прямую задачу относительно уравнения Лапласа, обладающую

в общем случае свойством единственности:

∆u(X, z) = 0, (X, z) ∈ Q, (1)

u(X, z)
∣

∣

∂Q
= U0(X), X1 6 X 6 X2. (2)

Решение 2D-краевой задачи (1)–(2) на (0; l), дополненной условиями сопряжения u(0, 0) = 0 и u(l, 0) =
0 на границе ∂Q, отвечающей дневной поверхности z = 0, ищется в виде ряда Фурье [5, 11]:

u(x, z) =

∞
∑

n=1

Bn sin
πnx

l
eπz/l, где Bn =

2

l

l
∫

0

u(x, 0) sin
πnx

l
dx. (3)

От U0(x) требуется не более, чем кусочная непрерывность и кусочная дифференцируемость.
Решение задачи Дирихле (1)–(2) в полуплоскости дается интегралом Пуассона [5]

u(x, z) =
z

π

+∞
∫

−∞

U0(ξ, 0) dξ

(ξ − x)2 + z2
.

При аппроксимации области Q прямоугольником (параллелепипедом) с граничным условием, задан-
ным только на дневной поверхности, мы имеем граничную обратную задачу относительно (1)–(2) [8].

В то же время для обратной задачи встает вопрос — как определить источник поля. Возможны
два варианта решения проблемы. Во-первых, использование итерационного цикла с пересчетом поля от
простого к двойному слою и оставлением части масс (если мы имеем дело с гравитационным полем) на
том или ином уровне простого слоя [13]. Во-вторых, определение источника как особой точки полного
нормированного градиента В. М. Березкина GH(X, z). Для нескольких источников следует применять
ПНГ в цикле. Первый подход назовем концентрацией, а второй (в том числе для нескольких источников) —
интропродолжением.

2D-вариант ПНГ предложен В. М. Березкиным и В. Г. Филатовым, в частности в [5]. Позднее раз-
работана серия модификаций алгоритма на этом важнейшем для разведочной геофизики направлении
интерпретации геополей. Одну из новых модификаций мы и рассмотрим далее. Кроме того, мы предло-
жим 3D-модификацию метода ПНГ на основе 2D-модификации.

3. 2D-интропродолжение. Для 2D-случая непрерывный ПНГ относительно осей абсцисс и аппли-
кат имеет вид

GH(x, z) =

√

u2
x(x, z) + u2

z(x, z)

1

l

l
∫

0

√

(

u2
x(x, z) + u2

z(x, z)
)ν

dx

,

где [0; l] — область по оси абсцисс, на которой определен профиль поля u(x, z).
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На сетке {0, . . . ,M} × {0, . . . ,K} имеем

GH(xi, zk) =

√

u2
x(xi, zk) + u2

z(xi, zk)

1

M

M
∑

i=0

√

(

u2
x(xi, zk) + u2

z(xi, zk)
)ν

.

Аналогичные формулы имеют место для осей ординат и аппликат и сетки {0, . . . , N} × {0, . . . ,K}.
Мы предложим конечно-разностное интропродолжение поля с поверхности ∂Qh в область Qh. В

рассматриваемом случае ∂Q соответствует дневной поверхности z = 0. Если мы не задаем значений
поля u(x, z) на гранях x = 0 и x = l прямоугольника, аппроксимирующего рассматриваемую область
Q, то следует выбрать для расчетов на сетке треугольник либо трапецию. Отметим, что l можно брать
достаточно большим. В этом случае формулы алгоритма рассматриваются для i0 6 i 6 M − i0 на каждом
следующем уровне по z (k = 0, 1, . . . ,K − 1) и соответствующему ему i0 = k + 1.

Для потенциального поля в 2D-случае конечно-разностный полный нормированный градиент (алго-
ритм КПНГ) имеет вид

G(xi, zk) =
√

u2
x(xi, zk) + u2

z(xi, zk), GH(xi, zk) =
G(xi, zk)

Gcp(xi, zk)
, (4)

Gcp(xi, zk) =

M−i0
∑

m=i0

G(xm, zk)

M − 2i0
, i = i0, . . . ,M − i0,

u2
x(xi, zk) =

(

u(xi+1, zk)− u(xi, zk)
)2

∆x2
, u2

z(xi, zk) =

(

u(xi, zk+1)− u(xi, zk)
)2

∆z2
, ∆x = ∆z.

Для расчета u(xi, zk) можно использовать (3), при этом берется N0 членов ряда. Для расчета коэффици-
ентов Bn следует использовать сеточную аппроксимацию (5) [14]

Bn =
2

l

M
∑

i=0

u(xi, 0)∆x sin
πnxi

l
=

2

M

M
∑

i=0

u(i∆x, 0) sin
πni

M
. (5)

Граничное условие для 2D-алгоритма КПНГ на дневной поверхности имеет вид

u(xi, 0) = u(xi, z0) = U0(xi), i = 0, . . . ,M.

Перед основным циклом по k = 0, . . . ,K − 1 (глубины z = ∆z, . . . ,K∆z) мы решим задачу Дирихле
(1)–(2) в верхней полуплоскости посредством интеграла Пуассона с целью определения поля u(xi, z−1)
на высоте шага ∆z над дневной поверхностью z = 0. Такой инструмент позволяет усилить поле с целью
более эффективного интропродолжения. Соответствующее условие на сетке имеет вид

u(xi, z−1) =
∆z∆x

π

M
∑

m=0

u(xm, z0)

(xm − xi)2 +∆z2
.

Во внутренней области вместо рядов применим формулу

u(xi, zk+1) = 4u(xi, zk)− u(xi, zk−1)− u(xi+1, zk)− u(xi−1, zk), 0 6 k 6 K − 1. (6)

Эта формула получается из конечно-разностной аппроксимации уравнения (1) на пятиточечном шаблоне
типа “крест” при ∆x = ∆z (i = i0, . . . ,M − i0, i0 = k + 1).

Второй вариант 2D-алгоритма КПНГ предполагает отсутствие потока ux(x, z) через грани x = 0 и
x = l прямоугольника. Аппроксимируем указанные условия правосторонней и левосторонней разностями
(k = 0, 1, . . . ,K − 1):

u(x0, zk+1) = u(x1, zk+1), u(xM , zk+1) = u(xM−1, zk+1). (7)

Поле рассчитывается на основе (6) для индексов (1, . . . ,M − 1)× (0, . . . ,K − 1).
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Вместе с (4) на сетке (x0, . . . , xM )× (z0, . . . , zK) используем соотношения

Gcp(xi, zk) =
1

M

M
∑

i=0

G(xi, zk),

ux(xi, zk) =
u(xi+1, zk)− u(xi, zk)

∆x
, i = 0, . . . ,M − 1,

uz(xi, zk) =
u(xi, zk+1)− u(xi, zk)

∆z
, k = 0, . . . ,K − 1,

ux̄(xM , zk) = 0, uz̄(xi, zK) = 0, ∆x = ∆z.

Этот вариант не связывает число узлов сетки по осям абсцисс и аппликат.
4. 3D-интропродолжение. В настоящее время все большее значение приобретает площадная обра-

ботка потенциальных полей, а с ней и развитие 3D-вариантов ПНГ. Расширим ПНГ В.М. Березкина на
3D-пространство.

При обработке поля на площади S, измеренного с определенным шагом (расстоянием между точка-
ми опорной сети) посредством аэромагнитосъемки, можно рассмотреть несколько профилей и для них
рассчитать 2D ПНГ. Возможно рассчитать N1 экземпляров 2D ПНГ относительно осей абсцисс и аппли-
кат (для цикла j = 0, . . . , N ; N1 = N + 1) или же M1 экземпляров 2D ПНГ относительно осей ординат
и аппликат (для цикла i = 0, . . . ,M ; M1 = M + 1). Возможно иcпользовать M1 × N1 профилей: снача-
ла обработать N1 профилей, затем M1 профилей. Такой подход позволит в ряде случаев судить о 3D
расположении особых точек ПНГ.

Однако следует отметить, что 3D ПНГ, основанный на сумме нескольких соответствующих числу
профилей 2D ПНГ, дает удовлетворительную точность только при обработке профилей, пересекающих
центральные части вытянутых не менее чем 1:4 аномалий.

Пример. Рассмотрим шар радиуса R с центром, расположенным на оси OZ на глубине ζ = 2 км.
Масса шара равна m. В соответствии с [5] рассчитывается его гравитационное поле g(x, y) на дневной
поверхности z = 0:

u(x, y) = g(x, y) = Gm
ζ

(

(x− ξ)2 + (y − η)2 + ζ2
)3/2

, m =
4

3
πR3(ρ− ρ0), G = 6.67× 10−8 см3

г × с2
,

где G — постоянная тяготения, ρ — плотность шара, ρ0 — плотность вмещающих пород, (ξ, η, ζ) — коор-
динаты центра шара.

Сумма 2D ПНГ, рассчитанных для 25 профилей M1, пересекающих гравитационное поле от шара на
дневной поверхности z = 0 (профили относительно осей ординат и аппликат), превращает изометрическую
исходную аномалию в вытянутую примерно как 1:3 аномалию полного градиента, полученную при глубине
пересчета, равной 2 км.

Для обработки площадных данных потенциального поля u(x, z) на l1 × l2 полный градиент следует
нормировать для всех обрабатываемых профилей. На сетке для профиля y = constj = j ∗ hy, где hy =

∆y =
l2
N

(j = 0, . . . , N), 3D ПНГ имеет следующий вид:

Gj
H(x, z) =

Gj(x, z)

Gcp(x, z)
=

√

(

uj2
x (x, z) + uj2

z (x, z)
)ν

1

MN

N
∑

j=0

M
∑

i=0

√

(

uj2
x (x, z) + uj2

z (x, z)
)ν

.

Здесь uj2
x (x, z) = u2

x(x, constj , z) и uj2
z (x, z) = u2

z(x, constj , z)
Соответственно для серии профилей j = 0, . . . , N 3D ПНГ имеет вид

GH(x, z) =

N
∑

j=0

Gj
H(x, z) ≡

N
∑

j=0

GH(x, constj , z).
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На сетке для профиля x = const′i = i ∗ hx, где hx =
l1
M

(i = 0, . . . ,M), 3D ПНГ имеет следующий вид:

Gi
H(y, z) =

Gi(y, z)

Gcp(y, z)
=

√

(

ui2
y (y, z) + ui2

z (y, z)
)ν

1

MN

M
∑

i=0

N
∑

j=0

√

(

ui2
y (y, z) + ui2

z (y, z)
)ν

.

Здесь ui2
y (y, z) = u2

y(const
′

i, y, z) и ui2
z (y, z) = u2

z(const
′

i, y, z).
Для серии профилей i = 0, . . . ,M 3D ПНГ имеет вид

GH(y, z) =

M
∑

i=0

Gi
H(y, z) ≡

M
∑

i=0

GH(const′i, y, z).

Расчет поля можно проводить с использованием рядов Фурье вида (3), (5). Мы используем конечно-
разностные аппроксимации (6), (7) для (x, z) и с модификацией по числу шагов для (y, z).

Приведенные варианты площадных ПНГ позволяют выделять аномалии, простирание которых ортого-
нально к направлению профилей наблюдений или составляет с ними некоторый угол.

Если же указанные условия простирания аномалии не выполнены, то следует реализовать 3D ПНГ

по взаимно ортогональным направлениям. Так, на сетке для профиля y = constj = j ∗ hy, где hy =
l2
N

(j = 0, . . . , N) и профиля x = const′i = i ∗ hx, где hx =
l1
M

(i = 0, . . . ,M), 3D ПНГ имеет следующий вид:

Gji
H(x, y, z) = Gj

H(x, z) +Gi
H(y, z), где y = constj , x = const′i.

В общем случае сначала следует провести расчеты по серии профилей с площадной нормировкой в од-
ном направлении (профили, параллельные плоскости OXZ и задаваемые сеткой по оси OY ) и вычислить
сумму значений полного градиента, затем рассчитать ПНГ по серии профилей с площадной нормиров-
кой в перпендикулярном направлении (профили, параллельные плоскости OY Z и задаваемые сеткой по
оси OX) и вычислить соответствующую сумму значений полного градиента. Затем сложить полученные
нормированные градиенты:

GH(x, y, z) =

N
∑

j=0

Gj
H(x, z) +

M
∑

i=0

Gi
H(y, z), (8)

где y = constj , j = 0, . . . , N , x = const′i, i = 0, . . . ,M .
Введем обозначения: uj

x(x, z) ≡ ux(x, constj , z), uj
z(x, z) ≡ uz(x, constj , z), ui

y(y, z) ≡ uy(const
′

i, y, z),

ui
z(y, z) ≡ uz(const

′

i, y, z).
Для расчетов 3D ПНГ используем следующие конечно-разностные аппроксимации:

uj2
x (xi, zk) =

(

uj(xi+1, zk)− uj(xi, zk)
)2

∆x2
, uj2

z (xi, zk) =

(

uj(xi, zk+1)− uj(xi, zk)
)2

∆z2
, (9)

uj
x̄(xM , zk) = 0, uj

z̄(xi, zK) = 0, (10)

ui2
y (yj , zk) =

(

ui(yj+1, zk)− ui(yj , zk)
)2

∆y2
, ui2

z (yj , zk) =

(

ui(yj , zk+1)− ui(yj , zk)
)2

∆z2
, (11)

ui
ȳ(yN , zk) = 0, ui

z̄(yi, zK) = 0. (12)

Граничное условие для U j
0 (xi) ≡ U0(xi, constj), U

i
0(yj) ≡ U0(const

′

i, y
j) при i = 0, . . . ,M , j = 0, . . . , N :

uj(xi, 0) = uj(xi, z0) = U j
0 (xi), ui(yj , 0) = ui(yj , z0) = U i

0(yj). (13)

Перед основным циклом по k = 0, . . . ,K−1 с целью определения поля на высоте шага ∆z над дневной
поверхностью z = 0 используем следующие формулы:

u(xi, z−1) =
∆z∆x

π

M
∑

m=0

u(xm, z0)

(xm − xi)2 +∆z2
, u(yj , z−1) =

∆z∆y

π

N
∑

n=0

u(yn, z0)

(yn − yj)2 +∆z2
. (14)
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Конечно-разностные аппроксимации уравнения Лапласа (1) при ∆x = ∆z, ∆y = ∆z ( 0 6 k 6 K − 1)
имеют следующий вид:

uj(xi, zk+1) = 4uj(xi, zk)− uj(xi, zk−1)− uj(xi+1, zk)− uj(xi−1, zk), 1 6 i 6 M − 1, (15)

ui(yj , zk+1) = 4ui(yj , zk)− ui(yj , zk−1)− ui(yj+1, zk)− ui(yj−1, zk), 1 6 j 6 N − 1. (16)

Они дополняются условиями отсутствия потоков через грани соответствующих прямоугольников:

uj(x0, zk+1) = uj(x1, zk+1), uj(xM , zk+1) = uj(xM−1, zk+1), (17)

ui(y0, zk+1) = ui(y1, zk+1), ui(yN , zk+1) = ui(yN−1, zk+1). (18)

Алгоритм можно рассмотреть и для системы сеток вида треугольников либо трапеций.

Гравитационное поле над двумя уступами (а), поле полного градиента на глубине H = 4500 м (б)

5. Модельный пример. Применим 3D ПНГ (8)–(18) для обработки гравитационного поля. Рассмот-
рим два параллелепипеда, верхняя (по оси аппликат) грань каждого из которых расположена на глубине
4.5 км, высота каждого из них 0.5 км. Размеры по осям абсцисс и ординат 2 км×2 км и 2 км×1.6 км. Па-
раллелепипеды расположены на расстоянии 1 км по оси ординат. Заданы избыточные плотности 0.2 г/см3

и −0.2 г/см3, которые соответствуют границе фундамента — осадочному чехлу. Таким образом, объекты
представляют два выступа в фундаменте.

Гравитационное поле рассчитывалось для площади S = 6 км × 6 км при шаге hx = hy = 0.5 км. На
рисунке (а) представлено гравитационное поле от описанных объектов на площади S дневной поверхно-
сти z = 0. Эффект от образующих аномалию поля объектов проявляется в виде изгиба изолиний. Таким
образом, определить расположение аномальных объектов весьма затруднительно. На рисунке (б) пред-
ставлены значения 3D ПНГ при z = 4.5 км. По изолиниям полного нормированного градиента хорошо
определяется форма аномалиеобразующих тел.

Вершины параллелепипедов проявляются как локальные максимумы GH(x, y, 4.5 км), ребрам тоже
соответствуют повышенные значения полного нормированного градиента. Центру тяжести каждого объ-
екта отвечает относительный локальный минимум.

Приведенный модельный пример показывает высокую разрешающую способность разработанного
алгоритма — возможность разделения объектов, расположенных на значительной глубине, уверенное вы-
деление особых точек в 3D-пространстве на заданной глубине, а также возможность определения формы
объектов по взаимному расположению особых точек.
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6. Заключение. В настоящей статье рассмотрены два варианта алгоритмов 2D- и 3D-интропродол-
жения. Они реализуются посредством конечно-разностных аппроксимаций полного нормированного гра-
диента, уравнения Лапласа и соответствующих граничных условий. Для конечно-разностного ПНГ стро-
ится система изолиний для определения особых точек поля (гравитационного либо магнитного). На мо-
дельном примере для гравитационного поля продемонстрирована эффективность рассмотренного подхода
при локализации двух геологических объектов — выступов фундамента, расположенных на значительной
глубине.
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Abstract: The introcontinuation of a potential field for the localization of sources in the field’s anomalies
is discussed. A mathematical model of the field is proposed on the basis of the Dirichlet problem with a
condition on the day surface. New 2D and 3D algorithms are developed to determine the critical points for
the field continued into the lower half-plane. These algorithms are based on a finite-difference approximation
of Berezkin’s complete normalized gradient and on the determination of its critical points. Two versions of the
finite-difference introcontinuation reduce a priori information requiring for the algorithms. A model experiment
for the areal version (3D) procedure is considered to illustrate the determination of objects by the observed
gravity field.
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