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ИССЛЕДОВАНИЕ СВОЙСТВ РАЗНОСТНОЙ СХЕМЫ ДЛЯ РЕАЛИЗАЦИИ

ЭТАПА АДВЕКЦИИ МЕТОДА РЕШЕТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ БОЛЬЦМАНА

Г. В. Кривовичев1, Е.С. Марнопольская2

Исследуется конечно-разностная однопараметрическая схема для решения системы уравнений
переноса, возникающей при применении метода расщепления по физическим процессам к зада-
чам для системы кинетических уравнений. Исследование устойчивости проводится с помощью
метода Неймана, построена область устойчивости на плоскости “параметр схемы–число Куран-
та”. Показано, что за счет выбора параметра можно влиять на дисперсионные и диссипативные
свойства схемы. Реализован подход к выбору оптимального параметра, основанный на оптими-
зации дисперсионных и диссипативных поверхностей. Эффективность схемы при оптимальном
значении параметра показана при численном решении задач о течении в каверне и о волнах
сдвига в вязкой жидкости.

Ключевые слова: метод решеточных уравнений Больцмана, расщепление по физическим процес-
сам, уравнение переноса, устойчивость по начальным условиям, метод Неймана.

1. Введение. Метод решеточных уравнений Больцмана (lattice Boltzmann method, далее метод LBM)
является одним из наиболее эффективных современных методов решения задач вычислительной гидроди-
намики [1–5]. При применении метода LBM удается эффективно моделировать системы с фазовыми пере-
ходами [6–8] и течения в пористых средах с учетом сложной формы границ [9]. Метод является особенно
актуальным в связи с широкими возможностями для распараллеливания его алгоритма и реализации на
гибридных многопроцессорных системах [10–12].

Реализуемая в большинстве работ разностная схема (так называемое решеточное уравнение Больц-
мана) строится посредством интегрирования системы кинетических уравнений Больцмана–Бхатнагара–
Гросса–Крука (ББГК) вдоль своих характеристик с учетом последующего применения интегро-интерпо-
ляционного метода [13, 14]. Схема характеризуется единичным значением параметра Куранта, что задает
жесткую связь шагов по времени и пространственным переменным [15]. Для возможности независимого
варьирования шагов сеток, что необходимо для улучшения точности, устойчивости и возможности ис-
пользования неравномерных сеток, были предложены конечно-разностные решеточные схемы Больцмана
(finite-difference-based lattice Boltzmann schemes) [15–19].

В работах [18, 19] были предложены трехслойные конечно-разностные схемы со специальными аппрок-
симациями по времени и пространственным переменным. В настоящей статье исследуются возможности
применения схем такого типа к решению задач для системы линейных уравнений переноса, возникающей
на одном из этапов метода расщепления по физическим процессам. Рассмотрена разностная схема, зави-
сящая от скалярного параметра, за счет которого можно влиять на условия устойчивости, регулировать
дисперсионные и диссипативные свойства. Определено оптимальное значение параметра. В качестве ил-
люстрации приводятся результаты расчетов, полученные при применении метода расщепления к решению
двух известных тестовых задач.

2. Система кинетических уравнений. Рассматривается система дискретных по скоростям урав-
нений ББГК следующего вида:

∂fi
∂t

+ V i∇fi = −
1

λ

(
fi − f

(eq)
i

)
, (1)

где fi = fi(t, r), i = 1, n, — функции распределения частиц со скоростями V i, t — время, r — вектор

пространственных переменных, f
(eq)
i — приближенные равновесные функции распределения, λ — время

релаксации. Система вида (1) может быть получена при дискретизации кинетического уравнения ББГК
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в пространстве скоростей на сетке V i = V ei, где V = l/δt, l и δt — средние длина и время свободного
пробега частиц соответственно [20].

В настоящей работе будет рассматриваться только плоский случай и шаблон D2Q9 [1]: e1 = (0, 0),
e2 = (1, 0), e3 = (0, 1), e4 = (−1, 0), e5 = (0,−1), e6 = (1, 1), e7 = (−1, 1), e8 = (−1,−1), e9 = (1,−1).

Макроскопические характеристики среды — плотность ρ и скорость U — вычисляются через fi по
следующим формулам:

ρ(t, r) ≈

9∑

i=1

fi(t, r), ρ(t, r)U(t, r) ≈

9∑

i=1

V ifi(t, r). (2)

3. Метод расщепления по физическим процессам. Для численного решения задач для систе-
мы (1) может быть применен метод расщепления по физическим процессам, основанный на том, что при
выводе уравнения Больцмана (см., например, [21]) учитываются два процесса — взаимодействие частиц
(столкновение) и их свободный разлет в результате взаимодействия (адвекция). При численном решении
задачи на одном шаге по времени оба этих процесса предлагается рассматривать последовательно.

Применению и обоснованию метода расщепления для уравнения Больцмана посвящено большое чис-
ло работ (см., например, [22–27]). В [23] показано, что метод имеет только первый порядок точности по
времени. Несмотря на это, метод является весьма удобным, поскольку на каждом из его этапов рассмат-
ривается своя система уравнений, что позволяет использовать на каждом этапе свои разностные схемы и
таким образом влиять на свойства получаемых численных решений. В связи с этим метод расщепления
часто используется при реализации конечно-разностных решеточных схем Больцмана [28–32].

В настоящей статье рассматривается модификация метода расщепления с итерациями, физически
выражающаяся во множестве процессов последовательных взаимодействий. Для останова метода пред-
лагается использовать значение такой макроскопической характеристики, как плотность.

Итак, на малом по сравнению со средним временем свободного пробега δt промежутке (tj , tj+1) длины
∆t при известном решении fi(tj , r) задача численно решается в два этапа.

Этап 1. Адвекция (свободный разлет). Решается задача для системы линейных уравнений переноса

∂f̃i
∂t

+ V i∇f̃i = 0 (3)

при начальном условии f̃i(tj , r) = fi(tj , r). Заметим, что уравнения (3) не зависят друг от друга, а потому
задачи для них могут решаться параллельно.

Этап 2. Взаимодействия (столкновения). Решается последовательность задач вида

∂f̂
(k)
i

∂t
= −

1

λ

(
f̂

(k)
i − f

(eq)
i

(
f̂

(k)
))

, k = 1, 2, . . . , (4)

где f̂ =
(
f̂1, . . . , f̂9

)T
, с начальными условиями

f̂
(k)
i (tj , r) = f̂

(k−1)
i (tj+1, r), k = 1, 2, . . . (5)

при этом предполагается, что f̂
(0)
i (tj , r) = f̃i(tj+1, r).

Для улучшения устойчивости при численном решении задач (4) и (5) предлагается использовать
неявные методы, проводя при каждом k всего одну итерацию. При расчетах авторами применялся неявный
метод Эйлера.

Физически совокупность последовательно решаемых задач (4) и (5) выражает множественные по-
следовательные взаимодействия частиц на одном шаге сетки по времени. При этом при каждом k для
расчета равновесных функций распределения по формулам (2) вычисляются макровеличины. В качестве
критерия останова процесса множественных взаимодействий предлагается использовать неравенство

∥∥ρk+1 − ρk
∥∥ < Tol, (6)

где величина Tol задается исследователем. Возможно использование и критериев, отличных от (6).
4. Схема для линейного уравнения переноса. В настоящей статье рассмотрим одну разностную

схему, применяемую при решении задач для системы вида (3). Для исследования свойств разностной
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схемы достаточно ограничиться одномерным случаем. Рассмотрим одномерный шаблон D1Q2: Vi = V ei,
i = 1, 2, e1 = 1, e2 = −1. Аналогом системы (3) будет выступать система

∂fi
∂t

+ Vi
∂fi
∂x

= 0. (7)

Приведем (7) к безразмерному виду, введя новые переменные

t :=
t

δt
, x :=

x

l
, fi :=

fi
Φi

, (8)

где Φi — характерные значения функций распределения.
Подставляя (8) в (7), получим

∂fi
∂t

+ ei
∂fi
∂x

= 0.

В силу независимости уравнений этой системы друг от друга, при исследовании свойств разностных
схем достаточно будет рассматривать только одно уравнение: полагая u = fi и c = ei, получим простейшее
линейное уравнение переноса

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0.

Для аппроксимации производной по времени воспользуемся модификацией центральной разностной про-
изводной, рассмотренной в [18, 19]:

∂u

∂t
(tj , xn) ≈

u(tj+1, xn)−
1

2

(
u(tj, xn) + u(tj−2, xn)

)

2∆t
.

Здесь tj — узел сетки по времени, построенной с шагом ∆t, xn — узел сетки по пространственной пе-
ременной, построенной с шагом h. Полученная формула следует из обычной формулы для центральной
разностной производной

∂u

∂t
(tj , xn) ≈

u(tj+1, xn)− u(tj−1, xn)

2∆t

посредством замены значения сеточной функции на (j − 1)-м слое средним арифметическим ее значений
на двух ближайших слоях — (j − 2)-м и j-м. При этом теряется симметричность записи аппроксимации
по времени, но улучшается устойчивость получаемых схем [18].

Для аппроксимации конвективного члена c ∂u/∂x используем аналоги центральной разности и на-
правленной разности первого порядка [33]:

c
∂u

∂x
(tj , xn)≈

c

2h

(
u
(
tj, xn + sign (c)h

)
− u
(
tj , xn − sign (c)h

))
,

c
∂u

∂x
(tj , xn)≈

c

h

(
u(tj , xn)− u

(
tj , xn − sign (c)h

))
.

Таким образом, уравнение переноса аппроксимируется трехслойными явными разностными схемами вида
(для определенности положим c > 0):

uj+1
n =

1

2

(
ujn + uj−2

n

)
− γ
(
ujn+1 − ujn−1

)
, (9)

uj+1
n =

1

2

(
ujn + uj−2

n

)
− 2γ

(
ujn − ujn−1

)
, (10)

где ujn ≈ u(tj , xn), γ = c∆t/h — число Куранта.
Исследуем устойчивость построенных схем с помощью метода Неймана. Представим их решения в

виде [34]
ujn = λj(ϕ)einϕ, (11)

где ϕ ∈ [0, 2π), i2 = −1, λ(ϕ) — спектральная функция. Подставляя (11) в (9), получим кубическое
уравнение относительно λ:

λ3 +

(
i2γ sin (ϕ)−

1

2

)
λ2 −

1

2
= 0.
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Аналогично для схемы (10) получим

λ3 +

(
2γ
(
1− e−iϕ

)
−

1

2

)
λ2 −

1

2
= 0.

Корни полученных уравнений без особого труда можно найти в современных пакетах символьных вы-
числений или с использованием формул Кардано; здесь выражения для них не приводятся в силу их
громоздкости. При численном анализе их модулей было установлено, что они будут удовлетворять спек-
тральному критерию устойчивости при следующих ограничениях на γ: γ 6 1/2 для схемы (9) и γ 6 1/4
для схемы (10).

x

u

Рис. 1. Графики решения задачи о распространении прямоугольного импульса:

1) численное решение по схеме (9); 2) точное решение; 3) численное решение по схеме (10)

При численном решении простейшей задачи о распространении прямоугольного импульса при c = 1
было обнаружено (рис. 1), что для схемы (9) характерна численная дисперсия, проявляющаяся в фик-
тивных высокочастотных колебаниях, тогда как для схемы (10) характерна численная диссипация, про-
являющаяся в фиктивном затухании решения.

Поскольку эти эффекты компенсируют друг друга, для построения разностной схемы был использо-
ван подход, предложенный в [29] и основанный на введении скалярного параметра ε ∈ [0, 1] и использо-
вании смешанной аппроксимации вида

c
∂u

∂x
(tj , xn) ≈ ε

(
c
∂u

∂x
(tj , xn)

)UW

+ (1− ε)

(
c
∂u

∂x
(tj , xn)

)C

,

(
c
∂u

∂x
(tj , xn)

)UW

— приближение с помощью направленной разности первого порядка,

(
c
∂u

∂x
(tj , xn)

)C

—

приближение с помощью центральной разности.
Построенная с использованием такой аппроксимации разностная схема с параметром имеет вид

uj+1
n =

1

2

(
ujn + uj−2

n

)
− 2γε

(
ujn − ujn−1

)
− γ(1− ε)

(
ujn+1 − ujn−1

)
. (12)

5. Исследование свойств разностной схемы.
5.1. Устойчивость. Подставляя (11) в (12), получим кубическое уравнение относительно спектраль-

ной функции схемы (12):

λ3 +

(
2γ
(
ε
(
1− cos (ϕ)

)
+ i sin (ϕ)

)
−

1

2

)
λ2 −

1

2
= 0. (13)

В результате численного анализа корней уравнения (13) была построена область устойчивости на
плоскости параметров (ε, γ), границы которой представлены на рис. 2. Как можно видеть, схема является
условно устойчивой, причем обеспечивающее устойчивость ограничение на γ будет зависеть от ε.
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5.2. Дисперсионные и диссипативные свойства. Для анализа дисперсионных и диссипатив-
ных свойств воспользуемся подходом, предложенным в работах [35, 36] и основанным на оптимизации
дисперсионных и диссипативных поверхностей.

Представим решение разностной схемы (12) в виде бегущей волны:

ujn = ei(ω∆tj−knh), (14)

где ω — круговая частота, k — волновое число.
Подставляя (14) в (12), получим уравнение относительно q = eiω∆t:

q3 +

(
2γ
(
ε
(
1− cos(ξ)

)
− i sin(ξ)

)
−

1

2

)
q2 −

1

2
= 0, (15)

где ξ = kh — приведенное волновое число. Исследуя вещественные части частот ωs, которые выражаются
из корней qs уравнения (15), можно судить о наличии численной дисперсии, поскольку дисперсионные
поверхности можно охарактеризовать следующими функциями:

ψs(γ, ξ, ε) = Re (ωs) =
1

∆t
arctan

(
Re (qs)

Im (qs)

)
.

Рис. 2. Границы области устойчивости схемы (12)

Как известно, дисперсионное соотношение для ли-
нейного уравнения переноса имеет вид [34]

ω = ck. (16)

Из (16) легко получить выражение для функции, харак-
теризующей дисперсионную поверхность исходного урав-

нения как функцию (γ, ξ): ω(γ, ξ) =
γξ

∆t
.

Дисперсионные свойства разностной схемы можно
характеризовать отклонением функций ψs и ω друг от
друга. При этом, поскольку функции зависят от пара-
метра Куранта γ, достаточно рассмотреть случай еди-
ничного значения безразмерного шага по времени ∆t.

Задачу о нахождении оптимального значения пара-
метра ε, при котором схема (12) будет иметь наилучшие
дисперсионные свойства, поставим как задачу о миними-
зации по ε функции

I(ε) = sup
s=1,2,3

(
sup
(γ,ξ)

∣∣ψs(γ, ξ, ε)− ω(γ, ξ)
∣∣
)
.

Рассматривались промежутки изменения по γ и ξ следующего вида: γ ∈
(
0, γ∗(ε)

]
, ξ ∈ [−π, π], где

γ∗(ε) — верхняя граница области устойчивости при фиксированном ε.
Для получения функции, оценивающей влияние диссипативных свойств, воспользуемся соотношени-

ем (14), которое перепишем с использованием показательной формы комплексного числа:

ujn = |q|jei(Arg (qj)−knh). (17)

Как видно из (17), диссипативные свойства будут характеризоваться функциями ηs(γ, ξ, ε) = |qs|. Для по-
иска оптимальных ε, обеспечивающих наилучшие диссипативные свойства, будем минимизировать функ-
цию, характеризующую отклонения ηs от их постоянных значений Cs, которые имеют место при малых
значениях γ, когда диссипативные эффекты не являются существенными (сами значения Cs можно опре-

делить численно при анализе значений ηs): F (ε) = sup
s=1,2,3

(
sup
(γ,ξ)

∣∣ηs(γ, ξ, ε)− Cs

∣∣
)
.

Задачи минимизации функций I(ε) и F (ε) решались методом перебора на сетке с постоянным шагом.
Сетка по ε состояла из 100 узлов, сетка в области изменения γ и ξ — из 100× 100 узлов.

На рис. 3 приведен график зависимости I(ε), на рис. 4 — график F (ε). Как можно видеть, схема имеет
оптимальные дисперсионные свойства при наибольшем значении параметра. Результат является вполне
ожидаемым, поскольку в этом случае схема (12) сводится к схеме (10) с явно проявляющейся численной



вычислительные методы и программирование. 2016. Т. 17 217

Рис. 3. График I(ε)

Рис. 4. График F (ε)

u

x

Рис. 5. Графики решения задачи о распространении прямоугольного импульса:

1) точное решение; 2) численное решение при оптимальном значении параметра
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диссипацией, которой экранируются эффекты численной дисперсии и гасятся фиктивные высокочастот-
ные колебания. Функция F (ε) имеет минимум в точке ε ≈ 0.15. Поскольку дисперсионная характеристика
I(ε) убывает на всем промежутке [0, 1], а основное влияние на решение оказывают именно диссипативные
свойства (при увеличении t амплитуда решения затухает), то определяющим критерием решено было вы-
брать функцию F (ε). В связи с этим оптимальным был принят параметр, обеспечивающий наименьшее
значение F (ε).

На рис. 5 представлен график численного решения, полученного по схеме (12) при оптимальном зна-
чении ε. Как можно видеть, полученное решение не затухает настолько сильно, как для случая схемы (10),
и в то же время не имеет фиктивных высокочастотных колебаний.

Построенная разностная схема была распространена на двумерный случай, и с ее применением ме-
тодом расщепления было получено решение двух тестовых задач вычислительной гидродинамики.

6. Решение тестовых задач. Рассматриваются две тестовые задачи — задача о течении в квадрат-
ной плоской каверне (предложена в [37]) и задача о сдвиговых волнах в вязкой жидкости (предложена
в [16]).

6.1. Задача о течении в каверне. Рассматривается область в форме квадрата со стороной длины L.
На границах поставлены условия следующего вида:

Ux(t, x, 0) = Uy(t, x, 0) = 0, Ux(t, x, L) = U0 = const, Uy(t, x, P ) = 0, x ∈ [0, L],

Ux(t, 0, y) = Uy(t, 0, y) = Ux(t, L, y) = Uy(t, L, y) = 0, y ∈ [0, L).

Физически поставленные условия соответствуют ситуации, когда три границы являются неподвижными,
а верхняя граница движется с постоянной скоростью.

В начальный момент времени предполагается, что скорость во всех внутренних точках области равна
нулю, плотность полагается равной единице.

Стороны квадрата полагаются равными единице. В качестве входного параметра выступает число
Рейнольдса Re, через которое вычисляются все остальные характеристики (подробнее см. [38, 39]). Для
реализации поставленных граничных условий на уровне функций распределения используется подход,
предложенный в [40].

а) б)

Рис. 6. Графики решения задачи о течении в каверне при Re = 50: 1) решение при ε = 0;

2) решение при оптимальном значении ε; 3) решение при ε = 1

Расчеты по методу расщепления производились при Re = 50, U0 = 0.1 на сетке из 100×100 узлов. Шаг
по времени выбирался из неравенства, обеспечивающего выполнение условия устойчивости при заданном
ε. Величина Tol для критерия останова итерационного процесса (6) выбиралась равной 10−8. На рис. 6 для
сравнения представлены графики компонент вектора скорости в точках заданных прямых на построенных
сетках после выхода решения на стационар. Значения Ux выводились при x = 0.5 как значения функции
переменной y, значения Uy — при y = 0.5 как функции от x. При расчетах рассматривался случай ε = 0
(соответствует двумерному аналогу схемы (9)), ε = 1 (соответствует двумерному аналогу схемы (10))
и при оптимальном значении ε. Как можно видеть, для случая ε = 0 проявляются эффекты численной
дисперсии — заметны колебания решения между узлами сетки, от которых можно избавиться посредством
выбора оптимального значения ε. Полученное при оптимальном значении решение не затухает так, как



вычислительные методы и программирование. 2016. Т. 17 219

решение, полученное по диссипативной схеме с направленными разностями первого порядка (случай ε =
1).

6.2. Задача о сдвиговых волнах. Рассматривается область квадратной формы со сторонами длины
L = π. Предполагается, что в начальный момент времени компоненты вектора U задаются следующим
образом: Ux(0, x, y) = U0 sin (Ky), Uy(0, x, y) = 0.

На границах области задаются условия вида:

Ux(t, 0, y) = U0e
−K2νt sin (Ky), Ux(t, L, y) = U0e

−K2νt sin (Ky),

Ux(t, x, 0) = Ux(t, x, L) = Uy(t, 0, y) = Uy(t, L, y) = Uy(t, x, 0) = Uy(t, x, L) = 0.

Рис. 7. Графики решения задачи о течении в каверне

при Re = 50: 1) решение при ε = 0; 2) решение при

оптимальном значении ε; 3) решение при ε = 1

Известно не зависящее от x аналитическое реше-
ние поставленной задачи [16]:

Ux(t, x, y) = U0e
−K2νt sin (Ky), Uy(t, x, y) = 0.

При расчетах рассматривался случай U0 = 0.1, K = 1,
Re = 50, расчет производился до момента T = π/2 на
пространственной сетке из 100 × 100 узлов. Шаг по
времени выбирался из неравенства, обеспечивающего
выполнение условия устойчивости. На рис. 7 для срав-
нения приведены графики компоненты Ux при x = 0.5
как функции y, полученные в момент T . Как мож-
но видеть, свойства полученных по различным схе-
мам численных решений близки по свойствам к ре-
шениям задачи о течении в каверне — для схемы с
центральными разностями характерны малые нефи-
зические осцилляции решения вблизи границ области.
Для схемы при ε = 1 характерно затухание решения.
Схема при оптимальном значении параметра такими
эффектами не обладает.

7. Заключение. В работе проведено исследование свойств конечно-разностной схемы для решения
системы уравнений переноса, возникающей при применении метода расщепления по физическим процес-
сам в рамках расчетов по методу LBM. Показано влияние параметра схемы на такие ее свойства, как
устойчивость, численные дисперсия и диссипация. Реализован подход к выбору оптимального параметра,
основанный на оптимизации дисперсионных и диссипативных поверхностей.

В дальнейшем на основе предлагаемого подхода планируется исследовать разностные схемы высокого
порядка, предложенные в [18, 19], с различными аппроксимациями производной по времени.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках проекта 16–31–00021 мол а.
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Abstract: A finite-difference single-parameter scheme for solving the system of advection equations arising
in the application of the method of splitting into physical processes to a system of kinetic equations is studied.
The stability analysis is performed using the Neumann method. A stability domain in the “scheme’s parameter–
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regulate the dispersive and dissipative properties of the scheme. An approach of choosing the optimal parameter
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