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ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ РАЗРЫВНОГО МЕТОДА ГАЛЕРКИНА

В ПРИМЕНЕНИИ К УРАВНЕНИЯМ ДИНАМИЧЕСКОЙ

ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

В.В. Лисица1

Приводится дисперсионный анализ разрывного метода Галеркина в применении к системе урав-
нений динамической теории упругости. В зависимости от степени базисных полиномов рас-
сматриваются P1-, P2- и P3-формулировки метода при использовании регулярной треуголь-
ной сетки. Показано, что для задач сейсмического моделирования оптимальной является P2-
формулировка, поскольку сочетает в себе достаточную точность (численная дисперсия не выше
0.05%) и вычислительную эффективность. Использование P1-формулировки приводит к недо-
пустимо высокой численной дисперсии, в то время как P3-формулировка является чрезвычайно
ресурсоемкой при использовании дискретизаций от 3 до 20 ячеек сетки на длину волны, ти-
пичной для сейсмического моделирования.

Ключевые слова: численная дисперсия, разрывный метод Галеркина, конечно-разностные схемы,
теория упругости.

1. Введение. Современное развитие вычислительных технологий и численных методов позволяет
проводить моделирование волновых процессов в средах чрезвычайно сложного структурного строения,
содержащих анизотропные включения [21, 31, 40], вязкоупругие пропластки [2, 15, 16, 18, 39], мелкомас-
штабные неоднородности [6, 14, 19, 28], резко контрастные границы [17, 24, 37, 38, 43], включая блочные
среды [1, 8] и др. Более того, сейсмическое моделирования является неотъемлемой частью процедур вос-
становления внутреннего строения среды, таких как методы полного обращения волновых полей [3, 46, 47].

Наиболее распространенным численным методом при моделировании сейсмических волновых про-
цессов является метод конечных разностей, сочетающий в себе высокую эффективность параллельной
реализации, возможность описания модели практически любой сложности с приемлемой для сейсмиче-
ского моделирования точностью [45]. Более того, в настоящее время существует ряд схем, разработанных
специально для учета определенных свойств среды, например для изотропной среды применяются стан-
дартные схемы на сдвинутых сетках [29, 44]. В случае анизотропии используются схемы на частично
сдвинутых сетках, такие как схема Лебедева [7, 31] или схема на повернутых сетках [40]. Однако наличие
резко контрастных границ в модели может существенно снизить скорость сходимости конечно-разностного
решения [30, 42, 48] в силу “ступенчатой” (т.е. кусочно-постоянной) аппроксимации границы на регуляр-
ной прямоугольной сетке. Одним из способов повышения качества аппроксимации является использова-
ние криволинейных сеток, связанных с основными границами раздела с последующей аппроксимацией
системы уравнений теории упругости в локальных криволинейных координатах [24, 37, 43].

Принципиально отличным является метод конечных элементов и его вариации, поскольку они дают
возможность использовать нерегулярные треугольные (тетрагональные) сетки, которые легко позволяют
аппроксимировать границы. Среди многообразия таких методов в применении к решению системы уравне-
ний динамической теории упругости следует отметить разрывный метод Галеркина [13, 22, 23, 27, 49]. Его
особенностью является использование базисных и тестовых функций, допускающих разрывы на грани-
цах ячеек сетки; в результате построение базиса происходит локально внутри каждой ячейки, что, в свою
очередь, приводит к блочно-диагональной структуре матрицы масс. В результате матрица масс легкооб-
ратима, и алгоритм моделирования волновых процессов является “почти” явным. Более того, разрывный
метод Галеркина позволяет использовать различные базисные функции в соседних ячейках сетки. По
указанным причинам данный метод является чрезвычайно перспективным для расчета волновых полей
в средах со сложными нерегулярными резко контрастными границами. Однако применение любого ме-
тода требует предварительного исследования его свойств и особенно численной дисперсии, позволяющей
оценить численную ошибку на реалистичных дискретизациях.
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В настоящей статье приводится детальный дисперсионный анализ разрывного метода Галеркина на
треугольных сетках в применении к системе динамической теории упругости, записанной в терминах ско-
ростей и напряжений. Следует выделить две особенности проводимого анализа. Во-первых, исследуются
свойства разрывного метода Галеркина, определенного на регулярной треугольной сетке, что обусловлено
спецификой моделирования сейсмических полей — типично в модели присутствует небольшое количество
границ, учет которых необходим (свободная поверхность, морское дно, соляные тела); в большей части
модели возможно использование регулярной сетки, что существенно упрощает ее построение. Во-вторых,
в работе не проводится анализ асимптотического поведения метода, т.е. при шаге сетки, стремящемся к
нулю, поскольку данный вопрос детально обсуждается в ряде работ [9–11, 35, 36, 51, 52]. Более того, вне
рассмотрения остаются и высокочастотные режимы с дискретизацией менее 3–4 ячеек сетки на длину
волны: данные вопросы обсуждаются в работах [12, 25, 26, 36, 41]. Целью данной работы является оцен-
ка численной дисперсии разрывного метода Галеркина в рабочем диапазоне дискретизаций от 3 (предел
разрешающей способности волновых методов) до 100 (достаточная детализация для описания мелкомас-
штабных неоднородностей, таких как каверны и системы трещин) ячеек сетки на длину волны. Более
того, в работе приводится сравнительный анализ дисперсионных свойств разрывного метода Галеркина с
методом конечных разностей и, в частности, со стандартной схемой на сдвинутых сетках.

2. Дискретизация системы уравнений упругости разрывным методом Галеркина. Рас-
сматривается система уравнений динамической теории упругости в двумерной постановке, записанная в
декартовой системе координат в дивергентной форме [5]:

A1
∂u

∂t
−

2∑

j=1

Bj
∂σ

∂xj
= 0, A2

∂σ

∂t
−

2∑

j=1

B∗
j

∂u

∂xj
= 0. (1)

Здесь вектор u = (u1, u2)
T — скорость смещения, σ = (σ11, σ22, σ12)

T — тензор напряжений, записанный
в векторной форме [50]; матрицы A1 и A2 — самосопряженные строго положительно определенные, а
матрицы B1 и B2 не зависят от пространственных координат:

A1 =

(
ρ 0
0 ρ

)
, A2 = S =




s11 s12 s13
s12 s22 s23
s13 s23 s33


 , B1 =

(
1 0 0
0 0 1

)
, B2 =

(
0 0 1
0 1 0

)
,

где ρ — плотность, S — тензор податливости (обратный к тензору жесткости).
Для дискретизации системы (1) с применением разрывного метода Галеркина необходимо, прежде

всего, ввести некую полигональную сетку Th и обозначить через Ch, Eh и Nh множество ее ячеек (выпук-
лых многоугольников), границ и узлов соответственно. После этого необходимо определить скалярные
базисные функции

ξk(x) =

{
P r(x), x ∈ Ch,

0, x /∈ Ch,
где P r — алгебраический полином степени r. Такой выбор базисных функций является традиционным,
хотя существуют и подходы, в которых в качестве базисных функций используются иные функциональные
последовательности. После определения скалярных базисных функций векторные функции могут быть
получены как прямое произведение скалярного базиса с базисом, в котором определено волновое поле.

Ниже будет использоваться сокращенное обозначение для базисных и тестовых функций φ =
(
ϕT,ψT

)T
.

Умножая систему (1) на тестовые функции и интегрируя в R
2, можно получить выражение
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(2)

где Vk ∈ Ch — ячейка сетки с номером k, Skm ∈ Eh — граница между ячейками с номерами k и m.
Обозначение (, ) используется для скалярного произведения в R

5, обозначения [ ] и { } применяются для
среднего значения и скачка векторных функций на границе:

[Bkmu] =

2∑

j=1

nkm
j Bju

k +

2∑

j=1

nmk
j Bju

m, {u} = 0.5
(
uk + um

)
,
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где nkm — единичный вектор нормали к границе Skm ∈ Eh, направленный из ячейки с номером k в ячейку
с номером m.

Важно отметить, что полученная аппроксимация эллиптической части оператора является кососим-
метричной, т.е. a(v,φ) = −a(φ,v), где a(, ) — билинейная форма, составленная из двух последних слага-
емых в формуле (2).

2.1. Разложение по базисным функциям. Приведенное выше выражение является достаточно
общим, а при его построении не использовалось разложение решения по базисным функциям. Итак, пусть
решение представимо в виде

u(x, t) =

2∑

r=1


 ∑

k|Vk∈Ch

d∑
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(
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r

)
l
(t)ξkl (x)
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 ∑
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d∑
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(
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r
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l
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 er, (3)

где er — вектор стандартного базиса в R
2, в котором записаны компоненты вектора скорости, либо в R

3

для вектора, составленного из компонент тензора напряжений; d — число степеней свободы в ячейке.
Скалярные функции ξkl представимы в виде ξkl (x) = Ξk

l (x)χVk
(x), где Ξk

l (x) — достаточно гладкая функ-
ция, а χVk

(x) — характеристическая функция ячейки Vk ∈ Ch. Для дальнейших рассуждений удобно
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d

)T
, где Lk — число степеней свободы в ячейке Vk.

Подставляя выражения для искомого решения (3) в (2) и требуя выполнения равенств для всех
пробных функций, можно получить
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(4)

где символ ⊗ означает прямое произведение матриц. Матрица Bkm определяется как Bkm =

2∑

j=1

Bjn
km
j .

Матрицы M , Kj , P
km
m и P km

k — матрицы масс, жесткости и потоков. Эти матрицы могут быть представ-
лены в следующем виде:
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n dv,
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k
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В этих обозначениях верхний индекс может принимать значения k или m.
Дискретизованная система (4) будет использована в дальнейшем как для проведения дисперсионно-

го анализа, так и для разработки алгоритма, комбинирующего разрывный метод Галеркина с методом
конечных разностей.

2.2. Аппроксимация производной по времени. Для аппроксимации производной по времени
в полученной системе обыкновенных дифференциальных уравнений (4) в рамках данной работы будет
использоваться оператор центральных разностей на сдвинутых сетках, аналогичный тому, который при-
меняется в стандартной схеме на сдвинутых сетках:

∂f

∂t

∣∣∣∣
t=tn

=
fn+1/2 − fn−1/2

τ
+O

(
τ2
)
= Lt[f ]

n +O
(
τ2
)
, (5)

где τ — шаг сетки по времени.
Следует отметить, что при проведении дисперсионного анализа важное значение будет иметь преоб-

разование Фурье от рассматриваемого оператора:

F

[
df(x)

dt

]
= iωf̂(ω), F

[
Lt

[
f(t)

]]
=

2i sin(ωτ/2)

τ
f̂(ω) = iω̂f̂(ω).
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Из приведенного выражения видно, что образы преобразования Фурье для оператора производной и опе-
ратора центральных разностей отличаются сомножителем. По этой причине дисперсионный анализ будет
проводиться для полудискретизованной системы, а соотношения для полностью дискретной постановки
будут получены заменой частоты ω на ω̂.

3. Дисперсионный анализ разрывного метода Галеркина.
3.1. Барицентрические координаты. Для проведения дисперсионного анализа разрывного метода

Галеркина необходимо ввести барицентрические координаты




1
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x2


 =




1 1 1

x1
1 x2

1 x3
1

x1
2 x2

2 x3
2
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 ,
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,
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2
2

)
и
(
x3
1, x

3
2

)
— узлы рассматриваемой ячейки, образующие вершины треугольни-

ка.
В новых локальных переменных система уравнений (4) может быть записана в форме
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Рис. 1. Схематическое представление

регулярной треугольной сетки

В данных обозначениях l — номер грани ячейки Vk, nl
j — j-я

компонента единичного вектора внешней нормали к l-й гра-
ни, Ll — длина этой грани, Jk — якобиан преобразования
координат для ячейки Vk. Сложные индексы m(l) исполь-
зуются, чтобы подчеркнуть, что существует взаимно одно-
значное соответствие нумерации соседей ячейки Vk в гло-
бальной и локальной системах координат. Важно отметить,

что
nl
jL

l

∣∣Jk
∣∣ = − ∂yl

∂xj
, следовательно
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(7)

Матрицы M̂ , K̂k
j , P̂l,i(m) и Q̂l — матрицы масс, жестко-

сти и потоков, записанные в локальных барицентрических
координатах.

3.2. Регулярная сетка. Пусть в R
2 задана регулярная

сетка с узлами
(
(x1)j1+1/2, (x2)j2+1/2

)
, такими, что (x1)j1+1/2 = (j1 + 1/2)h1 и (x2)j2+1/2 = (j2 + 1/2)h2,

где j1 и j2 — целые числа. Пусть триангуляция проведена так, что существуют два типа ячеек:
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где Nn

(
V q
j1,j2

)
обозначает множество всех узлов ячейки V q

j1,j2
. В используемых обозначениях нижний ин-

декс определяет положение ячейки в пространстве, а верхний — тип ячейки. Схематическое представление
сетки приведено на рис. 1.
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В обозначениях компонент волнового поля (коэффициентов разложения компонент поля по базису)
тоже удобно ввести двойную индексацию:

U
q
j1,j2

=
((
U

q
j1,j2

)T
1
,
(
U

q
j1,j2

)T
2

)T
,

(
U

q
j1,j2

)
m

=
((

U q
j1,j2

)1
m
, . . . ,

(
U q
j1,j2

)d
m

)T
,

Σ
q
j1,j2

=
((

Σ
q
j1,j2

)T
1
, . . . ,

(
Σ

q
j1,j2

)T
3

)T
,
(
Σ

q
j1,j2

)
m

=
((

Σq
j1,j2

)1
m
, . . . ,

(
Σq

j1,j2

)d
m

)T
.

Важно отметить, что все ячейки, соседние с ячейкой из множества V 1
ij ∈ C1, принадлежат множеству C2, и

наоборот. Подобная регулярная структура сетки позволяет ввести нумерацию узлов в каждом треуголь-
нике так, чтобы каждый треугольник являлся m-м соседом своего m-го соседа, как приведено на рис. 1.
Данное предположение позволяет однозначно выбрать нумерацию базиса и зафиксировать порядок строк
(столбцов) в матрицах потоков.

Подставляя введенные обозначения в формулу (6) и используя соотношения (7) для регулярной сетки,
можно получить соотношения

M̂ ⊗
(
A1 0
0 A2

)
d

dt

(
U1

j1,j2

Σ
1
j1,j2

)
− 1

h1

(
K̂3 − K̂1 −

1

2
Q̂1 +

1

2
Q̂3

)
⊗
(

0 B1

B∗
1 0

)(
U1

j1,j2

Σ
1
j1,j2

)
−

− 1

h2

(
K̂1 − K̂2 +

1

2
Q̂1 −

1

2
Q̂2

)
⊗
(

0 B2

B∗
2 0

)(
U1

j1,j2

Σ
1
j1,j2

)
+

+
1

2h1
P̂1,1 ⊗

(
0 B1

B∗
1 0

)(
U2

j1,j2

Σ
2
j1,j2

)
− 1

2h2
P̂1,1 ⊗

(
0 B2

B∗
2 0

)(
U2

j1,j2

Σ
2
j1,j2

)
+

+
1

2h2
P̂2,2 ⊗

(
0 B2

B∗
2 0

)(
U2

j1,j2−1

Σ
2
j1,j2−1

)
− 1

2h1
P̂3,3 ⊗

(
0 B1

B∗
1 0

)(
U2

j1+1,j2

Σ
2
j1+1,j2

)
= 0,

(8)

M̂ ⊗
(
A1 0
0 A2

)
d

dt

(
U2

j1,j2

Σ
2
j1,j2

)
− 1

h1

(
K̂3 − K̂1 −

1

2
Q̂1 +

1

2
Q̂3

)
⊗
(

0 B1

B∗
1 0

)(
U2

j1,j2

Σ
2
j1,j2

)
−

− 1

h2

(
K̂1 − K̂2 +

1

2
Q̂1 −

1

2
Q̂2

)
⊗
(

0 B2

B∗
2 0

)(
U2

j1,j2

Σ
2
j1,j2

)
−

− 1

2h1
P̂1,1 ⊗

(
0 B1

B∗
1 0

)(
U1

j1,j2

Σ
1
j1,j2

)
− 1

2h2
P̂1,1 ⊗

(
0 B2

B∗
2 0

)(
U1

j1,j2

Σ
1
j1,j2

)
+

+
1

2h2
P̂2,2 ⊗

(
0 B2

B∗
2 0

)(
U1

j1,j2+1

Σ
1
j1,j2+1

)
− 1

2h1
P̂3,3 ⊗

(
0 B1

B∗
1 0

)(
U1

j1−1,j2

Σ
1
j1−1,j2

)
= 0.

(9)

3.3. Решение в виде плоских волн. Решение в виде плоской волны — это решение вида




U1
j1,j2

U2
j1,j2

Σ
1
j1,j2

Σ
2
j1,j2




=




U1
0

U2
0

Σ
1
0

Σ
2
0




ei(ωt+k1h1j1+k2h2j2).

Подставляя данное выражение в систему (8), (9), можно получить следующую систему линейных
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алгебраических уравнений:

iωM̂ ⊗
(

A1 0
0 A2

)(
U1

0

Σ
1
0

)
− 1

h1

(
K̂3 − K̂1 −

1

2
Q̂1 +

1

2
Q̂3

)
⊗
(

0 B1

B∗
1 0

)(
U1

0

Σ
1
0

)
−

− 1

h2

(
K̂1 − K̂2 +

1

2
Q̂1 −

1

2
Q̂2

)
⊗
(

0 B2

B∗
2 0

)(
U1

0

Σ
1
0

)
−

− 1

2h1

(
eih1k1 P̂3,3 − P̂1,1

)
⊗
(

0 B1

B∗
1 0

)(
U2

0

Σ
2
0

)
−

− 1

2h2

(
P̂1,1 − e−ih2k2 P̂2,2

)( 0 B2

B∗
2 0

)(
U2

0

Σ
2
0

)
= 0,

(10)

iωM̂ ⊗
(

A1 0
0 A2

)(
U2

0

Σ
2
0

)
− 1

h1

(
K̂3 − K̂1 −

1

2
Q̂1 +

1

2
Q̂3

)
⊗
(

0 B1

B∗
1 0

)(
U2

0

Σ
2
0

)
−

− 1

h2

(
K̂1 − K̂2 +

1

2
Q̂1 −

1

2
Q̂2

)
⊗
(

0 B2

B∗
2 0

)(
U2

0

Σ
2
0

)
−

− 1

2h1

(
P̂1,1 − e−ih1k1 P̂3,3

)
⊗
(

0 B1

B∗
1 0

)(
U1

0

Σ
1
0

)
−

− 1

2h2

(
eih2k2 P̂2,2 − P̂1,1

)(
0 B2

B∗
2 0

)(
U1

0

Σ
1
0

)
= 0.

(11)

Для того чтобы упростить полученное выражение, удобно ввести следующие обозначения:

K1 =

(
K̂3 − K̂1 +

1

2
Q̂3 −

1

2
Q̂1

)
, K2 = β

(
K̂2 − K̂1 +

1

2
Q̂2 −

1

2
Q̂1

)
,

P1 =
1

2

(
P̂1,1 − e−ik1h1P̂3,3

)
, P2 =

β

2

(
P̂1,1 − e−ik2h2P̂2,2

)
,

где β =
h1

h2
. Если обозначить при этом h = h1, то уравнения (10), (11) могут быть преобразованы к виду

iωhM̂ ⊗A1U
1
0 −K1 ⊗B1Σ

1
0 +K2 ⊗B2Σ

1
0 +P1 ⊗B1Σ

2
0 −P2 ⊗B2Σ

2
0 = 0,

iωhM̂ ⊗A1U
2
0 +K1 ⊗B1Σ

2
0 −K2 ⊗B2Σ

2
0 −P1 ⊗B1Σ

1
0 +P2 ⊗B2Σ

1
0 = 0,

iωhM̂ ⊗A2Σ
1
0 −K1 ⊗B∗

1U
1
0 +K2 ⊗B∗

2U
1
0 +P1 ⊗B∗

1U
2
0 −P2 ⊗B∗

2U
2
0 = 0,

iωhM̂ ⊗A1Σ
2
0 +K1 ⊗B∗

1U
2
0 −K2 ⊗B∗

2U
2
0 −P1 ⊗B∗

1U
1
0 +P2 ⊗B∗

2U
1
0 = 0.

Матрицы M̂ и Aj самосопряженные и строго положительно определенные, поэтому для них опреде-

лены M̂±1/2 и A
±1/2
j . Применяя замену переменных Wm = M̂1/2 ⊗ A

1/2
1 um

0 и φm = M̂1/2 ⊗ A
1/2
2 σm

0 , эту
систему можно переписать в виде

iωhW 1 −R1 ⊗ C1Φ
1 +R2 ⊗ C2Φ

1 +T1 ⊗ C1Φ
2 −T2 ⊗ C2Φ

2 = 0,

iωhW 2 +R1 ⊗ C1Φ
2 −R2 ⊗ C2Φ

2 −T1 ⊗ C1Φ
1 +T2 ⊗ C2Φ

1 = 0,

iωhΦ1 −R1 ⊗ C∗
1V

1 +R2 ⊗ C∗
2V

1 +T1 ⊗ C∗
1V

2 −T2 ⊗ C∗
2V

2 = 0,

iωhΦ2 +R1 ⊗ C∗
1V

2 −R2 ⊗ C∗
2V

2 −T1 ⊗ C∗
1V

1 +T2 ⊗ C∗
2V

1 = 0,

(12)

где Rm = M−1/2[Km]M−1/2, Tm = M−1/2
PmM−1/2, Cm = A

−1/2
1 B̃mA

−1/2
2 .
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Фазовые скорости плоских волн, являющихся решениями рассматриваемой системы, являются соб-
ственными значениями полученной матрицы. Для решения задачи на собственные значения следует про-
вести дальнейшие упрощения матрицы:

L =

(
−R1 ⊗ C1 +R2 ⊗ C2 T1 ⊗ C1 −T2 ⊗ C2

−T1 ⊗ C1 +T2 ⊗ C2 R1 ⊗ C1 −R2 ⊗ C2

)
.

Сопряженная к ней матрица представляется в виде

L
∗ =

(
−R

∗
1 ⊗ C∗

1 +R
∗
2 ⊗ C∗

2 −T
∗
1 ⊗ C∗

1 +T
∗

2 ⊗ C∗
2

T
∗

1 ⊗ C∗
1 −T

∗
2 ⊗ C∗

2 R
∗
1 ⊗ C∗

1 −R
∗
2 ⊗ C∗

2

)
.

В силу того, что билинейная форма, полученная в результате дискретизации эллиптической части
системы уравнений, является кососимметричной, матрицы Rm также являются кососимметричными, т.е.
R

∗
m = −Rm. Матрицы Pm,m, из которых формируются матрицы Tj , — вещественные симметричные;

следовательно, TT
j = Tj или T

∗
j = T

T

j = Tj . С учетом этих соотношений можно получить

L
∗ = −

(
−R1 ⊗ C∗

1 +R2 ⊗ C∗
2 T1 ⊗ C∗

1 −T2 ⊗ C∗
2

−T1 ⊗ C∗
1 +T2 ⊗ C∗

2 R1 ⊗ C∗
1 −R2 ⊗ C∗

2

)
.

В результате рассматриваемая система (12) может быть записана в виде

(
iωhI L

−L
∗ iωhI

)




W 1

W 2

Φ
1

Φ
2




= 0.

Несложно понять, что для построения частоты как функции волнового вектора достаточно построить
сингулярное разложение матрицы L, при этом верно следующее соотношение:

∏

m

(
ω2h2 − s2m(k)

)
= 0, (13)

где sm — сингулярные числа матрицы L. Детали построения этого соотношения представлены в [4].
3.4. Безразмерные переменные. Дисперсионный анализ проводится с использованием следующих

безразмерных переменных [20]:

k1 = |k| cos(α), N =
2π

|k|h , k2 = |k| sin(α), χ =
VP τ

h
, γ = VP /VS > 1,

где N — число точек (ячеек) сетки на длину волны, χ — число Куранта, используемое для дискретизован-
ной по времени задачи, α — направление распространения волны. С учетом связи частоты с сингулярными
числами матрицы Tj и воспользовавшись определением фазовой скорости, можно построить выражения
для фазовых скоростей решений, допускаемых разрывным методом Галеркина:

• полудискретизованная система:

V sd
m (N,α, γ) =

ω(sm)

|k| = ± 1

|k|h sm(N,α, γ) = ±N

2π
sm(N,α, γ); (14)

• схема с дискретизацией по времени, где ω̂ =
2

τ
sin

(
ωτ

2

)
:

V lf
m (N,α, χ, γ) = ±NVP

πχ
arcsin

(
χ

2VP
sm(N,α, γ)

)
. (15)
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Задачей дисперсионного анализа является построение оценок ошибок численной фазовой скорости
по сравнению со скоростью решения дифференциальной задачи, при этом основной интерес представляет
диапазон “средних” частот, т.е. частот/длин волн, при которых дискретизация составляет от двух до 100
ячеек сетки на длину волны.

4. Численное исследование дисперсии. Прежде чем переходить к классическому исследованию
зависимости численной ошибки от направления распространения и дискретизации, следует отметить, что
размерности матриц L и S равны удвоенному числу степеней свободы в одной ячейке сетки для каждой
компоненты вектора скорости. Если в качестве базисных функций используются линейные функции —
полиномы первой степени (P1-формулировка), то число степеней свободы (количество базисных функ-
ций) в ячейке равно трем; в результате число сингулярных чисел рассматриваемой матрицы равно 12.
При использовании полиномов второй степени (P2-формулировка) число независимых сингулярных чисел
равно 24, в случае P3-формулировки это число равно 40. Это означает, что наряду с модами, близкими
к физическим, т.е. теми, которые асимптотически сходятся к решению дифференциальной задачи, при-
сутствует большое количество нефизичных решений, которые, как показано ниже, во многом определяют
жесткость условия устойчивости разрывного метода Галеркина.

Анализ численной дисперсии разрывного метода Галеркина удобно проводить в сравнении с анало-
гичным анализом для конечно-разностных схем и, в частности, для схем второго и четвертого порядков
аппроксимации. Для этих двух схем параметры, аналогичные сингулярным числам в анализе разрывного
метода Галеркина, имеют следующий вид:

• для схемы второго порядка [20, 31, 34, 44]: sfd2 = 2V

√
sin2

(
π cos(α)

N

)
+ sin2

(
π sin(α)

N

)
,

• для схемы четвертого порядка [29, 33, 34]: sfd4 = 2V

√
k̂21 + k̂22 ,

k̂1 =
9

8
sin

(
π cos(α)

N

)
− 1

24
sin

(
3π cos(α)

N

)
, k̂2 =

9

8
sin

(
π sin(α)

N

)
− 1

24
sin

(
3π sin(α)

N

)
.

Рис. 2. Относительная ошибка фазовых скоростей,
нормированная на себя, для стандартной схемы на

сдвинутых сетках второго (сплошная линия) и
четвертого порядка (пунктирная линия)

аппроксимации по пространству

при N = 7 и γ =
√

2

В этих обозначениях V используется как для ско-
рости продольной волны, т.е. VP , так и для обозна-
чения скорости поперечной волны, т.е. VS , поскольку
фазовые скорости плоских волн для схем на сдвину-
тых сетках вычисляются независимо.

4.1. Полудискретизованная постановка. Ис-
следование численной дисперсии удобно начать с за-
дач, в которых производные по времени не аппрокси-
мированы конечно-разностными операторами. В этом
случае ошибка фазовой скорости зависит от числа
ячеек сетки на длину волны, направления распростра-
нения и отношения скоростей волн в дифференциаль-
ной задаче и не зависит от дополнительного парамет-
ра — числа Куранта.

4.1.1. Численная анизотропия. Традиционно
первым шагом в исследовании численной дисперсии
является определение зависимости ошибки от направ-
ления распространения. Это дает возможность огра-
ничить дальнейшие исследования только экстремаль-
ными направлениями — теми, вдоль которых ошибка
максимальна для всех значений прочих параметров.
На рис. 2 и 3 приведены нормализованные на себя от-
носительные ошибки фазовых скоростей

εnorm(α,N0, γ0) =

∣∣∣∣∣∣
ε(α,N0, γ0)

max
α∈[0,2π)

∣∣ε(α,N0, γ0)
∣∣

∣∣∣∣∣∣
, где ε = 1−

V sd
j (α,N0, γ0)

Vj
,

для конечно-разностных схем и разрывного метода Галеркина различного порядка точности соответ-
ственно. В данных обозначениях индекс j определяет тип рассматриваемой волны и может принимать
значения P или S.
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В случае конечно-разностных схем приводится ошибка только для одной из волн, поскольку для
второй волны она абсолютно аналогична в силу того, что конечно-разностные продольные и поперечные
волны разделяются в точности так же, как и решения дифференциальной задачи [31]. Более того, можно
легко показать аналитически, что экстремальными направлениями, вдоль которых достигается максимум
ошибки фазовой скорости для конечно-разностных схем, являются направления вдоль осей координат, т.е.
α = nπ/2, где n — целое, что подтверждается рис. 2. При рассмотрении дисперсионной ошибки в разрыв-
ном методе Галеркина необходимо учитывать как ошибку продольных, так и поперечных волн, поскольку
в дискретизованной задаче они уже не разделяются, и, как следствие, задача не может быть сведена
к скалярной. Из рис. 3 следует, что максимум ошибки фазовой скорости достигается в направлениях
α = π/4 + nπ, что обусловлено геометрией используемой сетки (рис. 1).

Рис. 3. Относительная ошибка фазовых скоростей, нормированная на себя, для разрывного
метода Галеркина различного порядка. Сплошные синие линии соответствуют ошибке для P-волны,

пунктирные — S-волне, N = 7 и γ =
√

2

4.1.2. Зависимость от отношения VP /VS. Как уже отмечалось выше, в случае использования
конечно-разностных схем на сдвинутых сетках для аппроксимации системы уравнений динамической тео-
рии упругости в случае изотропной среды дисперсионное соотношение распадается на абсолютно неза-
висимые сомножители, отвечающие различным типам волн. В случае применения разрывного метода
Галеркина такого разделения не происходит и фазовые скорости численных решений, т.е. плоских волн,
зависят от отношения скоростей γ = VP /VS дифференциальной задачи. В данном разделе приводится
численное исследование зависимости ошибки фазовых скоростей от γ для фиксированного направления
α = π/4 и шага сетки. Фиксация шага сетки означает, что для одной из рассматриваемых волн дискрети-
зация в терминах числа ячеек сетки на длину волны фиксируется, для волны второго типа дискретизация
меняется в зависимости от изменения параметра γ. Из физических соображений [32] интервал, в котором
изменяется отношение продольной и поперечной скоростей в среде, достаточно ограничить следующими
значениями: γ ∈

[√
3, 10

]
.

В зависимости от того, для какой из волн дискретизация фиксировалась, рассматривались две раз-
личные ситуации для каждой из формулировок (P1–P3) разрывного метода Галеркина. В одном случае
предполагалось, что число ячеек сетки на длину волны фиксировано для S-волны: Ns = 5, а для P-волны
это число возрастает с ростом параметра γ, т.е. Np ∈ [8.66; 50]. В этом случае ошибка для S-волны зависит
исключительно от параметра γ, в то время как для P-волны — от параметра γ и дискретизации. Во вто-
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ром случае фиксировалась дискретизация для P-волны на уровне Np = 50, а дискретизация для S-волны
уменьшалась с ростом параметра γ так, что Ns ∈ [28.87; 10]. Зависимость ошибки фазовых скоростей от
параметра γ = VP /VS для разрывного метода Галеркина с использованием полиномов различной степе-
ни в качестве базисных функций приведена на рис. 4–6. Из приведенных графиков следует, что ошибка
фазовой скорости P-волны практически не зависит от рассматриваемого параметра γ = VP /VS . Для S-
волны ошибка достаточно быстро нарастает при росте γ в окрестности γ =

√
3, но потом выходит на

асимптотику.

a) б)

Рис. 4. Относительная ошибка фазовых скоростей в зависимости от отношения γ = VP /VS для P1-формулировки

метода Галеркина: а) график для случая фиксированной дискретизации для S-волны, б) для P-волны

a) б)

Рис. 5. Относительная ошибка фазовых скоростей в зависимости от отношения γ = VP /VS для P2-формулировки

метода Галеркина: а) график для случая фиксированной дискретизации для S-волны, б) для P-волны

4.1.3. Численная дисперсия. Как уже отмечалось выше, численная дисперсия — это ошибка фазо-
вой скорости в зависимости от дискретизации (числа точек, ячеек или степеней свободы на длину волны).
В предыдущем разделе было показано, что для разрывного метода Галеркина максимальная ошибка фазо-
вой скорости достигается при распространении волны в направлении α = π/4, именно для этого направ-
ления будут проводиться дальнейшие исследования численной дисперсии. Для корректного сравнения
полученных результатов с численной дисперсией, характерной для конечно-разностных аппроксимаций,
ошибка для схем второго и четвертого порядков приводится в направлении α = 0 — экстремальном для
рассматриваемых конечно-разностных схем. Отношение скоростей VP к VS было выбрано равным

√
3.

Учитывая результаты, представленные в предыдущем разделе, зависимость от отношения скоростей не
ярко выражена, поэтому результаты можно считать достаточно общими. Согласно графикам зависимо-
сти численной дисперсии от числа ячеек сетки на длину волны, приведенным на рис. 7a–9a, все три
рассматриваемые формулировки метода Галеркина допускают более низкий уровень численной диспер-
сии, чем схема второго порядка аппроксимации. Однако в сравнении со схемой четвертого порядка метод



вычислительные методы и программирование. 2015. Т. 16 397

Галеркина, основанный на полиномах первой степени, допускает более высокий уровень ошибки.
Важным отличием метода Галеркина от метода конечных разностей является наличие более чем од-

ной степени свободы на ячейку сетки, что приводит к необходимости хранения большего объема данных
и выполнения большего числа арифметических операций. По этой причине корректным является срав-
нение численной дисперсии не по отношению к числу ячеек сетки на длину волны, а по отношению к
числу степеней свободы на длину волны. Для рассматриваемой регулярной (квадратной) сетки каждая
ее ячейка сформирована из двух прямоугольных треугольников, в каждом из которых число степеней
свободы определяется по формуле r = (p+1)(p+2), где p — порядок полиномов, используемых в качестве
базисных функций.

a) б)

Рис. 6. Относительная ошибка фазовых скоростей в зависимости от отношения γ = VP /VS для P3-формулировки

метода Галеркина: а) график для случая фиксированной дискретизации для S-волны, б) для P-волны

a) б)

Рис. 7. Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Галеркина первого порядка (сплошная
линия соответствует P-волне, пунктирная — S-волне), для схемы второго порядка аппроксимации (точки)

и для схемы четвертого порядка (точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек

на длину волны (а) и от числа степеней свободы на длину волны (б)

В результате для полиномов первого порядка число степеней свободы (dof — от английского degrees of
freedom) составляет 6, для второго порядка 12, для третьего порядка 20. Учитывая, что приведенные зна-
чения относятся к квадратной ячейке, а дисперсия измеряется по отношению к линейным размерам, для
дальнейшего анализа достаточно предположить, что связь между линейным размером ячейки — шагом
сетки, и числом степеней свободы для рассматриваемых формулировок метода Галеркина определяется
как корень квадратный из приведенных значений, т.е. Nd = N

√
d, где N — число ячеек на длину волны,

d — число степеней свободы в ячейке сетки, Nd — число степеней свободы на длину волны.
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Зависимость численной дисперсии от числа степеней свободы на длину волны можно увидеть на
рис. 7б–9б. Видно, что метод Галеркина, использующий полиномы первого порядка, допускает самый
высокий уровень численной дисперсии — выше, чем схема второго порядка аппроксимации. Повышение
порядка полиномов в методе Галеркина до второго существенно снижает численную ошибку, хотя она
все еще выше, чем для схемы четвертого порядка. Метод Галеркина, основанный на полиномах третьего
порядка, является наименее дисперсионным, как и ожидалось, однако эффективность его применения, с
учетом жесткого условия устойчивости и объема вычислений, обсуждается ниже.

a) б)

Рис. 8. Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Галеркина второго порядка (сплошная
линия соответствует P-волне, пунктирная — S-волне), для схемы второго порядка аппроксимации (точки)

и для схемы четвертого порядка (точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек

на длину волны (а) и от числа степеней свободы на длину волны (б)

a) б)

Рис. 9. Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Галеркина третьего порядка (сплошная
линия соответствует P-волне, пунктирная — S-волне), для схемы второго порядка аппроксимации (точки)

и для схемы четвертого порядка (точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек

на длину волны (а) и от числа степеней свободы на длину волны (б)

4.2. Явная по времени схема. Выше рассматривалась полудискретная постановка, или аппрокси-
мация методом прямых; такая формулировка позволяет исследовать свойства пространственной дискре-
тизации без учета эффектов, оказываемых конкретной аппроксимацией производных по времени. Такое
изучение позволяет выявить основные качественные характеристики численной схемы, характерные для
большинства дискретизаций по времени. Однако для получения точных количественных оценок подобный
анализ следует проводить для конкретной используемой схемы по времени. В рамках данной работы пред-
полагается использование только явных схем на сдвинутых сетках, т.е. для аппроксимации производных
по времени используется оператор (5). Как уже отмечалось выше, в этом случае отличие от предыдущего
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случая будет в том, что в выражении для фазовой скорости (15) возникает arcsin, в котором направление
распространения волны является одним из аргументов. При этом arcsin является функцией монотонной;
как следствие, направления, в которых достигается максимальная ошибка фазовой скорости для полудис-
кретной постановки и для явной схемы по времени, совпадают. По этой причине ниже приводится только
исследование численной дисперсии в зависимости от числа Куранта и числа точек (степеней свободы на
длину волны).

a) б)

в) г)

Рис. 10. Нормализованная ошибка фазовой скорости в зависимости от числа Куранта для конечно-разностных

схем (а), для метода Галеркина с полиномами первого порядка (б), второго порядка (в) и третьего порядка (г).

Сплошная линия соответствует P-волне, пунктирная — S-волне, точки соответствуют схеме второго порядка,

точечно-пунктирная линия соответствует схеме четвертого порядка

4.2.1. Зависимость от числа Куранта. Прежде чем переходить к численному исследованию дис-
персии для дискретизованной по времени задачи, следует отметить, что соотношение (15) может быть
использовано для построения необходимого условия устойчивости. Для устойчивости необходимо, что-
бы значения arcsin были вещественными, в противном случае система будет допускать решения в виде
плоских волн с двумя комплексными фазовыми скоростями с заведомо различными знаками мнимых
частей, в результате одна из мод всегда будет неустойчивой. Учитывая данное требование, можно сфор-

мулировать необходимое условие устойчивости χ =
τ

h
6

2VP

max
m

sm(N,α, γ)
, где максимум берется по всем

сингулярным значениям, включая нефизичные моды, по всем направлениям и всем пространственным
дискретизациям. Для конечно-разностных схем данное соотношение может быть построено аналитически
и задается такими формулами: для схемы второго порядка χ 6 χfd2

0 = 1/
√
2, для схемы четвертого по-

рядка χ 6 χfd4
0 =

6

7
√
2
. Для разрывного метода Галеркина оценки получены численно: для полиномов



400 вычислительные методы и программирование. 2015. Т. 16

первой степени χ 6 χP1
0 ≈ 0.2582, для полиномов второй степени χ 6 χP2

0 ≈ 0.144, для полиномов третьей
степени χ 6 χP3

0 ≈ 0.093.
Следует заметить, что данные соотношения верны для сеток с одинаковыми шагами по двум про-

странственным направлениям. Данные соотношения подтверждают тот факт, что разрывный метод Галер-
кина требует выполнения чрезвычайно жесткого условия устойчивости [9, 20], что необходимо учитывать
при проведении как дисперсионного анализа, так и анализа вычислительной сложности алгоритма.

Для дальнейшего проведения исследования зависимости дисперсионной ошибки от числа Куранта
для различных пространственных дискретизаций удобно ввести нормализованное число Куранта χ̂ =
χ/χ∗

0, где звездочка может обозначать любой из пяти рассматриваемых методов. Нормализованное число
Куранта изменяется в пределах от ноля до единицы. На рис. 10 приведены нормированные на единицу
значения ошибки фазовой скорости в зависимости от нормализованного числа Куранта χ̂ ∈ [0, 1] для всех
рассматриваемых подходов. Как и ожидалось, для схемы второго порядка аппроксимации наибольшее
значение ошибки достигается при χ̂, близких к нулю, а при увеличении χ̂ ошибка падает. В случае схем
более высокого порядка пространственной аппроксимации (включая рассматриваемые вариации метода
Галеркина) зависимость противоположная. Такое поведение является нормальным для схем, у которых
порядок пространственной аппроксимации превосходит порядок аппроксимации по времени.

a) б)

Рис. 11. Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Галеркина первого порядка (сплошная
линия соответствует P-волне, пунктирная — S-волне), для схемы второго порядка аппроксимации (точки)

и для схемы четвертого порядка (точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек на

длину волны (а) и от числа степеней свободы на длину волны (б). Явная по времени схема

4.2.2. Численная дисперсия. В данном разделе приводится анализ численной дисперсии для рас-
сматриваемых подходов в зависимости от пространственной дискретизации (число ячеек сетки на длину
волны и число степеней свободы на длину волны). Формально следует рассмотреть два случая — малые
значения чисел Куранта и значения, близкие к единице, поскольку поведение у изучаемых алгоритмов
в зависимости от значения числа Куранта существенно различное. Однако, с одной стороны, случай
малых чисел Куранта близок к изучению дисперсионных свойств метода прямых; с другой стороны, в ре-
альных вычислениях обычно используются как можно бо́льшие значения чисел Куранта для того, чтобы
уменьшить вычислительную сложность алгоритма. По этой причине в данном разделе приводится анализ
численной дисперсии при фиксированном числе Куранта, равном 0.7. Остальные параметры — такие же,
как и в анализе метода прямых: направления распространения α = π/4 для разрывного метода Галеркина
и α = 0 для конечно-разностных схем; отношение скоростей VP к VS равно

√
3. Модули относительных

ошибок фазовых скоростей для конечно-разностных схем и для метода Галеркина в зависимости от числа
ячеек на длину волны и от числа степеней свободы на длину волны приведены на рис. 11–13.

Результаты, полученные для дискретизованной по времени постановки, согласуются с результатами,
соответствующими методу прямых: численная дисперсия в зависимости от числа ячеек сетки на длину
волны для разрывного метода Галеркина ниже, чем для стандартных конечно-разностных схем второго
и четвертого порядков аппроксимации, при этом если рассматривается ошибка в зависимости от числа
степеней свободы на длину волны, то оказывается, что дисперсия для метода Галеркина с полиномами
первого порядка выше, чем у любой из двух конечно-разностных схем. Повышение порядка базисных поли-
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номов до второго в разрывном методе Галеркина приводит к существенному снижению уровня численной
дисперсии. Дальнейшее повышение порядка ожидаемо понижает дисперсию, однако несущественно. При
этом происходит квадратичный рост числа операций на одну степень свободы и существенное усиление
необходимого условия устойчивости, что, в свою очередь, приводит к увеличению числа временны́х слоев
и к увеличению вычислительной сложности алгоритма. Более того, как следует из графиков численной
дисперсии для метода Галеркина на полиномах третьей степени, их применение является обоснованным на
сетках менее 5 точек на длину волны, в противном случае избыточная точность алгоритма обеспечивается
его чрезвычайно высокой вычислительной сложностью и низкой эффективностью. Однако использова-
ние столь грубых сеток в геофизике необоснованно, поскольку это является занижением дискретизации
модели упругой среды.

a) б)

Рис. 12. Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Галеркина второго порядка (сплошная
линия соответствует P-волне, пунктирная — S-волне), для схемы второго порядка аппроксимации (точки)

и для схемы четвертого порядка (точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек на

длину волны (а) и от числа степеней свободы на длину волны (б). Явная по времени схема

a) б)

Рис. 13. Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Галеркина третьего порядка (сплошная
линия соответствует P-волне, пунктирная — S-волне), для схемы второго порядка аппроксимации (точки)

и для схемы четвертого порядка (точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек на

длину волны (а) и от числа степеней свободы на длину волны (б). Явная по времени схема

5. Заключение. В работе приведен дисперсионный анализ разрывного метода Галеркина на тре-
угольных сетках в применении к системе уравнений динамической теории упругости. Исследование про-
водилось для дискретизаций среднего диапазона — от 3 до 100 ячеек на длину волны. Использование
дискретизаций ниже указанного диапазона нецелесообразно, поскольку это приводит к недостаточной де-
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тализации описания модели. При дискретизациях выше этого диапазона асимптотические оценки выпол-
няются с достаточной точностью; как следствие, анализа численной дисперсии здесь не требуется. Анализ
проводился для трех формулировок разрывного метода Галеркина, отличающихся набором используемых
базисных функций: P1 — полиномы первой степени, P2 — полиномы второй степени и P3 — полиномы
третьей степени. Более того, дисперсионные свойства метода Галеркина сравнивались со свойствами стан-
дартных схем на сдвинутых сетках второго и четвертого порядков. Показано, что в рабочем диапазоне
дискретизаций разрывный метод Галеркина с полиномами первой степени в качестве базисных функций
является наименее точным из рассматриваемых подходов. Дисперсионная ошибка P2-формулировки ме-
тода Галеркина сравнима с ошибкой конечно-разностной схемы четвертого порядка, если рассматривается
по отношению к числу степеней свободы на длину волны. Использование P3-формулировки позволяет су-
щественно снизить численную дисперсию до уровня 0.001% для рассматриваемых дискретизаций (3–100
ячеек сетки на длину волны), что зачастую является избыточным для сейсмического моделирования.

Отдельно следует отметить, что с увеличением порядка полиномов в разрывном методе Галеркина
происходит квадратичный рост числа степеней свободы при фиксированной сетке. При этом необходи-
мый для проведения моделирования объем оперативной памяти растет пропорционально числу степеней
свободы, в то время как число операций с плавающей точкой растет квадратично по отношению к числу
степеней свободы на ячейку сетки. В результате можно утверждать, что для типичных задач сейсмиче-
ского моделирования с дискретизацией порядка 3–20 ячеек сетки на длину волны и с требованием, чтобы
численная дисперсия не превосходила 0.05%, оптимальным является разрывный метод Галеркина с по-
линомами второй степени в качестве базисных функций. Формулировка P1 не обеспечивает достаточной
точности расчетов, в то время как P3-формулировка является чрезвычайно ресурсоемкой с вычислитель-
ной точки зрения.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (коды проектов 13–05–00076, 13–05–12051,
14–05–00049, 14–05–93090, 15–35–20022, 15–05–01310).
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Abstract: The dispersion analysis of the discontinuous Galerkin method as applied to the equations of
dynamic elasticity theory is performed. Depending on the degrees of basis polynomials, we consider the P1, P2,
and P3 formulations of this method in the case of regular triangular meshes. It is shown that, for the problems
of seismic modeling, the P2 formulation is optimal, since a sufficient accuracy (the numerical dispersion does
not exceed 0.05%) and the computational efficiency are achieved. The application of the P1 formulation leads
to an undesirably high numerical dispersion. The P3 formulation allows one to obtain accurate results, but its
computational cost is very high when the number of grid cells per wavelength belongs to range between 3 and
20, which is typical for the seismic modeling.
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