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ПАРАЛЛЕЛЬНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ БЫСТРОГО МЕТОДА РЕШЕНИЯ

УРАВНЕНИЙ АГРЕГАЦИОННО-ФРАГМЕНТАЦИОННОЙ КИНЕТИКИ

ТИПА УРАВНЕНИЙ СМОЛУХОВСКОГО

C. A. Матвеев1

Предложена параллельная реализация быстрого алгоритма решения систем кинетических урав-
нений агрегации и фрагментации типа уравнений Смолуховского. Эффективность реализации
продемонстрирована на конкретных задачах агрегационно-фрагментационной кинетики. С по-
мощью предложенной параллельной реализации быстрого алгоритма получены решения с ос-
циллирующей полной плотностью агрегатов.

Ключевые слова: уравнение Смолуховского, кинетика процессов агрегации и фрагментации, схема
предиктор–корректор, крестовый алгоритм интерполирования, малоранговые матричные аппроксимации,
дискретная свертка, параллельные вычисления.

1. Введение. Важная задача механики — описание взаимодействующих частиц сложной системы,
неупруго сталкивающихся между собой. Неупругие соударения хаотически движущихся частиц лежат в
основе самых разнообразных физических явлений: от роста полимеров до образования звезд и планет [8].
Распределение частиц по размерам в таких физических системах определяется балансом процессов аг-
регации и фрагментации соударяющихся частиц. В случае однородных систем эволюция распределения
частиц по размерам описывается системой уравнений, которая носит название “уравнения Смолуховского”.
Каждое уравнение в этой системе определяет эволюцию концентрации частиц соответствующего размера
вследствие процессов агрегации и фрагментации. В настоящей статье рассматривается дискретный вари-
ант уравнения Смолуховского, когда все объекты (агрегаты) состоят из определeнного числа мономеров,
т.е. частиц минимального размера, возможного в данной системе [2, 3].

В настоящей статье приводится математическая модель процессов агрегации и фрагментации в при-
ложении к планетарным кольцам [6], описывающая только бинарные взаимодействия агрегатов. Из-за не
слишком высокой плотности рассматриваемой физической системы тройные взаимодействия редки, сле-
довательно, ими можно пренебречь. Таким образом, принятое нами приближение представляется обосно-
ванным.

Пусть nk — концентрация (т.е. количество частиц в единице объема) агрегатов, которые содержат k

“элементарных” частиц (мономеров). Уравнения Смолуховского описывают эволюцию концентраций nk

во времени. В процессе эволюции образуются всe бо́льшие и бо́льшие частицы, так что система уравнений
Смолуховского, строго говоря, бесконечна (подробное описание модели приведено в разделе 2 настоящей
статьи). В связи с этим прямое применение классических вычислительных методов для решения такого
рода задач представляется затруднительным. Использование обычных разностных схем для семейства
конечных систем дифференциальных уравнений, аппроксимирующих бесконечные системы, оказывается
слишком затратным в терминах требуемой алгоритмической сложности и объeмов памяти. В то же вре-
мя, применение методов Монте-Карло для прямого моделирования процессов агрегации и фрагментации
(например, [11]) оказывается нецелесообразным из-за их невысокой точности.

В работе [14] предложен быстрый численный метод, позволяющий снизить асимптотику алгоритми-
ческой сложности шага разностной схемы предиктор–корректор с O

(
M2

)
до O(M logM) арифметических

операций, где M — число уравнений в конечной системе дифференциальных уравнений, аппроксимиру-
ющих исходную, что позволяет значительно расширить класс решаемых задач. Этот метод основывает-
ся на применении малоранговых матричных аппроксимаций и быстрых алгоритмов линейной алгебры
(подробное описание данного алгоритма дано в разделе 3). Однако даже такого снижения алгоритми-
ческой сложности недостаточно в случаях, когда число уравнений M оказывается порядка ста тысяч
и более. В этой связи, в настоящей работе предложена параллельная реализация этого алгоритма, поз-
воляющая ускорить его в десятки раз для решения систем большой размерности (см. раздел 4). Пре-
имущества параллельной реализации продемонстрированы ниже применительно к конкретным задачам
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агрегационно-фрагментационной кинетики. При использовании предложенного параллельного алгоритма
в данной работе получены стационарные решения систем уравнений рассматриваемой модели агрегации
и фрагментации и решения с периодически осциллирующей полной плотностью агрегатов (результаты
моделирования см. в разделе 5).

2. Модель агрегации и фрагментации частиц в планетарных кольцах. В планетарных коль-
цах образование новых агрегатов происходит при парных столкновениях частиц с их с последующим
слиянием или дроблением на более мелкие частицы [5]. Результат столкновения определяется величиной
кинетической энергии относительного движения сталкивающихся частиц: при малых значениях энергии
частицы сливаются, а при больших — разрушаются на осколки. В широком диапазоне параметров часто-
та столкновений с агрегацией частиц пропорциональна частоте столкновений, приводящих к разрушению
частиц [6]. В результате получается, что кинетические коэффициенты Aij , характеризующие процесс
распада, и коэффициенты Cij , характеризующие процесс агрегации, отличаются множителем λ > 0, т.е.
Aij = λCij . Таким образом, приходим к следующей системе уравнений, описывающей динамику агрегации
и фрагментации частиц в планетарных кольцах [6]:

dnk(t)

dt
=

1

2

∑

i+j=k

Cijninj − (1 + λ)nk

∑

j>1

Cjknj , k = 2,∞ . (1)

При λ = 0 получим классическую систему уравнений агрегации Смолуховского. Уравнение для мономеров
с учeтом указанных выше процессов принимает вид

dn1

dt
= −n1

∑

j>1

C1jnj +
λ

2

∑

i,j>2

Cij(i + j)ninj + λn1

∑

j>2

jC1jnj .

Вводя начальные условия n1(t = 0) = n10 , . . . , nk(t = 0) = nk0
, . . . , получаем задачу Коши для бесконечной

системы дифференциальных уравнений.
Из физических соображений следует симметричность, неотрицательность и однородность коэффици-

ентов Cij [3, 8]:
Cij = Cji > 0, Cki,kj = kαCij . (2)

В качестве характеристики состояния системы в момент времени t введeм полную концентрацию агрега-

тов: N(t) =

∞∑

j=1

nj(t), а также общую массу вещества: M(t) =

∞∑

j=1

jnj(t).

Отметим, что полная масса агрегатов сохраняется M(t) = M(0) = const, если в (2) выполняется
условие α < 1.

В случае Cij ≡ 1 и nk(0) = δ1k можно получить аналитическое решение указанной системы уравне-
ний [3, 6]:

N(t) =





2λ

1 + 2λ− exp (−λt)
, если λ > 0,

2

2 + t
, если λ = 0 .

Далее подробно рассматривается численный алгоритм, предложенный в [14], и предлагается его парал-
лельная реализация.

3. Быстрый алгоритм. Сформулируем численный метод решения рассматриваемых систем урав-
нений для моделирования процессов агрегации и фрагментации в планетарных кольцах [14]. Отметим,
что эта схема легко адаптируется к уравнениям других моделей [1, 4, 13].

Приблизим исходную бесконечную систему дифференциальных уравнений конечной системой из тех
же уравнений при k = 1,M . Приводя подобные члены в уравнении для мономеров, упростим запись
конечной системы:





dn1

dt
=−(1 + λ)n1

M∑

i=1

C1ini + λ

M∑

i=1

ini

M∑

j=1

Cijnj ,

dnk

dt
=−(1 + λ)nk

M∑

i=1

Ckini +
1

2

k−1∑

i=1

Ci,k−inink−i, k = 2,M .

Вводя обозначения
nT(t) =

[
n1(t), n2(t), . . . , nM (t)

]
, nT

0 =
[
n10 , n20 , . . . , nM0

]
,
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S(n) =




λ

M∑

i=1

ini

M∑

j=1

Cijnj − (1 + λ)n1

M∑

i=1

C1ini

1

2

∑

i+j=2

Cijninj − (1 + λ)n2

∑

j>1

Cj2nj

. . .

1

2

∑

i+j=k

Cijninj − (1 + λ)nk

∑

j>1

Cjknj

. . .

1

2

∑

i+j=M

Cijninj − (1 + λ)nk

∑

j>1

Cjknj




, (3)

можем записать приближение исходной бесконечной системы в компактном виде:

dnT

dt
= S

(
n(t)

)
, nT(0) = nT

0 . (4)

Применим к (4) явную разностную схему предиктор–корректор по времени:

nk+1/2 − nk

0.5 ∆t
= S

(
nk

)
,

nk+1 − nk

∆t
= S

(
nk+1/2

)
, nT(0) = nT

0 . (5)

Выбранная схема имеет второй порядок точности по временно́й сетке. Арифметическая сложность шага
разностной схемы при данном подходе составит O

(
M2

)
операций. Далее повторим описание алгоритма

вычисления оператора (3) из работы [14] со сложностью O(M logM) операций.
Предположим, что функцию Cij от переменных i = 1,M и j = 1,M можно приблизить суммой вида

Cij ≈

R∑

α=1

Uα(i)Vα(j).

Поиск такого приближения равносилен построению приближения в виде скелетного разложения для мат-
рицы

C =




C11 C12 . . . C1M

C21 C22 . . . C2M

. . . . . . . . . . . .

CM1 CM2 . . . CMM


 ≈ UV T, (6)

с матрицами U , V размеров M × R. Разложение (6) будем строить с помощью крестового интерполяци-
онного алгоритма [17], что позволяет хранить 2MR значений элементов матриц U , V вместо исходных
M2 элементов Cij . Построение этого разложения с помощью крестового алгоритма потребует O

(
MR3

)

арифметических операций.
Рассмотрим функцию дискретного аргумента

f1(k) =
∑

i+j=k

Cijninj ≡

k−1∑

i=1

Ci,k−inink−i, k = 1,M . (7)

С помощью приближений для Cij функцию f1(k) можно представить в виде

f1(k) =
k−1∑

i=1

Cijnink−i ≈

k−1∑

i=1

R∑

α=1

Uα(i)Vα(k − i)nink−i =
k−1∑

i=1

R∑

α=1

Ûα(i)V̂α(k − i),

Ûα(i)≡Uα(i)ni, V̂α(i) ≡ Vα(i)ni .

(8)

Таким образом, в (8) имеем сумму из R нижнетреугольных дискретных свeрток массивов Ûα(i) и V̂α(j),
каждую из которых можно вычислить за O(M logM) арифметических операций одновременно при всех
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значениях k = 1,M [7]. В результате, сложность вычисления первой суммы из системы (1) при k = 1,M
снизится с O

(
M2

)
до O(RM logM) арифметических операций.

Далее рассмотрим дискретную функцию

f2(k) =

M∑

i=1

Cikni, k = 1,M . (9)

Вычисление значений f2(k) при k = 1,M напрямую из (9) потребует O
(
M2

)
арифметических операций.

Заметим, что операция (9) эквивалентна операции умножения матрицы C на вектор значений ni. Через
разложение (6) вычисление (9) можно свести к поочерeдному умножению факторов разложения U , V T

на соответствующие векторы. Таким образом, сложность вычисления (9) снижается до O(MR) операций.
Заметим, что вычисление кратной суммы из уравнения для мономеров можно свести к умножению

факторов разложения симметричной матрицы значений Cij на векторы:

M∑

i=1

M∑

j=1

Cij ininj = [n1 2n2 . . . MnM ]×




C11 C12 . . . C1M

C21 C22 . . . C2M

. . . . . . . . . . . .

CM1 CM2 . . . CMM


×




n1

n2

. . .

nM


 ≈

≈ [n1 2n2 . . . MnM ]× UV T ×




n1

n2

. . .

nM


 .

(10)

Таким образом, сложность вычисления кратной суммы снижается с O
(
M2

)
до O(MR) арифметических

операций.
Используя построенные методы для вычисления (7), (9), (10) в схеме (5), получаем снижение сложно-

сти шага разностной схемы с O
(
M2

)
до O(RM logM) арифметических операций, где R — число столбцов

в факторах U , V разложения C ≈ UV T. При R ≪ M построенный метод потребует существенно меньше
арифметических операций для осуществления шага разностной схемы, а также меньше ячеек памяти,
необходимых для хранения значений Cij , чем исходный. Ниже мы приводим ряд случаев, когда кинети-
ческие коэффициенты, использующиеся для моделирования разных физических систем, представимы в
виде разложений с разделeнными переменными с малым значением R.

4. Параллельная реализация быстрого алгоритма. Сформулируем параллельные алгоритмы
быстрого вычисления значений функций (8), (9), а также значения кратной суммы (10). Для этого распре-
делим элементы матриц скелетного разложения U , V по p процессорам в виде пар блоков Uk, V k размеров
M

p
× R, а вектор n распределим по процессорам в виде блоков длины

M

p
. Строить скелетное разложе-

ние с введенным распределением блоков Uk, V k будем с помощью параллельной реализации крестового
алгоритма матричной интерполяции [15].

Вычисление значений (9) будем проводить в три этапа.

Алгоритм 1.

1. Вычисляем по отдельности на каждом процессоре ỹi = Vini, i = 1, p.

2. С помощью операции коллективного взаимодействия (редукция по сумме) распределяем на все про-

цессоры вектор ỹ =

p∑

i=1

ỹi длины R.

3. Вычисляем по отдельности на каждом процессоре итоговый блок yi = Uiỹ длины
M

p
.

Таким образом, предложена параллельная реализация быстрого вычисления значений функции f1(k).

Рассмотрим вспомогательную задачу вычисления значений функции

g(k) =

k∑

i=0

aibk−i, k = 0,M − 1.
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Вычисление g(k) равносильно задаче умножения треугольной тeплициевой матрицы

T (a) =




a(v0) 0 0 . . . 0
a(v1) a(v0) 0 0 0
a(v2) a(v1) a(v0) 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

a(vN ) a(vN−1) . . . . . . a(v0)




на вектор значений b. Заметим, что матрицу T (a) можно представить в виде суммы обычного и косого
циркулянтов:

1

2




a(v0) a(vN ) a(vN−1) . . . a(v1)
a(v1) a(v0) a(vN ) . . . a(v2)
. . . . . . . . . . . . . . .

a(vN ) a(vN−1) . . . . . . a(v0)


+

1

2




a(v0) −a(vN ) −a(vN−1) . . . −a(v1)
a(v1) a(v0) −a(vN ) . . . −a(v2)
. . . . . . . . . . . . . . .

a(vN ) a(vN−1) . . . . . . a(v0)


=

1

2

(
C+ + C−

)
= T (a).

Следовательно, T (a)b =
1

2

(
C+b+ C−b

)
. Быстрое умножение каждого из циркулянтов на вектор основы-

вается на использовании быстрого дискретного преобразования Фурье (параллельная версия алгоритма
быстрого преобразования Фурье реализована, например, в библиотеке Intel MKL), которое при используе-
мом распределении векторов по процессорам можно выполнить параллельно. Далее, пользуясь (8), снова
сводим вычисление (7) к R вычислениям функций вида g(k) и вычислению суммы их значений. Отсюда
имеем параллельный алгоритм вычислений функции g(k).

Алгоритм 2.

1. Вычисляем параллельно R векторов-свeрток с помощью известных параллельных алгоритмов умно-
жения треугольной теплициевой матрицы на вектор.

2. Складываем на каждом процессоре R блоков-результатов умножения.

Параллельное вычисление кратной суммы проводится в два этапа: параллельно вычисляем произве-
дение скелетного разложения матрицы C на вектор n (см. алгоритм 1), далее вычисляем параллельно
скалярное произведение векторов [n1 2n2 . . . MnM ]× [f1 2f2 . . . MfM ]T, где f ≡ Cn.

Таким образом, построены параллельные алгоритмы для вычисления всех составляющих операто-
ра S. Шаги используемой явной разностной схемы предиктор–корректор будем тоже осуществлять па-

раллельно, работая по отдельности на каждом процессоре с вектор-блоками длины
M

p
. Следовательно,

предложен параллельный вариант быстрого алгоритма решения кинетических систем уравнений агрега-
ции и фрагментации.

5. Численные эксперименты. При моделировании процессов агрегации и фрагментации часто
используются кинетические коэффициенты (ядра) следующего вида [2, 3, 8, 12]:

Cij =
(
i1/3 + j1/3

)2
√

1

i
+

1

j
, (11)

Cij = iµjν + iνjµ; µ+ ν < 1; µ > 0; ν > 0, R ≡ 2,

Cij =
((

i1/3 + j1/3
)(
i−1/3 + j−1/3

))3

, R ≡ 7,

Cij = 1, R ≡ 1, (12)

Cij = ij, R ≡ 1,

Cij = i+ j, R ≡ 2.

Заметим, что все приведeнные функции, кроме (11), уже представлены в виде разложений с разделeнными
переменными фиксированного ранга с R 6 7, а для ядра (11) в работе [16] доказана следующая теорема.

Теорема. Ядро C(u, v) =
(
u1/3+v1/3

)2
√

1

u
+

1

v
можно приблизить суммой C(u, v) ≈

M∑

α=1

Uα(u)Vα(v)

с относительной точностью ε на двумерной сетке по u и v с числом слагаемых M = O

(
log

1

ε

)
.
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Таким образом, для достаточно широкого класса задач моделирования процессов агрегации и фраг-
ментации описанный метод позволяет существенно ускорить схему предиктор–корректор. Сравнение эф-
фективности рассматриваемого быстрого метода со схемой предиктор–корректор проведено в [14]. При
больших значениях M быстрый метод позволяет ускорить исходную схему более чем в 1000 раз.
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стационарных решений задачи Коши и решений с

осциллирующей полной плотностью агрегатов

При программной реализации параллельного ал-
горитма использовалась версия дискретного парал-
лельного преобразования Фурье, реализованная в биб-
лиотеке Intel MKL. Результаты тестирования данной
операции согласуются с документацией к параллель-
ному алгоритму дискретного преобразования Фурье
библиотеки Intel MKL и теоретическими результата-
ми по его масштабируемости [18] (рис. 1 и 2). Так
как алгоритмическая сложность быстрого преобразо-
вания Фурье определяет алгоритмическую сложность
полного алгоритма, масштабируемость данной опера-
ции определяет и масштабируемость параллельного
алгоритма решения уравнений агрегации и фрагмен-
тации.

Тестовые расчeты с ядрами (11), (12) под-
тверждают эффективность параллельной реализации
быстрого алгоритма: при больших значениях M по-
лучено ускорение алгоритма более чем в десятки раз
(табл. 1 и 2).

В табл. 1 показано время тестового расчeта для M = 409 600, Cij =
(
i1/3 + j1/3

)2
√

1

i
+

1

j
, R = 16,

t ∈ [0, 1], λ = 10−3, τ = 10−4; кластер ИВМ РАН; вычислительные узлы по 8 ядер (два 4-ядерных
процессора Intel Xeon X5355@2.66 ГГц).

В табл. 2 показано время тестового расчeта для M = 4 194 304 ≡ 222, Cij = 1, R = 1, t ∈ [0, 1],
λ = 10−3, τ = 10−3; cуперкомпьютер “Ломоносов” (НИВЦ МГУ им. М. В. Ломоносова).

При использовании параллельной реализации быстрого алгоритма продемонстрировано качественное
влияние значение параметра λ на решение задачи Коши для системы уравнений агрегации и фрагмен-
тации. Для задач, отличающихся только значением параметра λ, получены стационарные решения и ре-
шения с периодически осциллирующей полной плотностью агрегатов (рис. 3). Для проведения расчeтов

использовались следующие параметры. Начальное условие nk0
=

1

10
, k = 1, 10, nk0

= 0, k > 10; яд-

ро C(i, j) = i0.75j−0.75 + i−0.75j0.75; кластер ИВМ РАН. Для выполнения закона сохранения массы при
расчeтах для малых значений λ < 0.005 численно решались конечные системы дифференциальных урав-
нений порядков вплоть до M = 204 800.
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Таблица 1

Число ядер Время, сек. Ускорение

1 127 106 1.0

2 77 882 1.63

4 41 800 3.04

8 20 576 6.18

16 40 419 3.14

32 30 008 4.24

64 11 317 11.23

Таблица 2

Число ядер Время, сек. Ускорение

1 4600 1.0

2 2687 1.71

4 1578 3.54

8 1052 4.37

16 675 6.81

32 464 9.91

64 267 17.28

128 185 24.86

256 104 44.23

6. Заключение. В настоящей статье рассмотрен быстрый алгоритм решения систем уравнений аг-
регационно-фрагментационной кинетики типа уравнений Смолуховского [14]. Для ряда ядер приведены
точные значения и теоретические оценки рангов их разложений с разделeнными переменными, демон-
стрирующие широкую применимость описанной численной схемы. Предложена параллельная реализация
рассмотренного быстрого алгоритма, базирующаяся на использовании параллельных алгоритмов постро-
ения малоранговых матричных аппроксимаций [15], параллельных алгоритмов умножения малоранговых
матриц на вектор и быстрых параллельных алгоритмов вычисления дискретной свeртки массивов. При
использовании предложенного алгоритма продемонстрировано влияние значения параметра λ на харак-
тер решения задачи Коши — при больших λ найдены стационарные решения, а при малых получены
решения с периодически осциллирующей полной плотностью агрегатов. Новый параллельный алгоритм
позволяет ускорить расчeты в десятки раз и перейти к исследованию новых задач, для решения которых
требуется рассматривать системы из сотен тысяч дифференциальных уравнений.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 14–11–00806). Чис-
ленные эксперименты по тестированию программной реализации параллельного алгоритма на суперком-
пьютере “Ломоносов” выполнены при поддержке РФФИ (код проекта 13–01–12061-офи_м).
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