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АНАЛИЗ РЕЗОНАНСНОГО ВОЗБУЖДЕНИЯ СЛОИСТЫХ И БЛОЧНЫХ СРЕД

НА ОСНОВЕ ДИСКРЕТНЫХ МОДЕЛЕЙ

В.М. Садовский1, Е.П. Ченцов2

В рамках дискретных моделей исследуются резонансные процессы в структурно неоднородных
материалах со слоистой и блочной микроструктурой. Вычислены собственные частоты про-
дольного движения частиц в линейной моноатомной цепочке, имитирующей слоистую среду,
с различными типами граничных условий. Для анализа поведения цепочки в окрестности ре-
зонансных частот построены спектральные портреты матриц. Показано, что при предельном
переходе от модели моноатомной цепочки с упругими связями, учитывающей сопротивление
вращению частиц, к модели моментного континуума выделяется характерная резонансная ча-
стота вращательного движения, не зависящая от длины цепочки.

Ключевые слова: микроструктура, упругость, резонанс, дискретная цепочка, моментный контину-
ум, блочная среда, вращательное движение.

1. Введение. К исследованию волновых движений в структурно неоднородных деформируемых сре-
дах применяются как дискретные, так и непрерывные математические модели. В простейшей дискретной
модели многослойной среды с податливыми прослойками рассматривается линейная цепочка частиц (ма-
териальных точек), последовательно связанных между собой упругими пружинами. В моноатомной це-
почке массы всех частиц и жесткости пружин одинаковы. Такое приближение возможно в случае тонких
прослоек, массой которых можно пренебречь. В двухатомной цепочке чередуются две различные массы,
которые рассматриваются как массы слоев и массы прослоек. Волновые процессы в цепочках, в частности
резонансы, вызванные внешними периодическими возмущениями, изучались в линейном [1–3] и нелиней-
ном [4–7] приближениях. Было показано, что при учете сил вязкости в решетке амплитуды резонансов
становятся конечными [8] и что за счет дефектов связей весь спектр резонансных частот перестраива-
ется [9, 10]. Моделированию волн в двумерных решетках (прямоугольных и треугольных) посвящены
работы [11–13].

Простейшая непрерывная модель деформируемой среды с микроструктурой формулируется в тер-
минах одномерного волнового уравнения, которое может быть получено из дискретной модели цепочки
предельным переходом при стремлении к бесконечности числа частиц в предположении постоянной плот-
ности и скорости упругих волн. Резонансные решения волнового уравнения для различных вариантов
нелинейности получены в работах [14–16]. В [17, 18] исследованы модельные одномерные уравнения для
описания резонанса.

Общие вопросы теории колебаний и резонансных явлений рассмотрены в монографиях [19–21]. Многи-
ми авторами исследовались прикладные задачи о резонансном возбуждении механических и физических
систем. В работе [9] на основе дискретных моделей изучены резонансы в дискретных сетях и фотонных
кристаллах. В [22] демонстрируются возможности резонансного метода разрушения ледяного покрова с
помощью изгибно-гравитационных поверхностных волн [23].

В настоящей статье на основе дискретных моделей исследуются резонансы, связанные с продольными,
поперечными и вращательными колебаниями в слоистых и блочных средах.

2. Общая постановка. Дискретное моделирование процессов распространения упругих волн беско-
нечно малой амплитуды приводит к системе обыкновенных дифференциальных уравнений

A Ü +B U = F, (1)

где U — вектор обобщенных координат, F — вектор внешних сил, A — симметричная положительно опреде-
ленная матрица обобщенных масс, B — симметричная неотрицательно определенная матрица жесткости.
Точками над символом обозначаются производные по времени.
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Для системы (1) выполняется уравнение Ė = FU̇ , характеризующее изменение полной энергии E =(
U̇A U̇+UB U

)
/2. Если вектор F зависит от времени периодически F = F̂ eiωt с частотой ω, то вектор U =

Û eiωt тоже периодический, причем
(
B−ω2A

)
Û = F̂ . Исключение составляют собственные (резонансные)

частоты, для которых условие периодичности U нарушается. Квадраты частот λ = ω2 являются корнями
характеристического уравнения det(B−λA) = 0. В силу симметрии и знакоопределенности матриц A и B
корни этого уравнения действительны и неотрицательны, причем их число с учетом кратности в точности
равно размерности системы (1). Корням отвечают линейно независимые собственные векторы, каждый
из которых является решением однородной системы (B − λA)Z = 0.

Для нерезонансных частот имеем Û = −R
(
ω2

)
A−1F̂ , где R(λ) =

(
λE − A−1B

)
−1

— резольвента,
E — единичная матрица. При исследовании поведения системы в окрестности собственных частот стро-
ится спектральный портрет матрицы A−1B. Одна из технологий построения спектральных портретов [24]
состоит в прямом вычислении значений

s(λ) =
1∥∥A−1B
∥∥ ∥∥R(λ)

∥∥

с использованием спектральной матричной нормы в узлах некоторой сетки на плоскости комплексной
переменной λ и с последующим построением картины линий уровня для s(λ). Спектральный портрет
позволяет визуально отделить собственные частоты, а также проанализировать изменение амплитудного
вектора Û в их окрестности. Быстрое уменьшение величины s(λ) при приближении к собственной частоте
указывает на сильную чувствительность системы к возмущениям, что в точности соответствует общим
представлениям о резонансе.

При учете вязкости система уравнений (1) дополняется слагаемыми, зависящими от U̇ :

A Ü +M U̇ +B U = F. (2)

Здесь M — неотрицательно определенная (вообще говоря, несимметричная) матрица с малыми коэффи-
циентами. В левой части уравнения изменения энергии появляется диссипативное слагаемое U̇MU̇ > 0.
Проблема определения собственных частот приводится к алгебраическому уравнению

det
(
B + i ωM − ω2A

)
= 0,

которое указывает на то, что матричные портреты целесообразно изображать не на действительной пря-
мой, а на комплексной плоскости. Для нелинейных моделей матрицы-коэффициенты системы (2) и вектор
правой части могут зависеть от U и U̇ . В этом случае универсального алгоритма анализа резонансных
процессов, по-видимому, не существует.
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Рис. 1. Схема дискретной цепочки

3. Продольные колебания. Рассматривается линейная дискретная цепочка из n материальных
точек массы m, соединенных между собой пружинами жесткости k. Расстояние между материальными
точками равно h, длина цепочки в целом l = (n − 1)h. К массам цепочки в продольном направлении
приложены возмущающие силы Pj ; в результате они получают перемещения uj , зависящие от времени.
Схема дискретной цепочки приведена на рис. 1.
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Дискретная цепочка представляет собой механическую систему с n степенями свободы. Уравнения
движения в форме Лагранжа принимают следующий вид:

d

dt

∂L

∂u̇j
− ∂L

∂uj
= Pj , T =

m

2

n∑

j=1

u̇2
j , Π =

k

2

n−1∑

j=1

(uj+1 − uj)
2.

Здесь L = T −Π — функция действия, T — кинетическая энергия, Π — потенциальная энергия цепочки.
В развернутой форме эти уравнения приводятся к системе

mü1 − k (u2 − u1) = P1, m üj − k (uj+1 − 2 uj + uj−1) = Pj , m ün − k (un − un−1) = Pn, (3)

а в матричной форме — к системе (1) с матрицами A = mE,

B =




− k k 0 . . . 0
k −2 k k . . . 0
0 k −2 k . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · − k




, B − λA = m




γ − λ −γ 0 . . . 0
−γ 2 γ − λ −γ . . . 0
0 −γ 2 γ − λ . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . γ − λ




, γ =
k

m
.

Соответствующее характеристическое уравнение решается в явном виде. Для этого строятся собственные
векторы с компонентами Zj+1 = sin (j α + β), которые выражаются через параметры α и β. Система
уравнений для собственных векторов автоматически выполняется, если

λ = 4 γ sin2
α

2
, tgβ =

sin α

cos α− 1
, α =

πs

n
, s = 0, . . . , n− 1.
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Рис. 2. Спектральный портрет матрицы

(n = 11)

Для примера на рис. 2 изображен спектральный порт-
рет матрицы дискретной цепочки для n = 11 на плоскости
действительных и мнимых осей λ. Из рис. 2 видно, что ре-
зонансные частоты системы примерно эквивалентны в том
смысле, что в окрестности каждой из них амплитуды коле-
баний растут в равной степени по мере приближения к соот-
ветствующей резонансной частоте. Исключениями являют-
ся пятна, находящиеся на границах диапазона. Спектраль-
ный портрет для системы большего порядка качественно
практически не меняется.

Формально устремляя n к бесконечности так, чтобы вы-
полнялось условие γ h2 = c2, где c — скорость распростране-
ния возмущений по цепочке, можно получить из (3) непре-
рывную модель бесконечной (плотной) цепочки со свободными концами:

ux(0, t) = 0, ü− c2uxx = p(x, t), ux(l, t) = 0. (4)

Уравнения (4) описывают продольные волны в однородном упругом стержне. Известно [25], что собствен-
ные частоты в стержне при поставленных таким образом граничных условиях равны πc/l, 2πc/l, 3πc/l и
т.д. Эти же частоты получаются по формулам для дискретной цепочки после предельного перехода при
n → ∞:

sin
α

2
≈ α

2
, λ ≈ γ

(
πs

n

)2

≈
(
πc

l
s

)2

, ω =
√
λ . (5)

Аналогичным способом можно исследовать резонансные частоты в цепочке с закрепленным левым
концом, в которой первая материальная точка соединена пружиной жесткости k с неподвижной опорой.
В этом случае

B − λA = m




2 γ − λ −γ 0 · · · 0
−γ 2 γ − λ −γ · · · 0
0 −γ 2 γ − λ · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · γ − λ




.
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Компоненты собственных векторов выражаются по формуле Zj = sin jα через параметр α, пробегающий
все корни нелинейного уравнения χ(α) = 0 на интервале (0, π), где χ = (1 − cos α) sin nα − cos nα sin α.
Анализируя поведение функции χ(α), можно показать, что это уравнение имеет ровно n корней на данном
интервале. Каждому из них соответствует собственное значение λ = 4 γ sin2 α/2. Типичные графики
функции χ для n = 5 и n = 7 представлены на рис. 3. На осях абсцисс отмечены точки α = πs/n —
границы интервалов перемены знака функции.

При достаточно малых α справедливо представление 2χ(α) ≈ α2 sin nα− 2α cos nα, поэтому уравне-
ние для α можно заменить уравнением α = 2 ctgnα. Корень, лежащий на s-м интервале перемены знака,
удовлетворяет неравенствам π(s− 1) < nα < πs, поэтому при n → ∞ значение α стремится к нулю, а зна-
чение nα остается ограниченным. Предельный переход в уравнении χ(α) = 0 показывает, что ctgnα → 0
при n → ∞; следовательно,

nα → π(2s− 1)

2
, λ ≈ γ α2 =

c2

h2
α2 ≈ c2

l2
(nα)2 →

(
πc

l

)2(
s− 1

2

)2

. (6)

Таким образом, при условии закрепления левого конца резонансные частоты ω =
√
λ в бесконечной це-

почке совпадают с собственными частотами продольных колебаний консольно закрепленного однородного
упругого стержня.
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Рис. 3. Графики функции χ(α): a) n = 5, б) n = 7

В случае двух закрепленных концов линейной дискретной цепочки характеристическая матрица си-
стемы отличается от предыдущего варианта закрепления диагональным элементом 2 γ − λ в последней
строке. Компоненты собственных векторов Zj = sin jα (j = 1, 2, . . . , n) определяются через параметр
α = πs/(n+ 1). При больших n выполнены соотношения

λ = 4 γ sin2
α

2
≈ γ α2 =

(
πs

n+ 1

)2

→
(
πc

l
s

)2

. (7)

Резонансные частоты ω =
√
λ в этом случае стремятся к собственным частотам однородного стержня с

жестко заделанными концами.
В целом, по результатам анализа дискретной модели продольных колебаний на основании формул (5)–

(7) можно сделать следующий вывод. При увеличении числа элементов в цепочке резонансные частоты
стремятся к собственным частотам продольных колебаний однородного упругого стержня с граничными
условиями, соответствующими способу закрепления концов цепочки. Эти частоты зависят не только от
механических параметров системы (жесткости и массы), но и от размера цепочки.

4. Поперечные и вращательные колебания. Пусть теперь на элементы цепочки, представляющие
собой материальные тела малого размера, действуют поперечные силы Qj и вращательные моменты Rj ,
в результате чего элементы поворачиваются на малые углы ϕj и получают в поперечном направлении
малые перемещения wj (рис. 4). Предположим далее, что концы цепочки закреплены по перемещениям
и свободны по вращениям, и сформулируем граничные условия в виде

w1 + w0 = 0, wn+1 + wn = 0, ϕ1 − ϕ0 = 0, ϕn+1 − ϕn = 0, (8)

после введения двух дополнительных элементов с индексами j = 0 и j = n + 1. Для таких граничных
условий резонансные частоты легко получить в замкнутой форме.
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Деформированное состояние цепочки описывается величинами

Λj−1/2 =
wj − wj−1

h
− ϕj + ϕj−1

2
, Mj−1/2 =

ϕj − ϕj−1

h
, h =

l

n
, j = 1, 2, . . . , n+ 1,

первая из которых характеризует деформацию сдвига, а вторая — кривизну. Выбор кинематических ха-
рактеристик деформирования в таком виде объясняется тем, что обе они тождественно равны нулю при
абсолютно жестком движении, когда вся цепочка со свободными концами поворачивается на произволь-
ный бесконечно малый угол.

X
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Рис. 4. Схема цепочки с вращательными степенями свободы

Упругое сопротивление пружин в цепочке моделируется с помощью уравнений: τj−1/2 = aΛj−1/2,
µj−1/2 = bMj−1/2, связывающих перерезывающие силы τj−1/2 и вращательные моменты µj−1/2 с дефор-
мациями и кривизнами. Кинетическая и потенциальная энергии рассматриваемой механической системы
вычисляются по формулам

T =
m

2

n+1∑

j=0

ẇ2
j +

J

2

n+1∑

j=0

ϕ̇2
j , Π =

a

2

n+1∑

j=1

Λ2
j−1/2 +

b

2

n+1∑

j=1

M2
j−1/2,

где J — момент инерции элементов. Уравнения Лагранжа принимают следующий вид:

mẅj = a
wj+1 − 2wj + wj−1

h2
− a

ϕj+1 − ϕj−1

2 h
+Qj ,

J ϕ̈j = a
wj+1 − wj−1

2 h
− a

ϕj+1 + 2ϕj + ϕj−1

4
+ b

ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1

h2
+Rj .

(9)

Применяя формулы преобразования

w′

j =
wj

l
, ϕ′

j = ϕj , t′ =
t

l

√
a

m
, h′ =

h

l
=

1

n
,

можно привести уравнения к безразмерной форме

ẅ′

j = n2
(
w′

j+1 − 2w′

j + w′

j−1

)
− n

2

(
ϕ′

j+1 − ϕ′

j−1

)
+Q′

j ,

J ′ϕ̈′

j =
n

2

(
w′

j+1 − w′

j−1

)
− 1

4

(
ϕ′

j+1 + 2ϕ′

j + ϕ′

j−1

)
+ n2b′

(
ϕ′

j+1 − 2ϕ′

j + ϕ′

j−1

)
+R′

j ,

где J ′ = J
/(

ml2
)
, b′ = b

/(
al2

)
, Qj = lQj/a, R

′

j = Rj/a. В данном случае точки над символами обозначают
производные по безразмерному времени t′. Такая форма уравнений, не требующая задания всех парамет-
ров, удобна при прямых численных расчетах движения цепочки под действием заданной системы сил и
моментов.

Уравнения (9) тоже можно представить в виде системы (1) с симметричными и знакоопределенными
матрицами. Подстановка в однородные уравнения выражений

wj = ŵ eiωt sin

(
j − 1

2

)
α, ϕj = ϕ̂ eiωt cos

(
j − 1

2

)
α, α =

πs

n+ 1
, s = 1, 2, . . . , n,
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которые автоматически удовлетворяют граничным условиям (8), приводит к системе линейных уравнений
для амплитуд ŵ и ϕ̂. Условие равенства нулю определителя системы, представляющее собой условие
существования нетривиальных решений, позволяет получить биквадратное уравнение для определения
собственных частот цепочки:

mJ ω4 − C ω2 + 16
ab

h4
sin4

α

2
= 0, C = ma cos2

α

2
+ 4

Ja+mb

h2
sin2

α

2
.

Отсюда

ω2 =
C ±

√
D

2mJ
, D = (ma)2 cos4

α

2
+ 2ma

Ja+mb

h2
sin2 α+ 16

(Ja−mb)2

h4
sin4

α

2
. (10)

Анализ формул (10) показывает, что собственные частоты при естественных ограничениях на пара-
метры цепочки (m, J, a, b > 0) всегда действительны и различны для разных s = 1, 2, . . . , n. Кроме того,
при увеличении длины цепочки выделяется характерная частота ω0. Ее можно обнаружить из рассмот-
рения рис. 5, на котором нанесены квадраты собственных частот цепочки из 10 элементов для различных
длин l от 0.5 до 2.5 м. Масса элементов m = 112.5 × 10−3 кг, момент инерции J = 46.68 × 10−6 кг м2 и
параметры упругости a = 1300 Н м, b = 3.3 Н м3 вычислены для блочной среды из ледяных кубиков с
ребром h0 = 0.05 м, взаимодействующих через податливые прослойки разной толщины.

0 4 10´ 6 6 10´ 6

l w=

2 10´ 6

2

2.5

2
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1
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l nh=
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0.5 10´ 6

1 10´ 6

0

Рис. 5. Квадраты собственных частот Рис. 6. Спектральный портрет матрицы
для цепочек разной длины (n = 9, l = 0.5 м)

Если номер s зафиксировать, то при заданной длине l существуют конечные пределы

lim
h→0

4

h2
sin2

α

2
= ν, lim

h→0

1

h2
sin2 α = ν, ν =

π2s2

l2
.

С помощью этих пределов коэффициенты формулы (10) для квадрата частоты бесконечной цепочки
упрощаются:

C = ma+ (Ja+mb) ν, D = (ma)2 + 2ma (Ja+mb) ν + (Ja−mb)2ν2.

Устремляя теперь l → ∞, т.е. ν → 0, можно установить, что ω0 =
√
a/J . Это единственная собственная

частота бесконечной цепочки бесконечной длины, которая связана с вращательным движением элементов.
Других резонансных частот нет.

Можно определить ω0 альтернативным способом, рассматривая модель из трех элементов (случай
n = 1). Тогда с учетом граничных условий (8) уравнения (9) при Q1 = R1 = 0 приводятся к виду:

mẅ1 = −4 a

h2
w1, J ϕ̈1 = −aϕ1.

Первое уравнение описывает поперечные колебания, а второе — независимые вращательные колебания
элемента с частотой ω0.

На рис. 6 изображен спектральный портрет матрицы для дискретной цепочки из 9 элементов для
l = 0.5 м. Частоты разбились на две группы, что очевидным образом следует из формул (10). По размеру
пятен на этом рисунке можно судить о том, что при приближении к частоте ω0 амплитуды колебаний на-
растают примерно в такой же степени, как и при приближении к остальным резонансным частотам. При
увеличении длины цепочки до l = 1 м частоты совмещаются в соответствии с рис. 5. На соответствующем
спектральном портрете, который представлен на рис. 7, выделяется одна частота ω0. На ней сошлись
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Рис. 7. Спектральный портрет матрицы Рис. 8. Спектральный портрет матрицы
(n = 9, l = 1 м) (n = 9, l = 1.5 м)

остальные частоты группы. Размер пятен указывает на достижимость резонансной частоты. При даль-
нейшем увеличении длины до l = 1.5м частоты снова расходятся (рис. 8). Единственной неподвижной
точкой при этом остается частота ω0 при схожем по сравнению с другими пятнами размере.

Уравнения (9) в пределе для бесконечной (плотной) цепочки длины l переходят в одномерные диф-
ференциальные уравнения континуума Коссера:

ρ0 ẅ = a0 (wxx − ϕx) + q(x, t), J0 ϕ̈ = a0 (wx − ϕ) + b0 ϕxx + r(x, t)

с граничными условиями w(0) = w(l) = 0, ϕx(0) = ϕx(l) = 0. Коэффициенты уравнений пересчиты-
ваются через механические параметры дискретной модели из соображений сохранения полной массы и
суммарного момента инерции:

ρ0 = lim
n→∞

m

h
, J0 = lim

n→∞

J

h
, a0 = lim

n→∞

a

h
, b0 = lim

n→∞

b

h
.

Собственные частоты континуума вычисляются по формулам

ω2 =
C0 ±

√
D0

2 ρ0 J0
, C0 = ρ0a0 + (J0a0 + ρ0b0) ν, D0 = (ρ0a0)

2 + 2 ρ0a0(J0a0 + ρ0b0) ν + (J0a0 − ρ0b0)
2ν2,

которые могут быть получены предельным переходом в формулах для частот собственных колебаний
конечной цепочки. Резонансные свойства континуума Коссера на основе модели пространственного напря-
женно-деформированного состояния изучались в работах [26–28]. Было установлено, что в моментной
среде существует резонансная частота, связанная с вращательным движением частиц, не зависящая от
размеров области и от типа граничных условий на ее границе.

При поперечных и вращательных колебаниях дискретной цепочки возникает целая система резо-
нансных частот, зависящих от числа элементов и длины цепочки. Наряду с ней существует единственная
резонансная частота вращательного движения, которая определяется только значениями механических
параметров модели.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 14–01–00130).
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Abstract: Resonant processes in structurally inhomogeneous materials of layered and block microstructure
are studied in the framework of discrete models. Natural frequencies of longitudinal motion in a linear monato-
mic chain modeling a layered medium are determined for various boundary conditions. In order to analyze
the behavior of the chain near resonant frequencies, the spectral portraits of the corresponding matrices are
specified. It is shown that a special resonant frequency of rotational motion is observed when passing to the
limit from a model of a monatomic chain with elastic connections to a moment continuum model. The particle
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rotation resistance is taken into account in this passage to the limit. This special resonant frequency does not
depend on the chain length.

Keywords: microstructure, elasticity, resonance, discrete chain, moment continuum, block medium, rota-
tional motion.
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