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АЛГОРИТМЫ ПОСТРОЕНИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ УПАКОВОК ДЛЯ

КОМПАКТНЫХ МНОЖЕСТВ НА ПЛОСКОСТИ

А.Л. Казаков1, П.Д. Лебедев2

Рассматривается задача об упаковке заданного числа равных кругов в компактное множество
на плоскости при наибольшем возможном их радиусе. Разработан аналитический алгоритм
отыскания наилучшей упаковки одного круга в многоугольник в евклидовом пространстве, ос-
нованный на максимизации функции расстояния от границы. На его основе создан алгоритм
итерационного улучшения упаковки в выпуклое множество, использующий разбиение на под-
множества (зоны Дирихле) с помощью диаграммы Вороного. Предложен численный алгоритм
построения упаковки для случаев невыпуклого множества и неевклидовой метрики, основан-
ный на оптико-геометрической аналогии. Проведено численное решение ряда примеров при
большом количестве элементов упаковки в евклидовом пространстве и для одной специальной
неевклидовой метрики.

Ключевые слова: упаковка кругов, зона Дирихле, диаграмма Вороного, оптико-геометрический
метод, вычислительный алгоритм, программный комплекс.

1. Введение. При решении разного рода прикладных задач часто требуется заменить множество
со сложной геометрией набором более простых однотипных объектов. Одним из наиболее распространен-
ных вариантов такой замены является аппроксимация ограниченного множества объединением заданного
числа шаров равного радиуса. При этом обычно рассматриваются две различных постановки: построение
покрытия, когда требуется, чтобы исходное множество лежало внутри объединения шаров; и упаковка,
когда, напротив, шары вложены в аппроксимируемое множество. Задача об упаковке возникает, в частно-
сти, в транспортной и инфраструктурной логистике [1, 2]; о покрытии — в оптимальном управлении [3].
Авторами настоящей статьи ранее в основном исследовалась задача о покрытии [4–6], задача об упаковке
рассматривалась применительно к правильным многоугольникам на плоскости [4].

Задача об упаковке шаров в компактное множество в конечномерном пространстве является одной из
классических проблем комбинаторной геометрии [7–9]. Одним из важных ее приложений является расста-
новка торговых либо логистических центров, обеспечивающая наилучший охват области, где проживают
потребители. При этом центры, фактически, размещаются в центрах кругов упаковки [10, 11] (при специ-
альном выборе метрики; непосредственно в работах об этом не упоминается), и они должны обслуживать
потребителей, расположенных не только внутри “своего” круга, но и частично за его пределами.

Многими математиками изучались упаковки базовых геометрических фигур на плоскости уже давно.
В частности, задача о построении наилучшей упаковки для квадрата рассматривалась в работах [12–15],
где получены результаты при числе элементов упаковки от 1 до 200. При малом их количестве (n 6 36)
упаковки Un найдены аналитически и доказано, что они являются наилучшими. Установлено, что для

радиуса r∗ наилучшей упаковки Un квадрата с длиной стороны a = 2 выполняется оценка r∗ >

√
2

4
√
3n2

(подробнее см. в [12, c. 146]). Задача о построении наилучшей упаковки для круга рассматривалась в
работах [16–18]. В них получены результаты при числе элементов упаковки от 1 до 85. В отличие от квад-
рата, наилучшие упаковки круга обычно обладают регулярной структурой. Все известные наборы кругов
Un наибольшего радиуса, вложенные в круг, имеют хотя бы одну ось симметрии, а их центры образу-
ют симметричные структуры (подробнее см. [16]). Пример наилучшей упаковки в круг U31, имеющей 6
осей симметрии, показан на рис. 1 [16, c. 148]. Можно видеть, что упаковка является гексагональной, т.е.
центры любых шести кругов, окружающих любой из кругов из U31, являются вершинами правильного
шестиугольника (подробнее о данном виде упаковок см. в [17]). Подобные аналитически построенные при-
меры оптимальных упаковок используются при разработке программных комплексов для оценки качества
результатов.
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Рис. 1. Наилучшая упаковка U31 для

круга

При больших n, а также в случае, когда метрика, задающая
расстояние между двумя точками, не является евклидовой, реше-
ние задачи об упаковке, вообще говоря, можно построить только
численно. Настоящая статья продолжает начатые авторами ранее
исследования по аппроксимации множеств на плоскости наборами
кругов [4–6], а также по решению задачи об оптимальном размеще-
нии логистических объектов на полигоне обслуживания [1, 10, 11],
и посвящена разработке и программной реализации алгоритмов
построения оптимальных упаковок шаров (кругов) в метрических
пространствах размерности два. Рассмотрены тестовые примеры
как в евклидовой метрике при больших n, так и для специальной
неевклидовой метрики.

2. Постановка задачи. Пусть X — некоторое метрическое
пространство.

Определение 1. Упаковкой Un компактного множества
M ⊂ X из n шаров радиуса r будем называть объединение
O(x1, r) ∪ O(x2, r) ∪ . . . ∪ O(xn, r) из n шаров, для которых вы-
полняются условия

∀i = 1, n O(xi, r) ⊆M,

∀i = 1, n− 1, ∀j = i+ 1, n int O(xi, r) ∩ int O(xj , r) = ∅.

Здесь int означает объединение внутренних точек множества. Таким образом, набор шаров равного ради-
уса является упаковкой множестваM в том случае, если все они вложены в M и все попарно пересекаются
только по своим границам (либо не имеют общих точек).

Поскольку в данной работе рассматриваются метрические пространства размерности два (в основ-
ном — евклидово), будем далее именовать шары кругами.

Обозначим множество всех упаковок множества M , состоящих из n кругов, через Υn(M). Ограни-
чимся далее рассмотрением выпуклых множеств ненулевой площади.

Задача 1. Пусть задано ограниченное замкнутое выпуклое множество M и число n ∈ N. Требуется
найти упаковку U∗

n ∈ Υn(M), радиус r∗ кругов которой был бы максимальным.
Упаковку U∗

n, являющуюся решением задачи 1, назовем наилучшей упаковкой множества M , состо-
ящей из n элементов. Ее решение сводится к отысканию некоторой n-сети Sn (т.е. набора из n точек,
см. [24]). Именно, необходимо найти n-сеть Sn ⊂ M , на которой достигается максимальное значение
функции

RM (Sn) = min
i=1,n

min







ρ
(

si,
(

Sn \ {si}
)

)

2
, ρ(si, ∂M)







. (1)

Здесь ρ(a, B) — расстояние от точки a до замкнутого множества B. Смысл выражения (1) состоит в том,
чтобы максимизировать радиус равных кругов, которые можно разместить с центрами в точках из Sn так,
чтобы они пересекались друг с другом и с границей ∂M множества M только в точках ограничивающих
их окружностей.

3. Построение упаковки из одного круга. Рассмотрим задачу 1 при n = 1 в двумерном евклидо-
вом пространстве. Это наиболее простой случай, который, однако, очень важен для разработки алгорит-
мов построения упаковок. Отыскание центра круга максимального радиуса, упакованного во множество
M , согласно формуле (1), сводится к нахождению точки s ∈M , в которой

ρ(s,Γ) = min
m∈M

ρ(m,Γ). (2)

Здесь и далее Γ — непрерывная кривая (в общем случае негладкая), совпадающая с границей множе-
ства M . Величина (2) равна радиусу упакованного круга.

Обозначим через ΩΓ(s) =
{

g ∈ Γ: ‖s− g‖ = ρ(s,Γ)
}

совокупность проекций точки s на множество Γ
(т.е. ближайших к s точек Γ в евклидовой метрике). Поскольку Γ, вообще говоря, невыпуклое множество
(в данном случае — всегда невыпуклое, так как мы не рассматриваем случай, когда M — отрезок), то в
некоторых случаях ΩΓ(s) может содержать более одного элемента (подробнее см. [19]). Поскольку M —
выпукло, то M = co Γ, где co Γ — выпуклая оболочка Γ.
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Лемма 1. Пусть M — выпуклое множество. Тогда точка s удовлетворяет условию (2) тогда и

только тогда, когда

s ∈ co ΩΓ(s). (3)

Доказательство. Прежде всего рассмотрим свойства функции u(x) = ρ(x,Γ) на множестве M .
Покажем, что на нем u(x) является вогнутой, т.е. для всех x1,x2 ∈ M и всех α ∈ [0, 1] справедливо
неравенство

u
(

αx1 + (1− α)x2

)

> αu(x1) + (1− α)u(x2). (4)

Положим x
∗ = αx1 + (1− α)x2, ri = u(xi), i = 1, 2, r∗ = αr1 + (1 − α)r2. По построению

int O(xi, ri) ∩ Γ = ∅, i = 1, 2.

Покажем, что выполняется вложение

int O
(

x
∗, r∗

)

⊆ co
(

int O(x1, r1) ∪ int O(x2, r2)
)

. (5)

Рассмотрим произвольную точку y
∗ ∈ int O

(

x
∗, r∗

)

. По построению она лежит на отрезке [y1,y2], где

yi = xi +
ri
r∗

(

y
∗ − x

∗
)

, i = 1, 2.

При этом yi ∈ int O(xi, ri), i = 1, 2. Следовательно, любая точка y
∗ ∈ int O

(

x
∗, r∗

)

принадлежит отрезку,
один конец которого лежит в int O(x1, r1), а другой — в int O(x2, r2). Значит, выполняется и вложение (5).
Поскольку int M — выпуклое множество, то из вложения (5) вытекает, что int O

(

x
∗, r∗

)

⊆ int M, т.е.

int O(x∗, r∗
)

∩ Γ = ∅, что, в свою очередь, доказывает выполнение неравенства (4).
Функция u(x) расстояния до Γ на R

2 \ Γ является супердифференцируемой [20, c. 243], ее супердиф-
ференциал равен

D+u(x) = co

{

x− y

ρ(x,M)
: y ∈ ΩΓ(x)

}

. (6)

Известно, что вогнутая функция на замкнутом множестве достигает максимума в той и только в той
точке, в которой ее супердифференциал содержит нулевой вектор [21]. Форма супердифференциала (6)
указывает, что это условие равносильно выполнению включения (3). Что и требовалось доказать. ✷

Лемма 1 позволяет указать метод отыскания центра наилучшей упаковки одного круга в выпуклый
многоугольник.

Теорема 1. Пусть M — выпуклый многоугольник, граница которого состоит из m отрезков ψi,

i = 1,m. В точке s ∈ M достигается максимум функции u(x) = ρ(x,Γ) только в том случае, если

выполнено хотя бы одно из двух следующих условий:

1) s является точкой пересечения биссектрис треугольника △ A1A2A3, вершины которого суть

точки пересечения трех прямых, каждая из которых содержит отрезок из числа ψi, i = 1,m;
2) точка s равноудалена от двух параллельных прямых, каждая из которых содержит отрезок из

числа ψi, i = 1,m.

Доказательство. В первую очередь заметим, что любая точка y ∈ ΩΓ(s) не может быть вершиной
многоугольника M , если s ∈ int M . Действительно, рассмотрим произвольную вершину mi многоуголь-
ника, полагая без ограничения общности, что ее номер не равен 1 или m. Построим круг O

(

s, ‖s−mi‖
)

и отрезки [mi,mi−1] и [mi,mi+1]. Так как по условию M — выпуклый многоугольник, то угол при вер-
шине mi меньше, чем π, а поскольку точка s является внутренней для M , то хотя бы один из углов,
которые вектор mi − s образует либо с вектором mi − mi−1, либо с вектором mi −mi+1, меньше π/2.
Следовательно, хотя бы один из отрезков [mi,mi−1] или [mi,mi+1] в окрестности точки mi направлен
вдоль луча, заходящего внутрь круга O

(

s, ‖s−mi‖
)

, и на нем найдутся точки, лежащие ближе к s, чем
к mi.

Из проведенных рассуждений следует, что любая проекция y ∈ ΩM (s), лежащая на отрезке [mi,mi−1],
не совпадает с его концами, а значит, вектор y−s ортогонален вектору mi−mi+1 (в противном случае на
[mi,mi−1] нашлась бы точка, расположенная ближе к s). Условие (3) для точки s означает, что она при-
надлежит выпуклой оболочке множества ΩM (s). Согласно теореме Каратеодори [19], для любой точки s

выпуклого множества в евклидовом пространстве размерности n найдется подмножество Φ, состоящее не
более чем из n + 1 точек, такое, что s является выпуклой комбинацией элементов из Φ (т.е. s ∈ co Φ).
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Для фигур на плоскости, в частности для ΩM (s), это означает, что найдется набор не более чем из трех
точек Ω∗

M (s) ⊆ ΩM (s), такой, что s ∈ co Ω∗

M (s). Что касается расположения точек в наборе Ω∗

M (s), то
возможен вариант, при котором найдутся две точки y1 и y2, такие, что

y1,y2 ∈ Ω∗

M (s), s ∈ [y1,y2]. (7)

В этом случае точки y1,y2 лежат на параллельных отрезках из Γ (поскольку перпендикуляры к ним
содержат отрезок [y1,y2]). Это означает, что для точки s справедливо второе условие теоремы.

Если же (7) не выполняется, то найдутся три точки y1,y2,y3 ∈ Ω∗

M (s), такие, что никакие две из них
не лежат на одном диаметре круга O

(

s, ρ(s,Γ)
)

, при этом s ∈ co {y1,y2,y3}.
Рассмотрим отрезки границы Γ, содержащие точки y1, y2, y3. По построению они лежат на касатель-

ных к окружности ∂O
(

s, ρ(s,Γ)
)

прямых γ1, γ2, γ3. Обозначим их γ1, γ2, γ3 соответственно. Поскольку

никакие две из точек y1, y2, y3 не лежат на одном диаметре окружности ∂O
(

s, ρ(s,Γ)
)

, то любые две из
прямых γi, i = 1, 2, 3, пересекаются в одной точке. Пусть a1 = γ2 ∩ γ3, a2 = γ1 ∩ γ3, a3 = γ1 ∩ γ2. По
построению точки a1, a2, a3 образуют треугольник (так как, очевидно, не лежат на одной прямой).

Докажем теперь, что точка s лежит на пересечении биссектрис треугольника с вершинами в точ-
ках a1, a2, a3. Точка s равноудалена от прямых γ1, γ2, γ3, содержащих стороны треугольника, и s−yi =
ρ(s,Γ), i = 1, 3, поэтому окружность ∂O

(

s, ρ(s,Γ)
)

является для △a1a2a3 либо вписанной, либо одной из
трех вневписанных [23]. Покажем, что s не может быть центром вневписанной окружности. В самом деле,
если окружность ∂O

(

s, ρ(s,Γ)
)

вневписана в △a1a2a3, то точки y1, y2, y3 касания прямых, содержащих

его стороны, расположены на дуге Λ ⊂ ∂O
(

s, ρ(s,Γ)
)

, угловой раствор которой меньше π, т.е. точки y1,
y2, y3 расположены на окружности на дуге Λ, выпуклая оболочка которой не содержит s: значит, она
не может попасть и в co {y1,y2,y3}. Полученное противоречие доказывает, что s — центр вписанной в
△a1a2a3 окружности; следовательно, выполняется условие 2 теоремы 1. ✷

y

s

y

y

s
s s

a) б)

Рис. 2. Построение наилучших упаковок U1 для многоугольника M6 (a) и прямоугольника M4 (б)

На рис. 2а показана наилучшая упаковка из одного круга Υ1 для выпуклого многоугольника M6,
точка s максимума евклидового расстояния от границы Γ и три ее проекции y1, y2, y3 на Γ.

На рис. 2б представлена наилучшая упаковка Υ1 для прямоугольникаM4, не являющегося квадратом.
Можно видеть, что решение здесь будет не единственным: любая точка s ∈ [s1, s2] может являться центром
вписанного круга максимального радиуса (равного половине меньшей стороны прямоугольника). Точки
s1, s2 расположены так, что образуют равнобедренный прямоугольный треугольник с двумя ближайшими
вершинами прямоугольника.

Теорема 1 доставляет эффективный алгоритм построения наилучшей 1-упаковки для выпуклого мно-
гоугольника. Если выпуклое множество многоугольником не является, то для приближенного решения
задачи его можно аппроксимировать многоугольником. Если же множество M не выпукло либо метрика
ρ(x,y), задающая расстояние между точками, не является евклидовой, то для поиска точки (точек) s и ра-
диуса RM можно воспользоваться оптико-геометрическим методом, который последние годы развивается
в работах авторов [1, 2, 10]. Поскольку данный подход достаточно подробно представлен в литературе [25],
ограничимся кратким изложением его сути.
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Идея метода состоит в использовании аналогии между задачами безусловной минимизации и геомет-
рической оптикой, базирующейся на фундаментальных принципах Ферма и Гюйгенса. Согласно первому,
свет в своем движении выбирает маршрут, который он преодолевает за минимальное время; в соответ-
ствии со вторым, каждая точка, которой свет достиг, сама становится вторичным его источником. От-
сюда, в частности, следует, что в любой момент времени фронт световой волны (граница освещенной и
неосвещенной областей) состоит из точек, равноудаленных от ближайшей точки первичного источника.
Таким образом, если выпустить “световую волну” с границы Γ компакта M в его внутреннюю область, то
(вследствие ограниченностиM) в конечный момент времени “освещено” будет все множествоM . При этом
та точка (точки), которую волна достигнет последней, и будет центром вписанного круга наибольшего
радиуса RM , а его несложно определить, если известно время движения волны.

Данный подход удобен тем, что легко (в отличие от результатов теоремы 1) может быть перенесен
на случай неевклидовой метрики.

Для этого необходимо рассмотреть движение световой волны в оптически-неоднородной среде, кото-
рая определяется некоторой непрерывной ограниченной функцией 0 < α 6 f(x) 6 β, задающей скорость
движения света в каждой точке x ∈M . Тогда расстояние между точками определяется формулой

ρf (x,y) = min
G∈G(x,y)

∫

G

dG

f
, (8)

где G(x,y) — множество непрерывных кривых, лежащих в M и соединяющих x, y. В частном случае,
когда в (8) f ≡ 1, очевидно, получается евклидова метрика (кратчайший путь между точками — соеди-
няющий их отрезок прямой).

Процедура пуска волны и ее программная реализация уже изложены авторами ранее [1, 2, 10], здесь их
описание опускается. Несмотря на очевидные достоинства, оптико-геометрический метод имеет и опре-
деленные недостатки, связанные с тем, что он является достаточно ресурсоемким и малопригоден для
решения задачи 1 при больших n.

4. Численные методы построения упаковки. В общем случае, как уже отмечалось, построение
оптимальной упаковки возможно только численными методами. В данном разделе приводится итераци-
онный алгоритм, основанный на поэтапной корректировке n-сети за счет разбиения исходного множества
на зоны Дирихле с использованием диаграммы Вороного.

Определение 2. Пусть задано компактное множество M в метрическом пространствеX и n-сеть Sn.
Областью Дирихле [26, c. 305] точки si ∈ Sn во множестве M называется подмножество

Di(M,Sn) =
{

m ∈M : ρ(m, si) = ρ(m, Sn)
}

.

Иначе говоря, область Дирихле — это геометрическое место точек, лежащих не дальше от si, нежели
от других точек из Sn. В случае если некоторые элементы n-сети находятся далеко от M , то некоторые из
областей Дирихле могут быть пустыми множествами. Однако для выпуклого множества M и вложенной
в него n-сети Sn ⊂M все области являются выпуклым подмножествамиM . Если компакт M — выпуклый
многоугольник в евклидовом пространстве размерности два, то и все его подмножества Di(M,Sn) тоже
являются выпуклыми многоугольниками в том же пространстве.

Разбиение компактного множества в пространстве R
2 на подмножества Di(M,Sn) обычно осуществ-

ляется с помощью диаграммы Вороного n-сети Sn (см. [22, c. 48]). Для численного решения задачи 1
авторами предложен и реализован следующий алгоритм.

Алгоритм 1.

1. Для точек n-сети Sn строится диаграмма Вороного

W (Sn) =
{

w ∈ R
2 : ∃si ∈ Sn, ∃sj ∈ Sn, ‖w − si‖ = ‖w− sj‖ = h

(

{w}, Sn

)

(i 6= j)
}

.

По построению W (Sn) — это геометрическое место точек, имеющих не менее двух ближайших эле-
ментов из Sn.

2. Строится массив Φ характеристических точек m
∗

i множества M , т.е. точек, для которых выполня-
ется хотя бы одно из следующих трех условий:

— m
∗

i является вершиной многоугольника M ;

— m
∗

i принадлежит границе Γ многоугольника M и диаграмме Вороного W (Sn);
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— m
∗

i принадлежит многоугольнику M и диаграмме Вороного W (Sn), при этом для нее в Sn

имеется не менее трех ближайших элементов.

Пусть Φ =
{

m
∗

i

}l

i=1
, где l — общее количество характеристических точек.

3. Для каждой точки Sn строится подмножество точек Φi =
{

m
∗

j ∈ Φ :
∥

∥si − m
∗

j

∥

∥ = ρ(Φ, si)
}

⊆ Φ,

входящих в область Дирихле Di(M,Sn).

4. Строится выпуклая оболочка co Φi множества Φi для всех i = 1, n. ПосколькуM — выпуклый много-
угольник, она совпадает с областью Дирихле Di(M,Sn). Определяется ее граница Γi = ∂Di(M,Sn).

5. Путем перебора всех троек вершин из Φi и всех пар параллельных отрезков, содержащихся в Γi,
строится наилучшая упаковка O (si, ri) одного круга в Di(M,Sn) для всех i = 1, n.

6. В качестве новой упаковки берется Un = O (s1, r)∪O (s2, r)∪. . .∪O (sn, r), где r = min
i=1,n

ri. Множество

точек Sn = {s1, . . . , sn} принимается в качестве следующей итерации n-сети.

Алгоритм 1 близок к методам построения наилучшего покрытия плоского множества, которые описа-
ны в работе [26], а также к алгоритмам построения наилучшего покрытия, применяемых ранее авторами в
работах [4–6]. Основным элементом в них также является построение для исходной n-сети Sn диаграммы
Вороного. В общем случае последняя состоит из лучей, отрезков и точек их стыка. Если Sn состоит ровно
из двух точек, то W (Sn) есть прямая, равноудаленная от этих точек. Если Sn содержит ровно один эле-
мент, то W (Sn) = ∅. При ее построении используется так называемая “триангуляция Делоне” [22, c. 133],
т.е. строится массив из троек точек, принадлежащих множеству Sn, области Дирихле которых имеют
общую точку. Их знание позволяет сразу выделить точки стыка отрезков и лучей диаграммы Вороного.

Если множество M является невыпуклым либо рассматривается неевклидова метрика, то для реше-
ния задачи 1 может быть использована следующая модификация алгоритма 1.

Алгоритм 2.

1. Для элементов n-сети Sn строятся зоны Дирихле Di(M,Sn) с использованием волнового метода [2].
Для этого из всех точек Sn одновременно выпускаются “световые волны” и для каждой точки мно-
жества M устанавливается, из какого “источника” она была впервые “освещена”. Точки, которые
были одновременно “освещены” из двух или более источников, очевидно, лежат на границе зон.

2. Строится 1-упаковка O (si) для каждой из областей Di(M,Sn) (см. предыдущий раздел).

3. В качестве упаковки множества M берется Un = O (s1, r) ∪O (s2, r) ∪ . . . ∪O (sn, r), где r = min
i=1,n

ri.

Множество Sn = {s1, . . . , sn} принимается в качестве следующей итерации n-сети.

При реализации программного комплекса сначала с помощью стохастических методов строится пер-
вое приближение n-сети S0

n, обеспечивающее относительно равномерное распределение ее точек по всей
площади фигуры M (нулевой шаг). Алгоритмы 1 и 2 применяются итерационно, критерием окончания
работы может служить совершение заданного числа циклов либо выполнение ограничения на отклонения
точек новой n-сети от предыдущей: δ = max

{

ρ (si, si) : i = 1, n
}

6 δ∗, где δ∗ — достаточно малая наперед

заданная величина. В этом случае значение функции (1) для n-сетей Sn и Sn может различаться не более
чем на 2δ∗.

Отметим, что, поскольку при работе алгоритмов 1 и 2 часто возникают устойчивые, но неоптималь-
ные решения, случайная генерация начальной n-сети обычно повторяется многократно (иначе говоря,
используется мультистарт).

5. Примеры построения упаковки. Авторами настоящей статьи создан программный комплекс в
пакете MATLAB [27], реализующий представленные выше алгоритмы и позволяющий вычислять аппрок-
симации наилучших упаковок для плоских множеств и проводить их визуализацию.

Рассмотрим ряд примеров решения с его помощью задачи 1. Косвенным показателем качества реше-
ния может служить плотность упаковки, т.е. отношение χ = σ(Un)/σ(M), где Un — площадь упаковки, а
σ(M) — площадь фигуры M . Очевидно, что 0 < χ < 1. Оценки для величины χ в случае выпуклого мно-
жества M приведены в [8, c. 111]. Для найденных упаковок наряду с радиусом кругов r будем вычислять
и значение их плотности χ.
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Пример 1. Требуется построить наилучшую упаковку Un квадрата M =
{

(x, y) : |x| 6 1, |y| 6 1
}

при
числе кругов n, равном 220 и 240.

Квадрат является выпуклым многоугольником. Для него выполняется теорема 1 и может приме-
няться алгоритм 1. При конструировании наилучшей упаковки применялся разработанный авторами
программный комплекс. Его запуск осуществлялся многократно с целью сравнения результатов при раз-
личных начальных условиях. Нулевая итерация точек n-сети Sn, являющихся центрам кругов упаковки,
строилась с помощью стохастических методов каждый раз по-новому.

При n = 220 радиус кругов найденной упаковки равен r = 0.06702. Квадрат M (отрезки его границы
показаны жирными линиями), упаковка кругов U220 (границы кругов показаны тонким линиями) и 220-
сеть S220 (в виде маркеров-точек) представлены на рис. 3.

x

y

x

y

Рис. 3. Аппроксимация U220 наилучшей упаковки Рис. 4. Аппроксимация U240 наилучшей упаковки
квадрата M 220 кругами квадрата M 240 кругами

В данном примере аппроксимируемое множество является квадратом со стороной, равной 2, поэтому

плотность упаковки можно вычислять по формуле χ =
1

4
nπr2. Для найденной упаковки S220 получаем

значение χ ≈ 0.776.
При n = 240 радиус кругов найденной упаковки равен r = 0.06448. Квадрат M (отрезки его границы

показаны жирными линиями), упаковка кругов U240 (границы кругов показаны тонким линиями) и 240-
сеть S240 (в виде маркеров-точек) представлены на рис. 4. Отношение площади упаковки U240 к площади
квадрата M равно χ ≈ 0.784

Пример 2. Требуется построить наилучшую упаковку Un круга M =
{

(x, y) : x2+ y2 6 1
}

при числе
кругов n, равном 90 и 100.

Круг не является многоугольником, однако его граница может быть аппроксимирована ломаной с
любой точностью. Кроме того, области Дирихле круга являются выпуклыми множествами, граница ко-
торых состоит из конечного числа отрезков и дуг окружности радиуса 1. Поэтому для построения его
наилучшей упаковки может быть применен алгоритм 1 с небольшими корректировками.

При n = 90 радиус кругов равен r = 0.09195. Круг M (ограничивающая его окружность обозначена
жирной линией), упаковка кругов U90 (границы кругов показаны тонким линиями) и 90-сеть S90 (в виде
маркеров-точек) представлены на рис. 5. Отношение площади упаковки U90 к площади круга M может

быть вычислено по формуле χ =
nπr2

π
= nr2 и равно χ ≈ 0.761.

При n = 100 радиус кругов равен r = 0.08750. Круг M (ограничивающая его окружность обозначена
жирной линией), упаковка кругов U100 (границы кругов показаны тонким линиями) и 100-сеть S100 (в
виде маркеров-точек) представлены на рис. 6. Отношение площади упаковки U100 к площади круга M
равно χ ≈ 0.754.

Заметим, что построенные упаковки Un в некоторых из рассмотренных случаев не являются жест-
кими, т.е. элементы Un можно двигать и при этом получать другие упаковки с тем же радиусом (рис. 2).
Подобные особенности, разумеется, имеют место в более сложных (по сравнению с 1-упаковкой прямо-
угольника) случаях, для которых тоже строго доказано, что они являются наилучшими, например для
упаковки 11 кругов в квадрат [15] или 20 кругов в круг [18].
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Рис. 5. Аппроксимация U90 наилучшей упаковки Рис. 6. Аппроксимация U100 наилучшей упаковки
круга M 90 кругами круга M 100 кругами

y

Рис. 7. Наилучшая упаковка U5 для прямоугольника (в специальной метрике)

Найденные значения отношения χ площади упаковки Un к площади заданной фигуры достаточно
близки к тем, которые имеют место для наилучших из известных упаковок с меньшим количеством кругов.

Для упаковок квадрата при n = 25, 200 пределы изменения величины χ выражаются отрезком χ ∈
[0.772, 0.861] [12, c. 152].

Для упаковок круга при n = 20, 65 значение χ изменяется в пределах χ ∈ [0.743, 0.816] [16, c. 152].
Пример 3. Требуется построить наилучшую упаковку Un прямоугольника M =

{

(x, y) ∈ R
2 : 2.2 6

x 6 7.6, 1 6 y 6 8
}

при числе “кругов” n = 5 в специальной метрике ρf (8), когда f = x/5.
При n = 5 радиус “кругов” (в используемой метрике) найденной упаковки равен r ≈ 1.56 условных

метрических единиц. Прямоугольник M (отрезки его границы показаны жирными линиями), упаковка
“кругов” U5 (границы показаны тонким линиями) и 5-сеть (в виде маркеров-точек) представлены на рис. 7.
Можно видеть, что в евклидовом пространстве построенные “круги” имеют разные размеры, зависящие
от абсцисс их “центров”, и деформированы. Кроме того, упаковка не является жесткой: центральный
“круг” может располагаться не единственным образом, одно из альтернативных его положений показано
пунктирной линией.

6. Заключение. В настоящей статье предложены алгоритмы решения известной задачи об упаковке
шаров (кругов) равного радиуса в компактное множество в пространстве размерности два в случаях
евклидовой метрики и неевклидовой метрики специального вида.

Предложенные алгоритмы частично обоснованы и реализованы в виде программного комплекса. Тех-
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нология разбиения множества на области Дирихле и отыскания наилучших упаковок в каждую из них
точки максимума расстояния от ее границы оказалась работоспособной и позволяет реализовать постро-
ение упаковок из большого числа кругов для различных множеств на плоскости. Многократный запуск
вычислительного комплекса при различных начальных условиях, сгенерированных стохастическими ме-
тодами, обеспечивает радиус кругов покрытия достаточно близкий к максимально возможному.

Единственным существенным недостатком используемых алгоритмов является высокая вероятность
впадения их в вырожденный режим (появления локально устойчивых решений, не являющихся оптималь-
ными). Возможным методом устранения указанной проблемы является введение в алгоритмы коррекции
на случай появления областей Дирихле, в которых радиус максимального вписанного в них круга суще-
ственно меньше диаметра данной области.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проекты 14–01–00486_а, 14–07–00222_а, 14–01–31319–мол_а) и Программы фундаменталь-
ных исследований УрО РАН (проекты 15–16–1–13, 15–7–1–17).
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13.Casado L.G., Garcia I., Szabó P.G., Csendes T. Packing equal circles in a square II. New results for up to 100 circles
using the TAMSASS-PECS algorithm // Optimization Theory. Applied Optimization. Vol. 59. Heidelberg: Springer,
2001. 207–224.
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Abstract: The best packing problem for a prescribed number of equal disks in a compact planar set
with their minimally possible radius is considered. An analytical algorithm for constructing the one disk best
packing in a polygon in Euclidean space based on the maximization of the distance function from the boundary
is proposed. An iteration algorithm based on the previous one is developed using the splitting into subsets
(Dirichlet zones) with the aid of the Voronoi diagram. A numerical algorithm for packing in a nonconvex set
in non-Euclidian metrics based on the optical geometric analogy is also proposed. A number of examples are
numerically solved with a large number of packing elements and for a special non-Euclidian metrics.

Keywords: disk packing, Dirichlet zone, Voronoi diagram, optical geometric method, numerical algorithm,
program complex.
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