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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫХ

РЕШЕТОЧНЫХ СХЕМ БОЛЬЦМАНА С НАПРАВЛЕННЫМИ РАЗНОСТЯМИ

ПОВЫШЕННОГО ПОРЯДКА АППРОКСИМАЦИИ

Г. В. Кривовичев1, С. А. Михеев2

Исследуется устойчивость трехслойных конечно-разностных решеточных схем Больцмана тре-
тьего и четвертого порядков аппроксимации по пространственным переменным. Проводится
анализ устойчивости по начальным условиям с использованием линейного приближения. Для
исследования используется метод Неймана. Показано, что устойчивость схем можно улучшить
за счет аппроксимации конвективных членов во внутренних узлах сеточного шаблона. В этом
случае удается получать бо́льшие по площади области устойчивости, чем при аппроксимации
в граничных узлах шаблона.

Ключевые слова: метод решеточных уравнений Больцмана, решеточные схемы Больцмана, устой-
чивость по начальным условиям, метод Неймана.

1. Введение. В последние годы метод решеточных уравнений Больцмана (lattice Boltzmann method,
далее LBM) все чаще применяется при решении самых различных задач вычислительной физики — задач
механики жидкости и газа [1–8], физики пучков [9], квантовой физики [10] и в других областях науки. По-
пулярность метода во многом связана с широкими возможностями для распараллеливания его алгоритма
при реализации расчетов на графических ускорителях [11–16].

Один из основных недостатков метода LBM связан с тем, что для реализуемой разностной схемы чис-
ло Куранта является постоянным и равным единице, что накладывает жесткие условия на соотношение
шагов сеток по временно́й и пространственным переменным. Это ограничение препятствует возможно-
сти независимого варьирования значений шагов. Для исправления ситуации были предложены конечно-
разностные решеточные схемы Больцмана [17–20] (finite-difference-based lattice Boltzmann schemes), поз-
воляющие независимо варьировать шаги и производить расчеты на вложенных [21] и адаптивных [22]
сетках.

Настоящая статья является продолжением исследований, начатых в [23–26]. С помощью метода Ней-
мана исследуется устойчивость по начальным условиям трехслойных схем третьего и четвертого порядков
аппроксимации по пространственным переменным.

2. Конечно-разностные решеточные схемы Больцмана. В рамках метода LBM движущаяся
среда моделируется совокупностью псевдочастиц с заданными скоростями. Пространственная область,
в которой происходит течение, разбивается сеткой с ячейками определенной формы, что задает в ней
так называемую решетку. За шаг по времени δt частицы без взаимодействия переходят между узлами
решетки, в которых осуществляется их абсолютно упругое соударение.

В настоящей работе рассматриваются только плоские изотермические течения вязкой ньютоновской
несжимаемой жидкости (которая в рамках метода LBM моделируется слабо сжимаемым газом). Ограни-
чимся рассмотрением равномерной сетки с ячейками квадратной формы, построенной с шагом l по де-
картовым координатам. В этом случае удобно использовать набор скоростей D2Q9: V i = V vi, i = 1, . . . , 9,
где V = l/δt, а безразмерные векторы vi задаются таким образом: v1 = (0, 0), v2 = (1, 0), v3 = (0, 1),
v4 = (−1, 0), v5 = (0,−1), v6 = (1, 1), v7 = (−1, 1), v8 = (−1,−1), v9 = (1,−1).

Динамика псевдочастиц описывается системой уравнений, полученной из кинетического уравнения
Больцмана с релаксационным членом [27]. Эта система в безразмерных переменных имеет вид

∂fi
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+ vi∇fi = −
1

τ
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)
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где t — безразмерное время (время, нормированное на δt); fi — безразмерные функции распределения

псевдочастиц со скоростями vi; f
(eq)
i — приближенные равновесные функции распределения, τ — безраз-

мерное время релаксации (τ = λ/δt, где λ — истинное время релаксации).
Настоящая статья является продолжением статьи [25], в которой рассматривались явные трехслойные

конечно-разностные схемы со специальной (модифицированной) аппроксимацией по времени. В ней также
сравнивались разностные схемы, построенные посредством раздельной аппроксимации пространственных
производных в членах vi∇fi, и схемы с единой аппроксимацией таких членов — когда все скалярное про-
изведение заменяется одной конечной разностью. Было показано, что схемы с такими аппроксимациями
имеют бо́льшие по площади области устойчивости в пространстве параметров.

В [25] рассматривались схемы с направленными разностями только до третьего порядка аппроксима-
ции по пространственным переменным. В настоящей работе рассматриваются схемы третьего и четвертого
порядков, причем исследуются схемы, в которых члены vi∇fi аппроксимируются не только в граничных,
но и во внутренних узлах сеточных шаблонов.

Итак, рассматриваются сетка, построенная с шагом ∆t по безразмерному времени и с шагом h по
безразмерным пространственным переменным x и y, а также следующие разностные выражения, аппрок-
симирующие vi∇fi в узле (tj , rkl), где rkl = (xk, yl):

vi∇fi(tj , rkl) ≈
1

h

(

fi(tj , rkl)− fi(tj , rkl − vih)
)

, (2)

vi∇fi(tj , rkl) ≈
1

2h

(

3fi(tj , rkl)− 4fi(tj , rkl − vih) + fi(tj , rkl − 2vih)
)

, (3)

vi∇fi(tj , rkl) ≈
1

6h

(

11fi(tj , rkl)− 18fi(tj , rkl − vih) + 9fi(tj , rkl − 2vih)− 2fi(tj , rkl − 3vih)
)

, (4)

vi∇fi(tj , rkl) ≈
1

12h

(

25fi(tj , rkl) − 48fi(tj , rkl − vih) + 36fi(tj , rkl − 2vih)−

− 16fi(tj , rkl − 3vih) + 3fi(tj , rkl − 4vih)
)

.
(5)

Используя метод дифференциального приближения, можно показать, что конечные разности (2)–(5) ап-
проксимируют соответствующий член с первым, вторым, третьим и четвертым порядком по h соответ-
ственно.

Рассмотрим еще три типа аппроксимаций vi∇fi конечными разностями с третьим и четвертым по-
рядком. В шаблонах таких сеточных операторов узел (tj , rkl) будет являться внутренним узлом шаблона,
а не граничным, как в (2)–(5).

Конечная разность, аппроксимирующая vi∇fi с третьим порядком, имеет вид

vi∇fi(tj , rkl) ≈
1

6h

(

−6fi(tj , rkl − vih) + fi(tj , rkl − 2vih) + 3fi(tj , rkl) + 2fi(tj , rkl + vih)
)

. (6)

Конечные разности, аппроксимирующие с четвертым порядком, имеют вид

vi∇fi(tj , rkl) ≈
1

12h

(

−18fi(tj , rkl − vih) + 6fi(tj , rkl − 2vih)− fi(tj , rkl − 3vih) +

+ 10fi(tj , rkl) + 3fi(tj , rkl + vih)
)

,
(7)

vi∇fi(tj , rkl) ≈
1

12h

(

−8fi(tj , rkl − vih) + fi(tj , rkl − 2vih) + 8fi(tj , rkl + vih)− fi(tj , rkl + 2vih)
)

. (8)

Заметим, что выражения (6)–(8) являются аналогами известных формул численного дифференци-
рования. Производная по времени аппроксимируется с использованием подхода, предложенного в [25], в
узле (tj+1/2, rkl), где tj+1/2 = tj+∆t/2. В этом узле выписываются и приближения вида (2)–(8). В резуль-
тате получаются трехслойные явные разностные схемы, в которых для расчетов используются значения
на временны́х слоях tj−1/2, tj+1/2, и tj+1. Выпишем разностную схему такого типа для случая, когда
используется аппроксимация вида (6):

fi(tj+1, rkl) =
1

2

(

fi(tj−1/2, rkl) + fi(tj+1/2, rkl)
)

−

−
∆t

6h

(

3fi(tj+1/2, rkl)− 6fi(tj+1/2, rkl − vih) + fi(tj+1/2, rkl − 2vih) +

+ 2fi(tj+1/2, rkl + vih)
)

−
∆t

τ

(

fi(tj+1/2, rkl)− f
(eq)
i

(

f(tj+1/2, rkl)
)

)

,

(9)
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где f = (f1, . . . , f9)
T. В дальнейшем все основные выкладки будем производить именно для схемы (9),

для остальных схем они являются аналогичными. Заметим, что разностные схемы с аппроксимациями
вида (2)–(4) исследовались в [25].

Путем применения метода Чепмена–Энскога к дифференциальным приближениям построенных схем
были получены гидродинамические уравнения и выражения для коэффициентов схемной вязкости. По-

лученные выражения не зависят от шагов сеток h и ∆t и имеют вид ν =
τl2

3δt
. Эти формулы в точности

совпадают с выражением для коэффициента кинематической вязкости, полученным для (1) (см. [18]). У
построенных схем в выражении для ν отсутствует фиктивная нефизическая добавка, характерная для

обычного метода LBM, для которого ν =
(τ − 1/2)l2

3δt
.

В дальнейшем схемы с аппроксимациями вида (4)–(8) будем называть схемами 1–5 соответственно.
3. Постановка задачи об исследовании устойчивости. Как и в [23–26], проводится исследование

устойчивости только по начальным условиям.
Рассматриваются пространственно однородные режимы течения в неограниченной области, для ко-

торых такие безразмерные макроскопические переменные, как плотность ρ и скорость среды u являются

постоянными. В этом случае значения равновесных функций распределения тоже постоянны: f
(eq)
i =

f i = const. Их совокупность является невозмущенным решением каждой из схем 1–5. Рассматриваются
два режима течения: ux = U = const, uy = 0 (режим 1) и ux = uy = U = const (режим 2) при ρ = 1.

Исследуется устойчивость по линейному приближению. Нелинейность f
(eq)
i линеаризуется в окрестно-

сти невозмущенного решения f i. В линеаризованной системе в качестве неизвестных функций выступают
возмущения — отклонения fi от f i, которые будем обозначать через δfi(tj , rkl). Решение линейной систе-
мы, полученное методом Неймана, имеет вид

δfi(tj , rkl) = Fi(tj) exp(iΘrTkl),

где i2 = −1, Θ = (θx, θy), θx ∈ [−π, π] и θy ∈ [−π, π]. Функции Fi(tj) удовлетворяют следующей системе
разностных уравнений вида [25]:

Fi(tj−1/2 + 3∆t/2) =
1

2

(

Fi(tj−1/2) + Fi(tj−1/2 +∆t)
)

+

9
∑

s=1

GisFs(tj−1/2 +∆t), (10)

которая для каждой из схем 1–5 различается только выражениями для компонент матрицы перехода Gis.
Например, для приведенной выше схемы 3 имеем

Gis =



































−
∆t

τ
−

∆t

6h

(

3− 6 exp
(

−ih(vixθx + viyθy)
)

+ exp
(

−2ih(vixθx + viyθy)
)

+

+ 2 exp
(

ih(vixθx + viyθy)
)

)

+
∆t

τ

∂f
(eq)
i

∂fs

(

f
(eq)

)

, i = s,

∆t

τ

∂f
(eq)
i

∂fs

(

f
(eq)

)

, i 6= s.

Как и в [25], введем новые переменные Si(tj−1/2) = Fi(tj−1/2), i = 1, 9, Si(tj−1/2) = Fi−9(tj−1/2 + ∆t/2),
i = 10, 18, Si(tj−1/2) = Fi−18(tj−1/2 +∆t), i = 19, 27. Cведем (10) к системе

Si(tj−1/2 +∆t/2) =
27
∑

m=1

AimSm(tj−1/2). (11)

Здесь Aim задают матрицы следующей структуры:

A =







O9×9 E9×9 O9×9

O9×9 O9×9 E9×9
1

2
E9×9 O9×9 K9×9






,

где K =
1

2
E +G, а O и E — нулевая и единичная матрицы соответствующей размерности.
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Таким образом, задачи об исследовании невозмущенных решений построенных схем сведутся к задаче
исследования устойчивости нулевых решений систем вида (11). Известно, что они будут устойчивыми, если
все собственные значения матрицы A будут лежать в единичном круге [28].

При всех введенных допущениях собственные значения матрицы системы (11) являются функциями
следующих параметров: θx, θy, U , ∆t, h, τ . Для упрощения вместо ∆t и h будет рассматриваться параметр
Куранта γ = v∆t/h, где v = 1 — модуль безразмерной скорости псевдочастиц по основным направлениям
решетки, т.е. по направлениям осей декартовой системы координат.

Для численного решения задач на собственные значения применялся QR-алгоритм, реализованный
на языке FORTRAN-90 в пакете EISPACK [29].

Анализ устойчивости проводился путем построения и исследования областей устойчивости на плоско-
сти параметров (τ, U) при варьировании значений γ. Область изменения τ и U при расчетах разбивалась
сеткой из 100× 100 узлов. Считалось, что ее узел входит в область устойчивости, если при фиксирован-
ных τ и U при всех значениях θx и θy все собственные значения по модулю не превосходят единицы.
Область изменения θx и θy разбивалась равномерной сеткой из 100 × 100 узлов. Параметр U изменялся
в промежутке от 0 до 1, а параметр τ — в промежутках [0,2] и [0,100]. Площадь области устойчивости
вычислялась как мера Жордана плоского множества.

Расчеты для обоих режимов проводились при следующих значениях γ: 0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 1.

a) б)

Рис. 1. Границы областей устойчивости схем 1, 3–5 при τ ∈ [0, 100] в случае обоих режимов при γ = 0.1: а) режим

1; б) режим 2. Кривая 1 — схема 1; кривая 2 — схема 3; кривая 3 — схема 4; кривая 4 — схема 5

a) б)

Рис. 2. Границы областей устойчивости схем 3–5 при τ ∈ [0, 100] в случае обоих режимов при γ = 0.25:

а) режим 1; б) режим 2. Кривая 1 — схема 3; кривая 2 — схема 4; кривая 3 — схема 5
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4. Области устойчивости.
4.1. Случай промежутка τ ∈ [0, 100]. В табл. 1 и табл. 2 приведены значения площадей областей

устойчивости схем 1–5. На рис. 1 изображены границы областей устойчивости схем при γ = 0.1 в случае
обоих режимов. На рис. 2 и 3 соответствующие границы представлены для случаев γ = 0.25 и 0.5. Заметим,
что при γ = 0.75 и 1 области устойчивости оказались пустыми. Области устойчивости для схемы 2 при
всех значениях параметра γ тоже оказались пустыми.

Таблица 1
Площади областей устойчивости схем 1–5

при τ ∈ [0, 100] в случае режима 1

γ Сх. 1 Сх. 3 Сх. 4 Сх. 5

0.1 9.9684 55.351 54.423 54.117

0.25 0 53.882 52.740 54.086

0.5 0 42.067 0 53.178

Таблица 2
Площади областей устойчивости схем 1–5

при τ ∈ [0, 100] в случае режима 2

γ Сх. 1 Сх. 3 Сх. 4 Сх. 5

0.1 9.9071 52.464 51.974 51.627

0.25 0 51.893 51.066 52.015

0.5 0 40.098 0 52.107

a) б)

Рис. 3. Границы областей устойчивости схем 3 и 5 при τ ∈ [0, 100] в случае обоих режимов при γ = 0.5:

а) режим 1; б) режим 2. Кривая 1 — схема 3; кривая 2 — схема 5

a) б)

Рис. 4. Границы областей устойчивости схем 3–5 при τ ∈ [0, 2] в случае обоих режимов при γ = 0.1:

a) режим 1; б) режим 2. Кривая 1 — схема 3; кривая 2 — схема 4; кривая 3 — схема 5
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a) б)

Рис. 5. Границы областей устойчивости схем 3 и 5 при τ ∈ [0, 100] в случае обоих режимов при γ = 0.25:

а) режим 1; б) режим 2. Кривая 1 — схема 3; кривая 2 — схема 5

Как можно заметить, при γ > 0.1 области устойчивости для схем, в которых vi∇fi аппроксимируется
во внутренних узлах шаблонов, оказываются непустыми в отличие от схем 1 и 2. Наибольшие площади при
таких γ имеют области устойчивости для схемы 5, которую можно назвать аналогом схемы с централь-
ными разностями четвертого порядка. Из всех рассмотренных здесь и в [25] разностных схем по значению
площади области устойчивости эта схема уступает только аналогу модифицированной схемы с централь-
ными разностями (см. [25]). Однако схема из [25] аппроксимирует соответствующие дифференциальные
операторы со вторым порядком, а схема 5 — с четвертым.

4.2. Случай промежутка τ ∈ [0, 2]. Случай такого диапазона изменения времени релаксации пред-
ставляет практический интерес в связи с тем, что малые значения τ соответствуют случаю малых зна-
чений коэффициента кинематической вязкости ν, что характерно для течений при больших числах Рей-
нольдса. Следует заметить, что для схем 1 и 2 области устойчивости в таком диапазоне изменения τ
оказались пустыми. В табл. 3 представлены значения площадей областей устойчивости для схем 3–5 в
случае обоих режимов. На рис. 4 представлены границы областей устойчивости для случая γ = 0.1,
на рис. 5 — для случая γ = 0.25. Для случаев остальных значений γ области устойчивости оказались
пустыми.

Таблица 3
Площади областей устойчивости схем 3–5 при τ ∈ [0, 2]

γ

Сх. 3 Сх. 4 Сх. 5

Реж. 1 Реж. 2 Реж. 1 Реж. 2 Реж. 1 Реж. 2

0.1 0.750 0.522 0.639 0.408 0.676 0.501

0.25 0.359 0.251 0 0 0.460 0.338

Для этого диапазона изменения τ при γ = 0.1 наибольшие по площади области устойчивости харак-
терны для схемы 3. При увеличении γ наблюдается та же ситуация, что и для случая τ ∈ [0, 100] —
наибольшие площади имеют области устойчивости для схемы 5.

5. Заключение. Выполнено исследование устойчивости трехслойных явных конечно-разностных ре-
шеточных схем Больцмана повышенного порядка аппроксимации. Показано, что наибольшие по площади
области устойчивости имеют место в случае схем, построенных на основе аппроксимации конвективных
членов во внутренних узлах сеточных шаблонов.

Представленные результаты могут оказаться полезными при сравнении друг с другом различных
конечно-разностных решеточных схем Больцмана, применяемых для расчета плоских течений вязких
несжимаемых жидкостей и построенных с использованием набора скоростей D2Q9.

В дальнейшем планируется построить и исследовать многослойные схемы повышенного порядка ап-
проксимации по времени (типа Рунге–Кутты или Адамса–Башфорта) при использовании единой аппрок-
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симации конвективных членов системы кинетических уравнений.
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Abstract: The stability of three-level finite-difference-based lattice Boltzmann schemes of third and fourth
orders of approximation with respect to spatial variables is studied. The stability analysis with respect to
initial conditions is performed on the basis of a linear approximation. These studies are based on the Neumann
method. It is shown that the stability of the schemes can be improved by the approximation convective terms
in internal nodes of the grid stencils in use. In this case the stability domains are larger compared to the case
of approximation in boundary nodes.
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