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УДК 519.6

ВЕРОЯТНОСТНАЯ СВЯЗЬ МЕЖДУ ОЦЕНКАМИ ОШИБОК, ПОЛУЧЕННЫХ

РАЗНЫМИ СПОСОБАМИ ДЛЯ ЗНАЧЕНИЙ ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН

М.К. Абубекеров1, Н. Ю. Гостев2

Получена функция распределения отношения оценок ошибок физических величин, вычисляе-
мых методом доверительных областей (на основе статистики хи-квадрат) к оценкам ошибок,
полученных методом наименьших квадратов. Используя аналитический вид этой функции рас-
пределения по одним лишь оценкам, вычисленным методом наименьших квадратов, можно
легко получить наиболее вероятные значения ошибок, получаемых методом доверительных
областей (без новой обработки исходных наблюдательных данных). Помимо чисто математиче-
ского интереса, настоящая статья представляет интерес для экспериментаторов, занимающихся
обработкой наблюдательных данных, в частности астрофизических наблюдений.

Ключевые слова: метод наименьших квадратов, статистика, доверительный интервал, хи-квадрат,
метод доверительных областей, оценки ошибок, обработка наблюдательных данных.

Введение. Обычно в качестве итоговых результатов математической обработки количественных дан-
ных, полученных в ходе физических наблюдений (эксперимента), исследователями рассматриваются чис-
ленные значения искомых физических величин вместе с ошибками их определения. В силу вероятностно-
го характера физических процессов и измерений, сама обработка наблюдательных данных, как правило,
сводится к статистическому оцениванию искомых величин на основании серии независимых наблюдений
физического процесса (рассматриваемых как независимые случайные величины). Окончательные же ре-
зультаты приводятся непосредственно в виде доверительных интервалов или характерных параметров
доверительной области многомерного пространства, в которые истинные значения искомых величин или
совокупность их истинных значений попадают с заданной доверительной вероятностью (характеризую-
щей, как правило, некоторый субъективный выбор).

Однако одной лишь информации о доверительных интервалах или областях и о значении довери-
тельной вероятности недостаточно, чтобы однозначно приписать эту вероятность событию попадания
истинного значения искомой величины в доверительную область, — из этой информации нельзя опреде-
лить условия, при которых указанное событие будет повторяться с относительной частотой, в среднем
равной заданной доверительной вероятности. Таким образом, чтобы приписать вероятность попадания в
доверительный интервал, необходимо исходить из дополнительных предположений, связанных с исполь-
зованным способом статистического оценивания. Например, приписать вероятность попаданию истинного
значения в доверительный интервал можно исходя из предположения, что центр этого интервала явля-
ется значением случайной величины, имеющей нормальное распределение с математическим ожиданием,
равным истинному значению искомой величины, и дисперсией σ2, такой, что полудлина интервала равна
kσ, где k зависит от выбранной доверительной вероятности. Такое предположение может соответство-
вать случаю несмещенной линейной оценки с наименьшей дисперсией (например, полученной методом
наименьших квадратов).

В то же время, оценки искомой величины могут производиться другими методами, отражающими
как субъективный выбор, так и практические цели исследования. Например, при выборе метода оценки
можно исходить из необходимости надежно согласовать (в пределах ошибок) значения одной и той же ве-
личины, полученные из разных экспериментов (по разным сериям наблюдений), и (или) из необходимости
учета возможной неадекватности используемой модели наблюдательным данным. Другой пример: если
построить доверительный интервал по квантилю χ2-распределения, то вероятность попадания истинного
значения искомой величины в такой интервал будет равна вероятности его попадания в несколько раз
меньший по длине интервал, полученный методом наименьших квадратов.
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Таким образом, возникает вопрос о конкретном соотношении между оценками одной и той же вели-
чины, полученными различными методами. В настоящей статье исследуется зависимость между интер-
валами ошибок, полученными методом наименьших квадратов и методом с использованием статистик,
распределенных по закону χ2. Аналитически выводится и исследуется функция плотности распределения
отношения оценок ошибок, полученных разными методами.

1. Линейная модель и метод наименьших квадратов. Рассмотрим линейную P -параметриче-
скую модель, описывающую эксперимент из M независимых наблюдений физического явления. Такая
модель задается матрицей gij , i = 1, . . . , M , j = 1, . . . , P (i соответствует номеру наблюдения, P — номеру
параметра), вектором (ᾱ1, . . . , ᾱP )T вещественного P -мерного евклидового пространства R

P , соответству-

ющего набору истинных значений физических величин. Предполагается, что матрица Aqp =
M
∑

m=1
gmqgmp

является невырожденной.
Введем набор линейных функций fi(α1, . . . , αP ), определенных для вещественных α1, . . . , αP и i =

1, . . . , M :

fi(α1, . . . , αP ) =

P
∑

p=1

gipαp. (1)

Кроме того, зададимся вектором случайных наблюдаемых величин ξ = (ξ1, . . . , ξM )T , каждая из которых
принимает значение на множестве вещественных чисел R, в отношении которых предполагается, что они
статистически независимы, т.е. их ковариации cov (ξi, ξj) = 0 при i 6= j, и что их математические ожидания
удовлетворяют соотношению M(ξk) = fk(ᾱ1, . . . , ᾱP ). Кроме того, предполагается, что σ2(ξ1) = σ2(ξ2) =
. . . = σ2(ξM ) = 1, где через σ2(·) здесь и далее обозначается операция вычисления дисперсии. Зададим
для данной модели функционал невязки выражением

R(α1, . . . , αP , ξ) =

M
∑

m=1

(

ξm − fm(α1, . . . , αP )
)2

=

M
∑

m=1

(

ξm −

P
∑

p=1

gmpαp

)

2

. (2)

Задача оценки параметров методом наименьших квадратов заключается в нахождении значений
αc

1(ξ), . . . , α
c
P (ξ), при которых функционал (2) достигает минимума, и дисперсии этих значений. Ука-

занные значения αc
1(ξ), . . . , α

c
P (ξ) мы будем далее называть оптимальными. Эти оптимальные значения

при фиксированных ξ1, . . . , ξM находятся как решения системы P линейных уравнений

∂R(α1, . . . , αP )

∂αq

= 2Bq − 2

P
∑

p=1

Aqp αp = 0, q = 1, . . . , P, (3)

где

Aq p =

M
∑

m=1

gmqgmp, Bq =

M
∑

m=1

ξmgmq. (4)

Решение этой системы имеет вид

αc
p(ξ) =

P
∑

q=1

Ainv

qp Bq =

M
∑

m=1

ξm

P
∑

q=1

Ainv

qp gmq, p = 1, . . . , P, (5)

где Ainv

qp обозначаются элементы матрицы, обратной к матрице A: Ainv

qp ≡ (A−1)qp.

Вектор (αc
1(ξ), . . . , α

c
P (ξ))T является P -мерной случайной величиной, принимающей значения в R

P .
Математические ожидания оптимальных значений параметров αc

1(ξ), . . . , α
c
P (ξ) равны α1, . . . , αP , что

получается, если взять математическое ожидание от обеих частей (5) и подставить в него (1). Таким обра-
зом, оценка методом наименьших квадратов является несмещенной. Матрица ковариаций оптимальных
значений параметров αc

1, . . . , α
c
P имеет вид

cov (αc
p(ξ), α

c
q(ξ)) =

M
∑

m=1

σ2(ξm)

( P
∑

i,j=1

Ainv

ip Ainv

jq gmigmj

)

=

P
∑

i,j=1

Ainv

ip Ainv

jq

( M
∑

m=1

gmigmj

)

= Ainv

pq . (6)

Дисперсии оптимальных значений параметров αc
1(ξ), . . . , α

c
P (ξ) являются диагональными элементами мат-

рицы ковариаций
σ2(αc

p(ξ)) = Ainv

pp . (7)
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Если случайные величины ξ1, . . . , ξM распределены по нормальному закону, то оптимальные значе-
ния αc

1(ξ), . . . , α
c
P (ξ) тоже распределены по нормальному закону (поскольку выражаются через линейную

комбинацию ξ1, . . . , ξM ). В таком случае, зная дисперсию оптимального значения параметра, можно по-
строить интервал, в который с заданной вероятностью γ попадает истинное значение параметра ᾱp. Для
этого достаточно заметить, что если оптимальное значение параметра распределено по нормальному за-
кону, то

P
(∣

∣αc
p(ξ) − ᾱp

∣

∣ 6 κ(γ)σ(αc
p(ξ))

)

= γ, (8)

где символ P означает вероятность выполнения условия, а κ зависит от выбранной вероятности попадания
(уровня доверия) γ и находится как корень уравнения

√

2

π

κ
∫

0

exp

(

−
t2

2

)

dt = γ. (9)

Например, при κ равном 1, 2 и 3 уровень доверия γ равен 0.6827..., 0.9545... и 0.9973... соответственно
(правило одной, двух и трех σ).

2. Метод доверительных областей. Найдем теперь распределение значений функционала невяз-
ки (2) из вышеописанной модели в предположении, что ξ1, . . . , ξM распределены по нормальному закону.
По теореме о χ2-распределении имеем

R(ᾱ1, . . . , ᾱP , ξ) ∼ χ2
M . (10)

где символ “∼” означает “распределено как”. Функцию распределения χ2
M запишем в форме

χ2
m(t) =

Γ(m
2 , 0, t

2 )

Γ(m
2 )

, (11)

где Γ(n, x0, x) ≡
∫ x

x0

tn−1e−t dt — неполная обобщенная гамма-функция. Следовательно, если χ2
M (q) = γ,

где q — это квантиль χ2
M -распределения для некоторого уровня доверия γ < 1, то для соответствующей

вероятности верно равенство
P

(

R(ᾱ1, . . . , ᾱP , ξ) 6 q
)

= γ. (12)

Пусть DP — P -мерное множество значений вектора (α1, . . . , αP )T , удовлетворяющих условию

R(α1. . . . .αP , ξ) 6 q . (13)

Тогда (12) эквивалентно утверждению: с вероятностью γ множество DP не пусто и истинные значения
(ᾱ1, . . . , ᾱP ) ∈ DP . Множество D является доверительной областью для (ᾱ1, . . . , ᾱP ). Отметим, что мно-
жество DP зависит от значений случайного вектора ξ, в том числе может быть пустым для некоторого
значения ξ. Кроме того, отметим, что если доверительное множество не пусто, то оно содержит точку
(αc

1, . . . , α
c
P )T .

Пусть теперь α̃1(αK+1, . . . , αP , ξ), . . . , α̃K(αK+1, . . . , αP , ξ) — значения, доставляющие при фиксиро-
ванных αK+1, . . . , αP и ξ минимум невязке R(α1, . . . , αP , ξ), рассматриваемой как квадратичная форма по
α1, . . . , αK . Тогда [1]

R
(

α̃1(ᾱK+1, . . . , ᾱP , ξ), . . . , α̃K(ᾱK+1, . . . , ᾱP , ξ), ᾱK+1, . . . , ᾱP , ξ
)

∼ χ2
M−K . (14)

При 1 6 k 6 P отсюда получается соотношение

R
(

α̃1(ᾱk, ξ), . . . , ᾱk, . . . , α̃P (ᾱk, ξ), ξ
)

∼ χ2
M−P+1, (15)

где α̃p(αk, ξ), 1 6 p 6 P , p 6= k, минимизируют невязку при фиксированном αk. Соотношение (15) позво-
ляет построить доверительный интервал Tk для параметра αk, такой, что с вероятностью γ он не пуст и
содержит истинное значение ᾱk. Такой интервал определяется условием

R
(

α̃1(ᾱk, ξ), . . . , ᾱk, . . . , α̃P (ᾱk, ξ), ξ
)

6 q, (16)

где χ2
M−P+1(q) = γ. Если же квантиль q взять такой, что χ2

M (q) = γ, то соотношение (16) будет определять
проекцию P -мерной области DP , определенной соотношением (13), на k-ю ось в пространстве R

P .
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Далее, найдем закон распределения разности между значением функционала невязки, вычисленным
при истинных значениях параметров, и значением функционала невязки, вычисленным при оптимальных
значениях параметров. Положив K = P в (14), получим закон распределения невязки, вычисленной при
оптимальных значениях параметров:

R
(

αc
1(ξ), . . . , α

c
P (ξ), ξ

)

∼ χ2
M−P . (17)

Обозначим Rmin(ξ) ≡ R(αc
1(ξ), . . . , α

c
P (ξ), ξ). Нетрудно показать, что

R(ᾱ1, . . . , ᾱP , ξ) − Rmin(ξ) ∼ χ2
P . (18)

Отметим, что доверительное множество, полученное с помощью статистки (18), никогда не пусто. При
K = P − 1 из (14) и (17) получается

R
(

α̃1(ᾱk, ξ), . . . , ᾱk, . . . , α̃P (ᾱk, ξ), ξ
)

− Rmin ∼ χ2
1. (19)

Вероятность нахождения истинного значения параметра ᾱk в интервале значений αk, удовлетворяю-
щих соотношению

R
(

α̃1(ᾱk, ξ), . . . , ᾱk, . . . , α̃P (ᾱk, ξ), ξ
)

− Rmin 6 q (20)

при χ2
1(q) = γ, совпадает с вероятностью попадания истинного значения ᾱk в доверительный интервал,

полученный методом наименьших квадратов из условия (8) для той же выборки ξ.
3. Распределение отношения оценок ошибок. Теперь найдем распределение отношения длины

доверительного интервала для параметра αk, полученного из условия (16) (проекции области DP либо
интервала Tk), к длине доверительного интервала, полученного методом наименьших квадратов. Невяз-
ку R, минимизированную по всем компонентам α кроме αk (из левой части (15)), можно представить в
виде

R
(

α̃1(αk, ξ), . . . , αk, . . . , α̃P (αk, ξ), ξ
)

= Ck(αk − αc
k(ξ))2 + Rmin(ξ),

где Rmin — ее минимальное значение по α, достигаемое в αc(ξ), а коэффициент Ck выражается опреде-
ленным образом через заданные параметры модели gij и не зависит от случайных величин ξ. Это следует
из (2), где квадратичные по α члены не содержат случайных величин ξ.

Определим функцию ∆n(γ) для γ ∈ (0, 1) соотношением

χ2
n(∆n(γ)) = γ,

т.е. через функцию, обратную к χ2
n.

Величина интервала значений αk, полученного из условия (20) при квантиле q, определяется как
расстояние между корнями квадратного уравнения относительно αk:

Ck(αk − αc
k(ξ))2 = q .

Обозначим половину величины указанного интервала через dk(q). Очевидно, что dk(q) удовлетворяет
соотношению

Ck =
q

d2
k(q)

и не зависит от выборки случайных величин ξ, так же как и полудлина интервала, полученного из усло-
вия (8) методом наименьших квадратов. Очевидно также, что совпадают центры этих интервалов (по-
лусуммы их граничных точек), которыми является αc

k. Если интервал имеет центр в αc
k и его длина не

зависит от ξ, то зависимость вероятности γ попадания истинного значения ᾱk в этот интервал от длины
этого интервала является возрастающей функцией (γ дается формулой (9), если в ней положить κ рав-
ным отношению полудлины указанного интервала к стандартному отклонению σ(αc

k(ξ))). Значит, любая
вероятность попадания γ соответствует единственному значению длины такого интервала. Как уже от-
мечалось выше, вероятность попадания истинного значения ᾱk в интервал, полученный из условия (20)
при χ2

1(q) = γ, совпадает с вероятностью попадания данного истинного значения в доверительный ин-
тервал, полученный из условия (8). Поэтому при χ2

1(q) = γ или при q = ∆1(γ) интервал, полученный из
условия (20), совпадает с интервалом, полученным из условия (8). Отсюда получим

Ck =
∆1(γ)

d2
k(γ)

, (21)
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где dk(γ) ≡ dk(∆1(γ)) — доверительный интервал, полученный из условия (8) для заданного уровня
доверия γ. Кроме того, dk(γ) = κ(γ)σ(αc

k(ξ)), где κ определяется из (9).
Находимая из условия (16) длина проекции P -мерной доверительной области DP , определенной со-

отношением (13), на k-ю ось в пространстве R
P при заданном уровне доверия γ и q = ∆M (γ) равна

расстоянию между корнями квадратного уравнения

Ck(αk − αc
k(ξ))2 + Rmin(ξ) = ∆M (γ) (22)

относительно αk. Положим δk(γ, ξ) равным половине величины указанной проекции в том случае, ко-
гда последнее уравнение имеет положительные корни (т.е. соответствующее доверительное множество не
пустое), и нулю в противном случае. При этом для положительных значений δk(γ, ξ) справедливо соот-
ношение

Ckδ2
k(γ, ξ) + Rmin(ξ) = ∆M (γ), (23)

где δk(γ, ξ) зависит от случайных величин ξ и сама является случайной величиной. С учетом (17) получим,
что

∆M (γ) − Ckδ2
k(γ, ξ) ∼ χ2

M−P .

Последнее выражение означает, что вероятность

P
(

∆M (γ) − Ckδ2
k(γ, ξ) < t

)

= χ2
M−P (t).

Путем несложных линейных и сдвиговых преобразований относительно t, а также используя (21), из
последнего выражения получим

P

(

δ2
k(γ, ξ)

d2
k(γ)

> t

)

= χ2
M−P

(

∆M (γ) − ∆1(γ)t
)

.

Из (17) следует, что вероятность того, что δk(γ, ξ) > 0 (т.е. того, что доверительный интервал окажется
непустым для заданного уровня доверия γ), равна χ2

M−P (∆M (γ)).
Запишем соответствующую условную вероятность:

P

(

δk(γ, ξ) > 0|
δk(γ, ξ)

dk(γ)
> t

)

=
χ2

M−P

(

∆M (γ) − ∆1(γ)t2
)

χ2
M−P (∆M (γ))

,

или

P

(

δk(γ, ξ) > 0|
δk(γ, ξ)

dk(γ)
6 t

)

= 1 −
χ2

M−P

(

∆M (γ) − ∆1(γ)t2
)

χ2
M−P (∆M (γ))

. (24)

Правая часть (24) представляет собой кумулятивную функцию распределения положительных значе-

ний величины
δk(γ, ξ)

dk(γ)
, являющейся отношением длины проекции P -мерной доверительной области DP на

k-ю ось в пространстве R
P , к интервалу, полученному для параметра αk методом наименьших квадратов

для заданного уровня доверия γ. Соответствующая плотность распределения aP (t), полученная диффе-
ренцированием функции распределения, с точностью до нормировочного коэффициента Q принимает
вид

aP (t) = Q











e
1

2 (∆1(γ)t2−∆M (γ))t
(

∆M (γ) − ∆1(γ)t2
)

M−P−2

2 , 0 < t <
√

∆M (γ)
∆1(γ)

0, t 6 0 или t >

√

∆M(γ)
∆1(γ)

. (25)

Эта функция достигает максимума при

tmax P =

√

1 + P − M + ∆M (γ) +
√

(1 + P − M)2 + ∆M (γ)(2P − 2M − 2 + ∆M (γ) + 8)

2∆1(γ)
. (26)

Отметим, что полученное распределение не зависит от индекса k, т.е. не зависит от модельной кон-
фигурации, определяемой коэффициентами gij .

Выражения для функции плотности распределения отношения длины интервала Tk к доверительному
интервалу, полученному методом наименьших квадратов, для параметра αk (при условии, что интервал Tk

не пуст) и для максимума этой функции получаются, если в (22) и (23), определяющих δk(γ), заменить
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квантиль ∆M (γ) на квантиль ∆M−P+1(γ). Тогда и конечный результат получится путем замены ∆M (γ)
на ∆M−P+1(γ) в выражениях (24)–(26).

4. Использование в практических задачах. Часто астрономы наблюдают объект в разные эпохи,
разделенные годами или даже десятками лет. Полученные центральные значения искомых параметров
при интерпретации кривых блеска разных эпох для затменных двойных звезд могут значительно отли-
чаться. Причем отличие вызвано не глубокими физическими процессами и не методом интерпретации,
а именно статистической реализацией кривой блеска (например, легкой запятненностью изучаемой звез-
ды, которая в разные эпохи проявляет себя по-разному). Численные значения оптимальных значений
искомых параметров (например, радиуса звезды) нередко в пределах полученных ошибок не согласуются
между собой. Часто используемый для вычисления ошибки метод дифференциальных поправок (нели-
нейный метод наименьших квадратов) дает формальное значение ошибки в пределах, в которых искомые
оптимальные значения параметров рассогласованы. Для того чтобы избежать подобного рассогласования
центральных значений и обойти предельно низкое формальное численное значения ошибки, приходится
искусственно, руководствуясь интуицией, увеличивать ошибку [2].

Так, в работе [3] полученные значения геометрических параметров (радиуса звезды, радиуса экзо-
планеты и наклонения орбиты) двойной системы HD 209458 по кривой блеска 2000 г. и 2003 г. расходятся
в пределах ошибок, полученных методом дифференциальной поправки (см. табл. 5 в работе [4]). Лишь
увеличив ошибку вдвое, удается согласовать данные. Иногда исследователь, интуитивно понимая, что
формальное значение ошибки, полученное методом наименьших квадратов, неправдоподобно мало, ис-
кусственно увеличивает ошибку искомых параметров в 5–10 раз [5] (тем самым переходя к наиболее
вероятным ошибкам, полученным методом доверительных областей). Результаты настоящей работы поз-
воляют обоснованно подойти к данной практике.

Более надежно с точки зрения уровня доверия интервалов ошибок искомых параметров использо-
вать метод доверительных областей [3, 4]. В качестве ошибки параметра метода доверительных областей
используется проекция области на ось искомого параметра. Построение же доверительной области и ее
проекции на ось искомого параметра достаточно трудоемко и требует повторной обработки наблюда-
тельных данных. Полученное соотношение (26) позволяет легко пересчитать значение ошибки искомого
параметра из значения, полученного в рамках метода наименьших квадратов, в наиболее вероятное зна-
чение ошибки, которое получилось бы при использовании метода доверительных интервалов. При этом
нет необходимости в повторной обработке наблюдательных данных: достаточно лишь использовать уже
имеющиеся формальные значения ошибок, полученные методом наименьших квадратов (или равноцен-
ным ему методом Монте-Карло). Полученного таким образом нового значения ошибки (большего, чем
формальное) достаточно для того чтобы надежно и обосновано согласовать результаты, полученные из
разных экспериментов. Можно сказать, что искусственное увеличение значения ошибки, вычисленно-
го методом наименьших квадратов, получило математическое обоснование. Например, для одномерной
функции в случае 100 наблюдательных точек для уровня доверия от 0.99 до 0.5 наиболее вероятное от-
ношение значения ошибок, полученных методом доверительных интервалов, к ошибке, рассчитанной в
рамках метода дифференциальных поправок, лежит в пределах от 2 до 6 соответственно [4]. Поэтому,
когда исследователю нужно делать особенно ответственные суждения о природе исследуемого объекта,
ему целесообразно использовать метод доверительных областей. Метод доверительных областей широко
применяется, например, в рентгеновской астрономии [7], где часто приходится выполнять интерпретацию
дорогостоящих экспериментов.

Заключение. Таким образом, получено распределение отношения статистических оценок ошибок,
вычисленных методом доверительных областей и методом наименьших квадратов (при условии, что дове-
рительная область не пуста). При этом в качестве оценки, полученной методом доверительных областей,
рассматривается либо проекция многомерной доверительной области на ось соответствующего параметра,
либо определенный во втором разделе интервал Tk. Если известна ошибка физической величины, полу-
ченная методом наименьших квадратов, а сам исходный наблюдательный материал отсутствует, то по
характерной величине tmax P можно определить “наиболее вероятное” значение оценки ошибки, получен-
ной методом доверительных областей (в предположении, что доверительная область не пуста). Видно, что
эти оценки могут различаться в несколько раз, причем параметры распределения их отношения зависят
от числа точек наблюдения M (чем больше это число, тем больше вероятное отношение оценок), а также
от выбранного уровня доверия.

Обычно оценки ошибки, полученные методом доверительных областей, используются тогда, когда
надо отказаться от предположения о том, что используемая модель идеально верна: например, если по
ошибкам, полученным методом наименьших квадратов, не удается надежно согласовать значения одной и
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той же физической величины, полученные на основе разных наблюдательных материалов (без их повтор-
ной обработки). Поэтому возможность получить хотя бы “наиболее вероятные” значения оценок ошибок
методом доверительных областей может быть полезна в случаях, когда нужно делать особо ответствен-
ные суждения о параметрах модели (хотя бы допустив завышение ошибок их определения), в том числе,
когда нужно обеспечить надежное согласование результатов разных экспериментов.

Вышеизложенный подход оценки ошибок был апробирован при интерпретации кривой блеска клас-
сической затменной двойной системы YZ Cas [4] и на транзитных кривых блеска двойных систем с экзо-
планетами HD209458 и HD189733 [3, 6].

Авторы благодарят А. М. Черепащука за полезные советы и обсуждение работы. Работа выполнена
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