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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕЧЕНИЙ МЕТОДОМ РЕШЕТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ

БОЛЬЦМАНА СО МНОГИМИ ВРЕМЕНАМИ РЕЛАКСАЦИИ

А.М. Захаров1, Д.С. Сенин2, Е.А. Грачев3

Рассмотрено использование метода решеточных уравнений Больцмана со многими временами
релаксации для моделирования двумерных течений несжимаемой вязкой ньютоновской жид-
кости. На основании этого метода разработан программный комплекс, позволяющий модели-
ровать двумерные турбулентные течения в средах с заданной формой препятствий. Проведена
верификация созданного комплекса с использованием трех тестовых задач: стационарное тече-
ние Пуазейля в плоском канале, течение в квадратной каверне с подвижной верхней стенкой
и вторая задача Стокса. Показано совпадение результатов моделирования с теоретическими
значениями и результатами предыдущих исследователей. Для второй задачи Стокса проведено
исследование зависимости глубины проникновения колебаний от их периода и коэффициента
вязкости.

Ключевые слова: вычислительная гидродинамика, метод решеточных уравнений Больцмана со
многими временами релаксации, двумерные течения ньютоновской жидкости, турбулентные течения, те-
чение Пуазейля, вторая задача Стокса.

1. Введение. Метод решеточных уравнений Больцмана (Lattice Boltzmann Method, LBM) является
методом вычислительной гидродинамики, основанным на численном решении системы дискретизованных
кинетических уравнений. В этой системе решение вычисляется относительно дискретизованных функ-
ций плотности вероятности нахождения частиц флюида в определенной точке фазового пространства (в
дальнейшем — функции распределения). Основные макроскопические параметры течения (например, ло-
кальные плотность, давление и скорость) могут быть рассчитаны как моменты определенных порядков
от функции распределения.

Метод решеточных уравнений Больцмана (МРУБ) появился как результат осреднения функций со-
стояния узлов в методе решеточного газа [6]. Основными целями данного осреднения было решить пробле-
му шума при расчете макроскопических параметров течения, увеличить предел допустимых физических
параметров и облегчить реализацию метода для трехмерного случая. Первоначально оператор интегра-
ла столкновений в правой части эволюционного уравнения был записан в виде однопараметрического
релаксационного оператора (Bhatnagar–Gross–Krook оператор, или BGK-оператор) [7–10]. Однопарамет-
рический вариант интеграла столкновений стал самым популярным в силу своей простоты для теорети-
ческого анализа и программной реализации. Для увеличения устойчивости решения при больших числах
Рейнольдса был предложен многопараметрический вид релаксационного оператора интеграла столкнове-
ний [11, 12], который позволяет существенно увеличить значение временно́го шага. Его активно исполь-
зуют в современных исследованиях с применением МРУБ [13–15].

Метод решеточных уравнений Больцмана применяется для моделирования многофазных систем [24],
теплопереноса [28], многокомпонентных течений [16], систем с подвижными границами [17], а также сво-
бодных поверхностей [18]. Такой широкий спектр применения объясняется простотой и универсальностью
первопринципов, заложенных в метод расчета.

Одной из многих причин популярности метода решеточных уравнений Больцмана является просто-
та его реализации и эффективное масштабирование на массивно-параллельных системах. Такой подход
является одним из немногих в вычислительной гидродинамике, которые позволяют получить реальный
прирост скорости вычислений при использовании графических ускорителей [3]. В работах [1–5, 22] ис-
следовалась реализация МРУБ с использованием CUDA, OpenCL и Xeon-Phi и был продемонстрирован
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близкий к линейному рост производительности расчетного алгоритма от числа используемых вычисли-
тельных узлов.

В настоящей статье рассмотрен метод решеточных уравнений Больцмана со многими временами ре-
лаксации, проведена его верификация для стационарного и турбулентного течений. Кроме того, с его
помощью решена вторая задача Стокса и исследована зависимость полученного решения от периода ко-
лебаний пластинки и коэффициента вязкости флюида [20].

2. Метод решеточных уравнений Больцмана.
2.1. Базовая теория. Как известно из курса гидродинамики [20], одним из способов описания дви-

жения ньютоновской вязкой жидкости является система уравнений Навье–Стокса. Эта система позволяет
определить плотность и скорость жидкости в каждой точке пространства в каждый момент времени в
зависимости от начальных и граничных условий:

∂~v

∂t
+
(
~v∇
)
~v = −1

ρ

(
∇p + µ△~v + ~F

)
, ∇ · ~v = 0.

Здесь ~v = (vx, vy, vz) — векторное поле скоростей, p — давление, ρ — плотность, µ — коэффициент вязкости

и ~F — векторное поле внешних сил, действующих на каждую единицу объема жидкости. Через ν = µ/ρ
будем обозначать кинематическую вязкость,

Другой способ описания движения жидкости — уравнение Больцмана [19, 21]. Оно описывает эволю-
цию во времени функции распределения плотности вероятности (в дальнейшем будем называть ее функ-
цией распределения), которая, в свою очередь, является функцией координаты, импульса и времени, т. е.
f = f

(
~r, ~p, t

)
:
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∂~r
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m
+
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∣∣∣∣
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Здесь ~F (~r, t) — поле сил, действующее на псевдочастицы в жидкости, m — масса псевдочастиц, Ω =
∂f

∂t

∣∣∣∣
coll

— интеграл столкновений, т.е. величина, которая характеризует изменение числа псевдочастиц в

объеме d~p d~r за счет их взаимодействия друг с другом.

Функция распределения нормируется согласно следующему условию: ρ =

∫
f d~r. Аналогично, мак-

роскопическую скорость можно определить как u =
1

ρ

∫
f d~r.

Мысленно выделим в некотором объеме жидкости направление, вдоль которого могут перемещать-
ся псевдочастицы. За некоторый промежуток времени часть псевдочастиц действительно переместится
вдоль выбранного направления, в то время как другая их часть изменит направление движения из-за
столкновения с другими псевдочастицами, поэтому можно записать соотношение

f
(
~r + ~v dt, t + dt

)
d~r − f(~r, t)d~r = dNcoll d~r. (1)

Проще всего можно вычислить интеграл столкновений dNcoll, представив его в виде выражения с
релаксационным членом (BGK-model [13]). Более подробное обоснование применимости такого представ-
ления можно найти в [21]. В настоящей статье мы ограничимся конечным выражением для интеграла

столкновений в этом представлении: dNcoll = −1

τ

(
f − f eq

)
, где f eq — равновесная функция распределе-

ния. Тогда уравнение (1) можно представить в следующем виде:

f
(
~r + ~v dt, t + dt

)
− f

(
~r, t
)

= −
f
(
~r, t
)
− f eq

(
~r, t
)

τ
. (2)

Как отмечено выше, в общем случае правая часть выражения (2) является интегралом столкновений
Ω
(
~r, t
)
. Основываясь на приближении времени релаксации, можно говорить о зависимости интеграла

столкновений от равновесной функции распределения f eq.
Следующим необходимым шагом является дискретизация получившегося уравнения [29]. Предста-

вим пространство в виде решетки (кубической, гексагональной и др.), в узлах которой располагаются
псевдочастицы. Допустим, что имеется Q возможных направлений движения псевдочастиц в жидкости,
тогда, повторяя приведенные выше рассуждения для каждого направления i, i = 0, . . . , (Q − 1), систему
дискретных кинетических уравнений Больцмана можно записать в форме

fi

(
~r + ~vi dt, t + dt

)
− fi

(
~r, t
)

= Ωi

(
~r, t
)
. (3)



646 вычислительные методы и программирование. 2014. Т. 15

В нашей работе метод решеточных уравнений Больцмана рассматривается на примере двумерных
изотермических течений несжимаемой вязкой ньютоновской жидкости. Для моделирования подобных
течений удобно использовать модель скоростей D2Q9 [23] (рис. 1).

Рис. 1. Модель скоростей D2Q9

Вид функции f eq нам фактически известен — равновесным
распределением по импульсам в классическом варианте являет-
ся распределение Максвелла [21]. Для модели D2Q9 равновесная
функция распределения имеет следующий вид [19, 30]:

f eq
i = ωiρ

[
1 + 3

(
~ei, ~v

)
+

9

2

(
~ei, ~v

)2 − 3

2
v2

]
,

ωi =





4/9 при i = 0,
1/9 при i = 1, 2, 3, 4,
1/36 при i = 5, 6, 7, 8.

Итак, мы пришли к модели, в которой рассматривается тече-
ние среды как динамика ансамбля псевдочастиц. Область течения
разбивается решеткой на ячейки квадратной формы. На каждой
итерации по времени происходят два процесса, поэтому в методе решеточных уравнений Больцмана при-
нято разбивать уравнение (3) на две следующие составляющие.

1. Столкновение псевдочастиц. Происходит локальное взаимодействие псевдочастиц внутри узлов ре-
шетки в соответствии с моделью абсолютно упругого столкновения.

Находятся значения функции распределения в результате столкновения псевдочастиц в каждом из
узлов решетки: f̃i

(
~r, t
)

= fi

(
~r, t
)

+ Ωi

(
~r, t
)
.

Основной сложностью этого этапа является правильный подход к описанию интеграла столкнове-
ний Ωi. Как мы увидим, для решения этой проблемы существуют несколько основных подходов —
SRT (Single Relaxation Time), MRT (Multiple Relaxation Time), TRT (Two-Relaxation Time) и др. В
настоящей статье более подробно будет рассмотрен MRT-подход.

2. Распространение псевдочастиц. Псевдочастицы без взаимодействия друг с другом перемещаются
между узлами решетки.

Каждая i-я функция распределения f̃i

(
~r, t
)
, вычисленная на этапе столкновения, распространяется

вдоль i-го направления скорости между узлами решетки: fi

(
~r + ei dt, t + dt

)
= f̃i

(
~r, t
)
.

При проведении численных расчетов необходимо знать скорость, плотность и давление во всей об-
ласти моделирования или в ее отдельных частях. Метод решеточных уравнений Больцмана позволяет
определять эти величины следующим образом:

— плотность: ρ
(
~rj

)
=

∑

06i6Q−1

fi

(
~rj

)
,

— cкорость : ~u
(
~rj

)
=

1

ρ(~ri)

∑

06i6Q−1

fi

(
~rj

)
ei,

— давление: p
(
~rj

)
= c2

sρ
(
~rj

)
, где cs = c/

√
3 — скорость звука.

2.2. MRT-подход. Как упоминалось выше, интеграл столкновений Ω может быть вычислен на основе

из разных подходов. В уже рассмотренном BGK-приближении Ωi =
1

τ

(
fi−f eq

i

)
. Существует другой подход

к расчету интеграла столкновений, который позволяет получить устойчивое решение при моделировании
течений с большими числами Рейнольдса — MRT-подход, в котором интеграл столкновений имеет вид

Ω = −S
(
f − f eq

)
, (4)

где S — матрица столкновений. Тогда BGK-приближение может быть получено из (4) при S =
1

τ
I, где

I — единичная матрица.
Этот подход основан на увеличении числа степеней свободы при моделировании интеграла столкно-

вений. В нашей статье используется метод определения элементов матрицы S, применяемый в [11, 13].
Использование матрицы столкновений S означает переход от фазового пространства к пространству мо-
ментов. Применительно к модели скоростей D2Q9 такой подход позволяет ввести девять независимых
моментов, которые интерпретируются как гидродинамические величины либо их потоки:
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— плотность (момент 0-го порядка): ρ;
— энергия (момент 2-го порядка): ǫ;
— квадрат энергии (момент 4-го порядка): ε;
— плотность потока вдоль x- и y-направлений (момент 1-го порядка): jx и jy;
— тепловые потоки вдоль x- и y-направлений (момент 3-го порядка): qx и qy;
— компоненты давления (момент 2-го порядка): pxx и pxy.
Переход от фазового пространства к пространству моментов происходит преобразованием функции

распределения ~f к вектору ~m, координатами которого являются девять перечисленных выше моментов:
~m = (ρ, ǫ, ε, jx, qx, jy, qy, pxx, pxy)

T , причем вектор ~m связан с функцией распределения следующим обра-
зом:

~m = M ~f, (5)

где M — матрица перехода, которая применительно к данной задаче задается в виде

M =




1 1 1 1 1 1 1 1 1
−4−1−1−1−1 2 2 2 2

4 2 2 2 2 1 1 1 1
0 1 0−1 0 1−1−1 1
0−2 0 2 0 1−1−1 1
0 0 1 0−1 1 1−1−1
0 0−2 0 2 1 1−1−1
0 1−1 1−1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1−1 1−1




.

Используя матрицу перехода M , выражение для интеграла столкновений (4) можно переписать в
следующей форме: Ωi = −M−1S

(
~mi − ~meq

i

)
, где S — матрица столкновений с девятью релаксационными

членами на ее диагоналях. Из экспериментов установлено, что эти параметры по абсолютному значе-
нию не должны превышать 2. Выбирая S = diag (0,−1.1,−1, 0,−1.2, 0,−1.2,−1/τ,−1/τ) [12, 13], где τ —
безразмерное время релаксации, определяющее кинематическую вязкость [22, 24]:

ν = c2
s

(
τ − 1

2

)
δt. (6)

Здесь cs — скорость звука.
Для нахождения вектора ~meq, отвечающего равновесной функции распределения, необходимо найти

равновесные значения всех вышеперечисленных моментов. Плотность ρ и компоненты плотности пото-
ков jx и jy сохраняются с течением времени, поэтому их называют гидродинамическими моментами. В
частности, это объясняет выбор S0 = S3 = S5 = 0. Остальные моменты изменяют свои значения в процессе
столкновения частиц. В [13] найдены выражения для равновесных значений оставшихся моментов:

ǫeq = −2ρ + 3
(
j2
x + j2

y

)
, εeq = ρ − 3

(
j2
x + j2

y

)
,

qeq
x = −jx, qeq

y = −jy,

peq
xx = j2

x − j2
y , peq

xy = jxjy.

(7)

Итак, сформулируем основные шаги MRT-подхода к моделированию гидродинамики методом реше-
точных уравнений Больцмана.

1. Переход от функции распределения к вектору ~m по формуле (5): ~m = M ~f .

2. Вычисление значений равновесного вектора ~meq по формулам (7).

3. Столкновение псевдочастиц в пространстве моментов: ∆~m = S
(
~m − ~meq

)
.

4. Обратное преобразование к фазовому пространству: ∆~f = M−1∆~m.

5. Распространение псевдочастиц вдоль заданных направлений: fi(r + ei dt, t + dt) − fi(r, t) = −∆~f .

3. Программная реализация. В реализованной модели решеточных уравнений Больцмана область
моделирования течения представлялась в виде квадратной сетки с Nx числом узлов вдоль оси Ox и Ny

вдоль оси Oy.
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Рис. 2. Блок-схема реализованного

программного комплексa

При таком разбиении каждая ячейка являет-
ся либо внутренней, либо граничной. Для гранич-
ных ячеек на каждой итерации применялись гранич-
ные условия, соответствующие поставленной задаче.
В рассмотренных ниже задачах использовались сле-
дующие типы граничных условий (ГУ).

1. Периодические ГУ. Это простейший тип ГУ, при
котором каждая из Q компонент функции рас-
пределения ячейки при достижении границы об-
ласти моделирования перемещается на проти-
воположную границу [32]. Для выбранной мо-
дели скоростей (рис. 1) тип ГУ вдоль оси Ox:
fi(0+ei dt, t+dt) = fi(Nx−1, t), i = 1, 5, 8; вдоль
оси Oy [31]: fi(0 + ei dt, t + dt) = fi(Ny − 1, t),
i = 2, 5, 6.

2. ГУ типа отскока. Это ГУ, когда при дости-
жении границы области моделирования каждая
из Q компонент функции распределения заме-
няется на противоположную [32]. Tип ГУ пред-
ставим в виде: fi(r + ei dt, t + dt) − fi−(r, t) = 0,
i = 1, . . . , Q, где r — координата границы обла-
сти моделирования, индекс i− — индекс функ-
ции распределения с противоположно направ-
ленной скоростью, т.е. ei = −ei− .

3. ГУ фон Неймана. При этом типе ГУ поддержи-
вается постоянной скорость псевдочастиц вдоль
заданной границы области моделирования [32].

Кроме того, необходимо отметить, что в реализо-
ванной модели применяются смешанные ГУ, задаю-
щие перечисленные выше ГУ на разных границах области моделирования.

Комплекс программ реализован на языке программирования C++. Для моделирования течений мето-
дом решеточных уравнений Больцмана авторами был создан класс с полями, задающими размер области
моделирования Nx и Ny. В конструктуре выделяется память под необходимые для расчетов физические
величины. Макроскопические параметры ρ, v задаются в виде двумерных массивов размером Nx × Ny,
хранящие значения плотности и скорости для каждого из узлов сетки. Функции распределения fi зада-
ются в виде трехмерных массивов размером Nx × Ny × Q, хранящих каждую из своих компонент для
каждого из узлов сетки.

Методы класса:

1. задают начальные условия (инициализация начальных значений для скорости и плотности для всех
узлов сетки и присваивание начальным потокам плотности их равновесных значений);

2. производят сам процесс моделирования течения (распространение псевдочастиц, применение ГУ,
столкновение псевдочастиц, пересчет макроскопических параметров).

Таким образом, в разработанном комплексе программ моделирование течений методом решеточных
уравнений Больцмана выполняется по блок-схеме, представленной на рис. 2.

4. Верификация.
4.1. Течение Пуазейля. Рассмотрим простейший случай движения вязкой несжимаемой жидкости.

Пусть жидкость заключена между двумя параллельными плоскостями. Направим оси Ox и Oy так, как
показано на рис. 3. При этих условиях в [20] показано, что x-компонента скорости распределена вдоль
сечения трубы по параболическому закону

vx =
∆p

4ηL

(
R2 − r2

)
, (8)

где η = ρν — динамическая вязкость и R — радиус трубы.
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Рис. 3. Модель течения в задаче Пуазейля

Для решения данной задачи методом решеточных
уравнений Больцмана разбиваем область моделирова-
ния на ячейки квадратной формы. На верхней и ниж-
ней границе заданы ГУ типа отскока, на правой и ле-
вой стенке — периодические ГУ. Число узлов вдоль
оси x: Nx = 1000, вдоль оси y: Ny = 30, количество
итераций по времени Niter = 1000. Давление соответ-
ствовало плотности ρ

∣∣
x=0

= 1.001, ρ
∣∣
x=Nx

= 1.0; число
Рейнольдса Re = 150; время релаксации τ = 1.0. То-
гда для выбранной модели теоретическое решение (8)
примет вид [22]

vx =
p
∣∣
x=0

−p
∣∣
x=Nx

4ηNx

((
Ny

2

)2

−
(

yi −
Ny

2

)2
)

.

При моделировании установлено, что скорость распределена вдоль сечения трубы по параболическо-
му закону, причем профиль скорости показывает хорошее соответствие теоретическому решению, полу-
ченному в [20] (рис. 4) и результатам публикаций [22, 30, 31].
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Рис. 4. График распределения x-компоненты Рис. 5. Модель течения в каверне с движущейся
скорости вдоль поперечного сечения трубы верхней стенкой при больших

для теорeтического решения и решения, числах Рейнольдса
полученного при моделировании

4.2. Течение в каверне с движущейся верхней стенкой. Следующий тест, позволяющий про-
верить устойчивость MRT-подхода, — это течение в каверне с движущейся верхней стенкой. Рассмат-
ривается квадратная каверна, заполненная жидкостью, стенки которой параллельны декартовым осям
координат. На верхней стенке задается ГУ фон Неймана с постоянной величиной скорости вдоль направ-
ления, совпадающего с осью Ox. На остальных стенках заданы ГУ типа отскока. В результате в каверне
образуется первичный вихрь, вращающийся по часовой стрелке. Кроме того, по прошествии некоторого
времени возникают вторичные вихри в углах каверны либо в других местах, которые вращаются против
часовой стрелки (рис. 5). Интенсивность вихрей зависит от числа Рейнольдса Re, которое задается в виде

Re =
v L

ν
, где v — характерная скорость, L — характерный линейный размер области, в которой проис-

ходит течение, и ν — кинематический коэффициент вязкости. При решении задачи о течении в каверне в
качестве L будем рассматривать длину каверны, а в качестве v — скорость горизонтального потока вдоль
верхней границы.

Для моделирования течения каверна представлялась в виде сетки [0, Nx] × [0, Ny], где Ni — число
узлов решетки вдоль i-го направления. На верхней стенке применяются ГУ фон Неймана вдоль направ-
ления, совпадающего с осью Ox, на остальных стенках используются ГУ типа отскока. Моделирование
проводится при различных числах Рейнольдса Re = 1, 60, 100, 300, число узлов решетки Nx = Ny = 100,
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количество итераций по времени Niter = 1000. Изменение числа Рейнольдса обусловлено изменением вре-
мени релаксации (см. уравнение (6)).

В ходе моделирования получены графики распределения x- и y-компонент скорости вдоль каверны
при различных числах Рейнольдса Re (рис.7–9). На рис. 6 приводится сравнение результатов, полученных
при моделировании (синяя и красная ломаные), с результатами статьи [23] (черная ломаная) при v = 0.01,
Nx = Ny = 50 и Re = 1. Видно что приведенные ниже графики хорошо соотносятся с результатами,
полученными в публикациях [13, 14, 23, 35].
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Рис. 7. Графики компонент x (слева) и y (справа) вектора скорости для Re = 60

4.3. Вторая задача Стокса. Изучение движения, возникающего в вязкой жидкости при колебаниях
погруженных в нее тел, удобно начать с типичного примера — задачи, получившей название второй задачи
Стокса. Пусть несжимаемая жидкость соприкасается с неограниченной плоской поверхностью, соверша-
ющей в своей плоскости гармоническое колебательное движение с частотой ω. Необходимо определить
возникающее при этом в жидкости движение.

Пусть колебательное движение совершает плоскость Oy, движение жидкости происходит в области
x > 0. Ось y выберем вдоль направления колебания поверхности. Скорость колеблющейся плоскости
представим в виде v = V0 cos(ωt) (рис. 10).

Из курса гидродинамики [20] известно, что при такой постановке задачи в жидкости возникают по-
перечные волны, причем y-компонента скорости vy, перпендикулярная распространению волны, опреде-
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ляется следующим образом:

vy = V0e
−x/δei(x/δ−ωt), iω = νk2, k =

1 + i

δ
, δ =

√
2ν

ω
. (9)
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Считая, что величина скорости определяется вещественной частью выражения (9), рассмотрим зави-

симость распределения y-компоненты скорости в некоторый момент времени t = t0 =
2πn

ω
от координаты

x (рис. 11).
Из этого графика следует, что мгновенное значение y-компоненты скорости является периодической

функцией координаты x, амплитуда которой убывает экспоненциально с ростом x, причем характерной
длиной, на которой амплитуда убывает в e раз, является величина δ, получившая название глубины
проникновения.

Для решения поставленной задачи методом решеточных уравнений Больцмана разобьем область те-
чения жидкости x > 0 на ячейки квадратной формы. На верхней и нижней границах используем пери-
одические ГУ, на правой границе задаем ГУ типа отскока, а на левой — ГУ фон Неймана со скоростью
вдоль оси Oy, изменяющейся по гармоническому закону с частотой ω. В эксперименте Nx = 2000 — чис-
ло узлов решетки вдоль оси Ox, Ny = 40 — число узлов по оси Oy. Амплитуда скорости колеблющейся
плоскости V0 = 0.02. Выбор достаточно большого Nx обусловлен условием удаленности правой стенки
от колеблющейся поверхности для того, чтобы стенка не вносила искажений в полученные результаты.
Проводится моделирование для Niter = 3000 шагов по времени с временами релаксации τ = 0.8, 1.0 и
периодами колебания T = 50, 100.
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и τ = 0.8 решения для y-компоненты скорости от x

координаты при T = 50 и τ = 0.8

Рассмотрим подробнее эксперимент для τ = 0.8 и T = 50. Как видно из графика (рис. 12), y-
компонента скорости убывает экспоненциально по гармоническому закону с ростом x, причем достаточно
быстро. На рис. 13 приведено сравнение аналитического (красная ломаная) и теоретического решения
(зеленая ломаная) при данных параметрах, из которого видно, что решения достаточно близки.

Большой интерес представляет изучение поведения жидкости при различных ν и T , поскольку имен-
но они определяют величину глубины проникновения. Рассмотрим, как меняется δ при изменении периода
колебаний T . На следующем графике (рис. 14) приведены зависимости y-компоненты скорости от коор-
динаты x для периодов колебаний соответственно T = 50, 100. Из графиков следует, что δ

∣∣
T=50

< δ
∣∣
T=100

и с уменьшением периода колебаний глубина проникновения падает.
Из следующих графиков (рис. 15, 16) следует, что при T = 50 и T = 100 имеем δ

∣∣
τ=0.8

< δ
∣∣
τ=1.0

и
глубина проникновения растет при увеличении вязкости ν.

Итак, методом решеточных уравнений Больцмана решена вторая задача Стокса. Исследована за-
висимость полученного решения от параметров, таких как период колебаний неподвижной плоскости и
времени релаксации. В ходе исследования установлено полное соответствие полученных результатов тео-
рeтическому решению [20] (см. формулу (9)):

1) aмплитуда скорости, перпендикулярной направлению распространения волны, затухает с глубиной
проникновения δ (рис. 12, 14–16);

2) установлена зависимость глубины проникновения δ от частоты колебания неподвижной плоскости ω
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Рис. 14. График зависимости y-компоненты скорости от x-координаты при τ = 1.0 и

T = 50 (слева) и T = 100 (справа)
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Рис. 16. График зависимости y-компоненты скорости от x-координаты при

T = 100, τ = 1.0 (слева), τ = 0.8 (справа)

и коэффициента вязкости ν, а именно: глубина проникновения падает с увеличением частоты волны
и растет с увеличением вязкости жидкости.
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5. Выводы. В настоящей статье рассмотрен метод решеточных уравнений Больцмана для моделиро-
вания течений несжимаемой вязкой ньютоновской жидкости. Продемонстрирован подход, основанный на
использовании многих времен релаксации для моделирования течений с различными числами Рейнольдса.

На основе данного метода разработан программный комплекс и проведена его верификация. Верифи-
кация проводилась на двух типах течений: стационарное течение Пуазейля в плоском канале и течение в
квадратной каверне с подвижной верхней стенкой. Показано, что результаты численного моделирования
согласуются с теоретическими значениями и результатами предшествующих исследователей.

Выполнено решение второй задачи Стокса и исследована зависимость полученного решения от коэф-
фициента вязкости ν и частоты колебаний ω. В ходе моделирования выявлены следующие характерные
особенности данного типа течения, которые совпадают с выводами, сделанными при теоретическом ре-
шении данной задачи:

1) aмплитуда скорости, перпендикулярной распространению волны вдоль этого направления, имеет
вид затухающих гармонических колебаний;

2) pешение зависит от глубины проникновения δ;

3) глубина проникновения δ падает с увеличением частоты ω колебания плоскости;

4) глубина проникновения δ растет с увеличением вязкости ν жидкости.

В дальнейших планах рассматривается исследование устойчивости полученного алгоритма, дополни-
тельная оптимизация и его распараллеливание. Кроме того, представляется важным переход к граничным
условиям повышенной точности и моделирование течений с подвижными границами.
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Abstract: The lattice Boltzmann method with a multirelaxation collision integral is considered to simulate
two-dimensional flows of an incompressible viscous Newtonian fluid. On the basis of this method, a software
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package that allows one to simulate two-dimensional turbulent flows in a medium with a given shape of obstacles
is developed. This package is verified using the following three test problems: a steady Poiseuille flow in a plane
channel, a flow in a square cavity with a moving top wall, and the second Stokes problem. The numerical results
are in good agreement with the theoretical results and with the results of previous studies. For the second Stokes
problem, the dependence of the penetration depth of oscillations on their period and the viscosity coefficient is
studied.

Keywords: computational fluid dynamics, lattice Boltzmann method, multiple-relaxation time, two-dimen-
sional flows of Newtonian fluid, turbulent flows, Poiseuille flow, second Stokes problem.
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