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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ ОБУСЛОВЛЕННОСТИ ДВУМЕРНОЙ ЗАДАЧИ

ЭЛЕКТРОИМПЕДАНСНОЙ ТОМОГРАФИИ

С. В. Гаврилов1

Рассматривается двумерная задача электроимпедансной томографии в случае кусочно-
постоянного коэффициента электрической проводимости, принимающего два известных зна-
чения. Требуется определить неизвестную границу, разделяющую области с различной про-
водимостью. В качестве исходной информации используются измерения характеристик элек-
трического поля на внешней границе исследуемой среды. Проводится численный анализ обу-
словленности рассматриваемой задачи в зависимости от характера возбуждения потенциала
электрического поля на внешней границе среды, а также в зависимости от количества таких
возбуждений. Делается предположение о принадлежности кривой, определяющей неизвестную
границу раздела, к классу кривых, задаваемых конечным набором параметров. В этом классе
кривых при определенном уровне погрешности, вносимой в исходные данные, численно нахо-
дятся решения задачи электроимпедансной томографии.

Ключевые слова: электроимпедансная томография, кусочно-постоянная проводимость, численный
анализ обусловленности.

1. Введение. Метод электроимпедансной томографии заключается в определении электрической
проводимости среды по измерениям характеристик электрического поля на ее границе [1, 2]. Важное
значение для электроимпедансной томографии имеет математическая обработка и интерпретация экс-
периментальных данных, которая сопряжена с решением определенного класса математических задач.
Исследование таких математических задач началось с работы А. Кальдерона [3] и было продолжено во
многих последующих работах [4–7].

В настоящей статье рассматривается двумерная задача электроимпедансной томографии в случае
среды с кусочно-постоянной проводимостью, значения которой предполагаются известными. Задача сво-
дится к определению неизвестной границы неоднородности, разделяющей области с различной проводи-
мостью, по измерениям характеристик электрического поля на внешней границе исследуемой среды.

Численному решению задачи электроимпедансной томографии в случае кусочно-постоянной проводи-
мости посвящено достаточно много работ [8–16]. Результаты, полученные в этих работах, свидетельству-
ют о высокой сложности и плохой обусловленности задачи численного определения неизвестной границы
неоднородности. В связи с этим актуальным является исследование различных способов улучшения обу-
словленности этой задачи. В настоящей работе проводится численный анализ обусловленности задачи
электроимпедансной томографии в зависимости от характера возбуждения потенциала электрического
поля на внешней границе среды, а также в зависимости от количества таких возбуждений.

Перейдем к описанию математической постановки исследуемой задачи электроимпедансной томо-
графии в случае кусочно-постоянной проводимости. Пусть Ω — односвязная ограниченная область на
плоскости с границей Γ0 и Ω1 — односвязная область с границей Γ1, такая, что Ω1 ∈ Ω. Кривые Γ0 и Γ1

достаточно гладкие. Обозначим через Ω0 область Ω0 = Ω\Ω1. Пусть функция u(M) такова, что u ∈ C
(

Ω
)

,

u(M) = ui(M), M ∈ Ωi (i = 0, 1), где ui ∈ C2(Ωi) ∩ C
1
(

Ωi

)

(i = 0, 1) и

∆ui(M) = 0, M ∈ Ωi, i = 0, 1, (1)

u0(M) = u1(M), M ∈ Γ1, (2)

σ0
∂u0(M)

∂n
= σ1

∂u1(M)

∂n
, M ∈ Γ1, (3)

u0(M) = f(M), M ∈ Γ0. (4)

Здесь σ0, σ1 — заданные положительные постоянные, а f(M) — известная функция, непрерывная и не
постоянная на Γ0.
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Сформулируем задачу электроимпедансной томографии, представляющую собой обратную задачу
для краевой задачи (1)–(4). Пусть кривая Γ0 и постоянные σ0, σ1 заданы, а кривая Γ1 не известна.
Требуется определить кривую Γ1 и функцию u(M), если на кривой Γ0 задана следующая информация о
решении задачи (1)–(4):

∂u0(M)

∂n
= g(M), M ∈ Γ0. (5)

Здесь g(M) — известная функция, непрерывная на Γ0, а n — внешняя нормаль к Γ0.
В данной работе проводится численный анализ обусловленности поставленной обратной задачи. Де-

лается предположение о принадлежности кривой Γ1 к классу кривых, задаваемых конечным набором
параметров. В этом классе кривых при определенном уровне погрешности, вносимой в условие (5), чис-
ленно находятся решения обратной задачи (1)–(5).

В первой части работы проводится численный анализ обусловленности поставленной обратной зада-
чи в зависимости от вида функции f(M) в условии (4). В качестве класса кривых Γ1 рассматривается
множество окружностей с различным радиусом и положением центра.

Во второй части работы рассматривается более общая постановка обратной задачи, в которой для
определения неизвестной кривой Γ1 используется несколько пар значений потенциала u0(M) и его нор-

мальной производной
∂u0(M)

∂n
на границе Γ0, соответствующих различным функциям f(M) и g(M):

uj
0(M) = f j(M), M ∈ Γ0, j = 1, 2, . . . ,m, (6)

∂uj
0(M)

∂n
= gj(M), M ∈ Γ0, j = 1, 2, . . . ,m. (7)

Делается предположение о принадлежности кривой Γ1 к классу эллипсов, параметризуемых величинами
и углом поворота главных осей, а также положением центра. Задача определения неизвестной границы
численно решается для разного количества m условий (6) и (7).

2. Анализ обусловленности в зависимости от характера возбуждения на внешней гра-
нице. Пусть кривая Γ1 принадлежит классу окружностей, определяемых радиусом r: rmin 6 r 6 rmax и
координатами центра M0(x0, y0): M0 ∈ Ω2 ⊂ Ω.

Воспользуемся принципами построения уравнений для неизвестной границы Γ1 и функции u(M),
предложенными в работах [17, 18], и будем искать решение краевой задачи (1)–(4) в виде суммы потен-
циалов простого слоя

u(M) =

∫

Γ0

µ(P ) ln

(

1

ρMP

)

dlP +
σ0 − σ1

σ0 + σ1

∫

Γ1

ν(P ) ln

(

1

ρMP

)

dlP , (8)

где точка M с координатами (x, y) принадлежит области Ω, а плотности µ(P ) и ν(P ) являются решениями
системы интегральных уравнений

∫

Γ0

µ(P ) ln

(

1

ρMP

)

dlP +
σ0 − σ1

σ0 + σ1

∫

Γ1

ν(P ) ln

(

1

ρMP

)

dlP = f(M), M ∈ Γ0, (9)

πν(M) −

∫

Γ0

µ(P )
∂

∂nm

ln

(

1

ρMP

)

dlP −
σ0 − σ1

σ0 + σ1

∫

Γ1

ν(P )
∂

∂nm

ln

(

1

ρMP

)

dlP = 0, M ∈ Γ1, (10)

где nm — внешняя нормаль к кривой Γ1 в точке M .
Используя представление (8) и свойства потенциала простого слоя, получим

∂u(M)

∂nm

= πµ(M) −

∫

Γ0

µ(P )
∂

∂nm

ln

(

1

ρMP

)

dlP −
σ0 − σ1

σ0 + σ1

∫

Γ1

ν(P )
∂

∂nm

ln

(

1

ρMP

)

dlP , M ∈ Γ0, (11)

где nm — внешняя нормаль к кривой Γ0 в точке M .
Решение уравнений (9), (10) при фиксированных значениях параметров r, x0 и y0, задающих окруж-

ность Γ1, и при известной функции f(M) на контуре Γ0 позволяет определить µ(M), ν(M) и вычислить по

формуле (11) значение
∂u(M)

∂nm

= gerr(M ; r, x0, y0) нормальной производной функции u(M) на границе Γ0.
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Для численного анализа обусловленности обратной задачи (1)–(5) проводится серия вычислительных
экспериментов, в которых оценивается множество ее приближенных решений. Окружность, задаваемая
параметрами r, x0 и y0, считается приближенным решением задачи (1)–(5), если выполнено неравенство

∥

∥g(M) − gerr(M, r, x0, y0)
∥

∥

L2[Γ0]
∥

∥g(M)
∥

∥

L2[Γ0]

6 δ,

где δ > 0 — уровень погрешности.
Перейдем к результатам проведенных вычислительных экспериментов. Были проведены четыре вы-

числительных эксперимента, которые имели следующие общие параметры. Контур Γ0 представлял собой
окружность радиуса 50. В качестве неизвестного контура Γ1 была также выбрана окружность радиуса
17, смещенная относительно внешней окружности (рис. 1). Постоянные σ0 = 10, σ1 = 1. Класс окружно-
стей, в котором находилось приближенное решение обратной задачи, определялся радиусом rt = 6 + 2t,
t = 0, 1, . . . , 20, и положением центра xk

0 = ±2k, k = 0, 1, . . . , 10, yl
0 = ±2l, l = 0, 1, . . . , 10.
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Рис. 1 Рис. 2

Различными для проведенных вычислительных экспериментов были значения функции f(M) в усло-
вии (5), с которыми решалась обратная задача. В вычислительных экспериментах значения функции
u(M) = u(x, y) на Γ0 задавались в полярной системе координат с центром, совпадающим с центром
окружности Γ0, функциями полярного угла u(50 cosψ, 50 sinψ) = fs(ψ), ψ ∈ [0, 2π], где s = 1–4 — номер
эксперимента и

f1(ψ) = 150
(

exp
[

−4 sin2(ψ/2)
]

)

,

f2(ψ) = 150
(

exp
[

−4 sin2(ψ/2)
]

− exp
[

−4 cos2(ψ/2)
]

)

,

f3(ψ) = 150
(

exp
[

−8 sin2(ψ/2)
]

− exp
[

−8 sin2(ψ/2 − π/3)
]

− exp
[

−8 sin2(ψ/2 − 2π/3)
]

)

,

f4(ψ) = 150
(

exp
[

−4 sin2(ψ)
]

− exp
[

−4 cos2(ψ)
]

)

.

Характерным различием между функциями fs(ψ) является количество локальных максимумов модуля
∣

∣fs(ψ)
∣

∣ на отрезке [0, 2π], которое совпадает с номером s эксперимента.
Схема проведения вычислительных экспериментов была такова. С заданными Γ0, Γ1, σ0, σ1 и fs(M)

решалась задача (1)–(4) и находилась функция gs(M), представляющая собой значение нормальной про-
изводной u(M) на контуре Γ0. Затем определялось множество приближенных решений обратной задачи,
для которых

∥

∥

∥
gs(M) − gserr

(

M, rt, xk
0 , y

l
0

)

∥

∥

∥

L2[Γ0]
∥

∥gs(M)
∥

∥

L2[Γ0]

6 0.01.

На рис. 1–4 приведены результаты вычислительных экспериментов для s = 1, 2, 3, 4 соответственно.
Пунктиром изображены окружности из множества приближенных решений обратной задачи, а пара-
метр n, значение которого указано на изображении, равен количеству элементов этого множества.
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Результаты проведенных вычислительных экспериментов свидетельствуют о сильной зависимости
обусловленности задачи электроимпедансной томографии (1)–(5) от вида функции f(M) в условии (4).
Дальнейшее увеличение числа экстремумов возбуждения, начиная с функции f2(M), не позволило до-
биться повышения точности определения неизвестной границы.
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Рис. 3 Рис. 4

3. Анализ обусловленности в зависимости от количества возбуждений на внешней гра-
нице. Сформулируем более общую постановку задачи электроимпедансной томографии, в которой для
определения неизвестной границы, разделяющей области с различной электропроводностью, используется
несколько различных возбуждений потенциала на внешней границе [18, 19].

Рассмотрим на плоскости односвязную ограниченную область Ω с границей Γ0. Пусть Ω1 односвязная
область с границей Γ1, такая, что Ω1 ∈ Ω. Кривые Γ0 и Γ1 достаточно гладкие. Обозначим через Ω0

область Ω0 = Ω \Ω1. Пусть функции uj(M) таковы, что uj ∈ C
(

Ω
)

, uj(M) = uj
i (M), M ∈ Ωi (i = 0, 1), где

uj
i ∈ C2(Ωi) ∩ C

1
(

Ωi

)

(i = 0, 1) и

∆uj
i (M) = 0, M ∈ Ωi, i = 0, 1, (12)

uj
0(M) = uj

1(M), M ∈ Γ1, (13)

σ0
∂uj

0(M)

∂n
= σ1

∂uj
1(M)

∂n
, M ∈ Γ1, (14)

uj
0(M) = f j(M), M ∈ Γ0. (15)

Здесь j = 1, 2, . . . ,m — число возбуждений на внешней границе; σ0, σ1 — заданные положительные посто-
янные, а f j(M) — известные функции, непрерывные и не постоянные на Γ0.

Сформулируем обратную задачу. Пусть в краевых задачах (12)–(15) кривая Γ0 и постоянные σ0, σ1

заданы, а кривая Γ1 не известна. Требуется определить Γ1, если для j = 1, 2, . . . ,m задана дополнительная
информация о решениях uj(M) задач (12)–(15):

∂uj(M)

∂n
= gj(M), M ∈ Γ0. (16)

Здесь gj(M) — известные функции, непрерывные на Γ0, а n — внешняя нормаль к Γ0.
Будем предполагать, что кривая Γ1 принадлежит классу эллипсов, параметризуемых координатами

центра M0(x0, y0), величинами главных осей l и αl, а также углом поворота эллипса β:

(

(x− x0) cosβ + (y − y0) sinβ
)2

+ α2
(

(y − y0) cos β − (x − x0) sinβ
)2

= l2.

Здесь M0(x0, y0): M0 ∈ Ω2 ⊂ Ω; lmin 6 l 6 lmax; 1 6 α 6 αmax и 0 6 β 6 π.
Будем искать приближенные решения обратной задачи (12)–(16) в описанном классе эллипсов. Рас-

смотрим при фиксированном j функцию f j(M) как правую часть в условии (4) краевой задачи (1)–(4).
Решив систему уравнений (9), (10) при заданном контуре Γ1, определяемом набором параметров x0, y0,

l, α и β, вычислим по формуле (11) значение
∂uj(M)

∂nm

= gj
err(M ;x0, y0, l, α, β) нормальной производной

функции uj(M) на границе Γ0.
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Эллипс Γ1(x0, y0, l, α, β) считается приближенным решением обратной задачи (12)–(16), если выпол-
нены неравенства

∥

∥gj(M) − gj
err(M,x0, y0, l, α, β)

∥

∥

L2[Γ0]
∥

∥gj(M)
∥

∥

L2[Γ0]

6 δ, j = 1, 2, . . . ,m,

где δ > 0 — уровень погрешности.
Для численного анализа обусловленности рассматриваемой обратной задачи проводится серия вы-

числительных экспериментов, в которых при различном числе измерений m оценивается множество при-
ближенных решений.
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Рис. 5 Рис. 6

Перейдем к описанию проведенных вычислительных экспериментов. Общие для четырех проведен-
ных экспериментов параметры были таковы. Контур Γ0 представлял собой окружность радиуса 50. В
качестве неизвестного контура Γ1 был выбран эллипс с главными осями величиной 50 и 25 (рис. 5). По-
стоянные σ0 = 10, σ1 = 1. Множество значений параметров, описывающих класс эллипсов, в котором

находилось приближенное решение обратной задачи, таково:



































xk
0 = ±2k, k = 0, 1, . . . , 5;

yz
0 = ±2z, z = 0, 1, . . . , 5;

ls = 18 + 2s, s = 0, 1, . . . , 5;

αt = 1 + 1/2t, t = 0, 1, . . . , 4;

βq = 0 + π/30q, q = 0, 1, . . . , 29.
Различие в проведенных вычислительных экспериментах состояло в числе возбуждений m, которое

совпадало с номером 1, 2, 3 и 4 вычислительного эксперимента. Значения функций uj(M) = uj(x, y) на Γ0

задавались в полярной системе координат с центром, совпадающим с центром окружности Γ0, функциями
полярного угла uj(50 cosψ, 50 sinψ) = f j(ψ), ψ ∈ [0, 2π], j = 1, 2, 3, 4:

f1(ψ) = 150
(

exp
[

−4 sin2(ψ/2)
]

− exp
[

−4 cos2(ψ/2)
]

)

,

f2(ψ) = 150
(

exp
[

−4 sin2(ψ/2 − π/4)
]

− exp
[

−4 cos2(ψ/2 − π/4)
]

)

,

f3(ψ) = 150
(

exp
[

−4 sin2(ψ/2 − π/8)
]

− exp
[

−4 cos2(ψ/2 − π/8)
]

)

,

f4(ψ) = 150
(

exp
[

−4 sin2(ψ/2 − 3π/8)
]

− exp
[

−4 cos2(ψ/2 − 3π/8)
]

)

.

В первом вычислительном эксперименте m = 1 и u1(M) = f1(M).
Во втором эксперименте m = 2 и u1(M) = f1(M), u2(M) = f2(M).
В третьем эксперименте m = 3 и u1(M) = f1(M), u2(M) = f2(M), u3(M) = f3(M).
В четвертом эксперименте m = 4 и u1(M) = f1(M), u2(M) = f2(M), u3(M) = f3(M), u4(M) = f4(M).
Схема проведения вычислительных экспериментов была следующей. С заданными Γ0, Γ1, σ0, σ1 и

f j(M) решались задачи (12)–(15) и находились функции gj(M), представляющие собой значения нормаль-
ной производной uj(M) на контуре Γ0. Затем определялось множество приближенных решений обратной
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задачи, для которых
∥

∥gj(M) − gj
err(M,x0, y0, l, α, β)

∥

∥

L2[Γ0]
∥

∥gj(M)
∥

∥

L2[Γ0]

6 0.01, j = 1, 2, . . . ,m.
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Рис. 7 Рис. 8

На рис. 5–8 приведены результаты вычислительных экспериментов для m = 1, 2, 3, 4 соответственно.
Пунктиром изображены эллипсы из множества приближенных решений обратной задачи, а параметр n,
значение которого указано на изображении, равен количеству элементов этого множества.

Результаты проведенных вычислительных экспериментов свидетельствуют о возможности повыше-
ния точности определения неизвестной границы за счет увеличения числа измерений m в обратной задаче
электроимпедансной томографии (12)–(16).

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 14–01–00244).
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Abstract: A two-dimensional problem of electrical impedance tomography with a piecewise constant
electrical conductivity with two known values is considered. It is required to determine the unknown boundary
between the domains of different conductivities. The measurements of electric field characteristics on the outer
boundary of the medium under study are used as initial data. The numerical conditioning analysis of this
problem is performed with a respect to the type and number of electrical potential excitations at the outer
boundary. It is assumed that the class of curves representing the unknown inhomogeneity boundary is defined
by a finite set of parameters. With a certain accuracy of initial data, the electrical impedance problem is solved
numerically in this class of curves.
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