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ЗАДАЧИ ВОЛНОВОЙ ТОМОГРАФИИ С НЕПОЛНЫМ ДИАПАЗОНОМ ДАННЫХ

А.В. Гончарский1, С. Ю. Романов2, С.Ю. Серёжников3

Сравниваются различные схемы волновой томографии с полным и неполным диапазоном дан-
ных. Обратные задачи томографии рассматриваются как коэффициентные обратные задачи
для волнового уравнения. Алгоритмы решения обратных задач основаны на прямом вычисле-
нии градиента функционала невязки на основе решения сопряженной задачи для гиперболи-
ческого уравнения в частных производных. Анализируются схемы томографии на отражение
и прохождение. Модельные расчеты выполнены на графических процессорах суперкомпью-
терного вычислительного комплекса МГУ “Ломоносов” как в двумерном, так и в трехмерном
представлениях.
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1. Введение. Одной из актуальных задач современной медицины является разработка ультразвуко-
вых томографов для диагностики мягких тканей и в первую очередь для дифференциальной диагностики
рака молочной железы. Особая важность этой проблемы связана с тем, что смертность от заболевания
раком молочной железы стоит на первом месте среди всех заболеваний женской половины человечества.

В настоящее время волновая томография получила мощный импульс для своего развития после раз-
работки алгоритмов решения задачи как коэффициентной обратной задачи для волнового уравнения. За-
дачи волновой томографии даже в простейшей модели для волнового уравнения сводятся к нелинейным
коэффициентным задачам, решение которых представляет серьезную проблему. По сути дела в волно-
вой томографии приходится иметь дело с трехмерной нелинейной задачей. Существует подход, в рамках
которого аналогично рентгеновской томографии обратная задача рассматривается послойно, как набор
двумерных задач. Возникающие при этом двумерные задачи все равно являются нелинейными. Разработ-
ка эффективных алгоритмов решения двумерных и трехмерных обратных задач волновой томографии —
это актуальная задача, которой посвящено большое количество публикаций.

Важным результатом в этой области является открытие возможности явно вычислять градиент функ-
ционала невязки итерационного процесса в рассматриваемой нелинейной задаче. Градиент функционала
невязки в разных постановках представляется с помощью решения некоторой сопряженной задачи [1–3].

Существуют различные схемы волновой томографии. В литературе используются послойные томо-
графические схемы как на прохождение [4–6], так и на отражение [7, 8]. Часть работ посвящена исследова-
нию алгоритмов решения трехмерных [9–11] и одномерных [12, 13] задач. В настоящее время разработаны
макеты ультразвуковых томографов для сравнительной диагностики рака молочной железы [14–16]. По-
нимание предельных возможностей различных томографических схем важно для создания макетов и для
разработки и промышленного изготовления специализированных ультразвуковых томографов. Именно
этой задаче и посвящена настоящая работа.

В рамках модели волнового уравнения исследуются томографические схемы на прохождение и отра-
жение как в послойном варианте томографии, так и непосредственно в 3D варианте, где искомой является
функция распределения скорости звука в неоднородном объекте. Математическая модель учитывает та-
кие эффекты, как дифракция, рефракция и переотражение волн.

2. Постановка прямой и обратной задачи волновой томографии в двумерном и трехмер-
ном случаях. В работах [1, 2, 17–21] описаны различные постановки коэффициентных обратных задач
волновой томографии. В настоящей статье обратная задача рассматривается в скалярном приближении
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для уравнения гиперболического типа. Акустическое поле u(r, t) в области Ω ⊂ R
N (N = 2, 3), создаваемое

точечным источником, находящимся в точке r0 и генерирующим импульс, который описывается функцией
f(t), удовлетворяет волновому уравнению:

c(r)utt(r, t) − ∆u(r, t) = δ(r − r0)f(t), (1)

u(r, t = 0) = ut(r, t = 0) = 0, ∂nu
∣

∣

ΓT
= p(r, t), (2)

где t — время, 0 < t < T , u — акустическое давление, c(r) = v−2(r), v(r) — скорость звука в среде, ∆ —
оператор Лапласа по r ∈ R

N (N = 2, 3), Γ — граница области Ω, ∂nu
∣

∣

ΓT
— производная вдоль нормали к

поверхности Γ в области Γ × (0, T ), p(r, t) — некоторая известная функция.
Скалярная волновая модель позволяет описать дифракцию, рефракцию, переотражение волн в среде.

Единственным параметром, описывающим неоднородности среды, является скорость звука v(r). Несмотря
на такое упрощение, обратные задачи томографии в волновой модели являются сложными нелинейными,
некорректно поставленными задачами.

Рассмотрим обратную по отношению к задаче (1), (2) задачу, которая состоит в нахождении неиз-
вестной скорости звука v(r) по экспериментальным данным измерения акустического давления U(γ, t) на
границе Γ области Ω за время (0, T ) при различных положениях источника r0. Время T обычно выбира-
ется с таким расчетом, чтобы все основные отраженные и преломленные волны достигли приемников и
вышли за границу Γ. Мы ставим обратную задачу как задачу минимизации функционала невязки:

Φ
(

u(c)
)

=
1

2

∥

∥

∥
u
∣

∣

ΓT
−U

∥

∥

∥

2

=
1

2

T
∫

0

∫

Γ

(

u(γ, t) − U(γ, t)
)2

dγ dt. (3)

Здесь ‖ · ‖2 — квадрат нормы в пространстве L2

(

Γ × (0, T )
)

, U(γ, t) — экспериментальные данные на
границе Γ области Ω за время (0, T ), u(r, t) — решение прямой задачи (1), (2) при заданной c(r) = 1/v2(r).
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Рис. 1. Схема эксперимента в 3D задаче Рис. 2. Послойная схема эксперимента

Рис. 1 иллюстрирует схему расположения источников и приемников для решения трехмерной об-
ратной задачи. Цифрой 1 обозначены источники волнового излучения, приемники излучения обозначены
цифрой 2 и расположены на гранях куба Ω. Будем считать, что диагностируемый объект G расположен в
кубе Ω. Остальное пространство L заполнено водой с известной скоростью v0. Рис. 2 иллюстрирует схему
расположения источников и приемников для двумерного варианта волновой томографии. На рис. 2 циф-
рой 1 обозначены источники, цифрой 2 — приемники, G — исследуемая область, L — область с известной
скоростью v0.

Прорывные результаты в области решения задач волновой томографии связаны с возможностью
прямого вычисления градиента функционала Φ

(

u(c)
)

. Для такой постановки задачи эти результаты опуб-
ликованы в работах [3, 18]. В похожих постановках выражение для градиента получено, например, в
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работах [1, 2]. Градиент Φ′
(

u(c)
)

имеет вид

Φ′

C

(

u(c), c
)

=

T
∫

0

wt(r, t)ut(r, t) dt, (4)

где u(r, t) — решение задачи (1), (2), а w(r, t) — решение следующей “сопряженной” задачи при заданной
функции c(r):

c(r)wtt(r, t) − ∆w(r, t) = 0, (5)

w(r, t = 0) = wt(r, t = 0) = 0, ∂nw
∣

∣

ΓT
= u

∣

∣

ΓT
−U. (6)

В тех точках границы Γ, где экспериментальные данные U(γ, t) не заданы, ставится граничное условие
∂nw

∣

∣

ΓT
= 0. Таким образом, для вычисления градиента Φ′

C(u) необходимо решить основную (1), (2) и
“сопряженную” (5), (6) задачи. Зная Φ′

C из (4), можно построить различные итеративные схемы для
минимизации функционала невязки (3) [17].

3. Численные алгоритмы решения двумерной и трехмерной задачи. Для решения как дву-
мерной, так и трехмерной обратной задачи был использован конечно-разностный метод во временно́й
области. В такой постановке решение волновых дифференциальных уравнений сводится к решению раз-
ностных уравнений. Приведем дискретизацию задачи в трехмерном случае. На области изменения про-
странственных аргументов (x, y, z) и времени t введем равномерную дискретную сетку с шагом сетки h по
пространственным переменным и шагом τ по времени. Для аппроксимации частных производных второго
порядка в уравнении (1) используем конечные разности, имеющие второй порядок аппроксимации. В обла-
сти, не содержащей источников, получаем следующую явную разностную схему для дифференциального
уравнения (1):

uk+1
ijl =

1

cijl

τ2∆uk
ijl + 2uk

ijl − uk−1
ijl , (7)

где

∆uk
ijl =

uk
i+1,jl − 2uk

ijl + uk
i−1,jl

h2
+

uk
i,j+1,l − 2uk

ijl + uk
i,j−1,l

h2
+

uk
ij,l+1 − 2uk

ijl + uk
ij,l−1

h2
,

uk
ijl — значения функции u(r, t) в точке (i, j, l) в момент времени k, cijl — значения функции c(r) в точке

(i, j, l). Параметры h и τ связаны условием устойчивости Куранта c−0.5τ <
h√
3

для 3D задачи. Расчет

сопряженной задачи (5), (6) выполняется по аналогичным разностным формулам.
В качестве граничных условий для модельных расчетов использовано условие неотражения на гра-

нице: ∂nu
∣

∣

ΓT
= −c0.5∂tu

∣

∣

ΓT
.

Для двумерной задачи разностные формулы получаются аналогично и отличаются от приведенных
выше отбрасыванием индекса l и переменной z.

В модельных расчетах исследуемая область окружена однородной средой, в которой процесс распро-
странения зондирующего импульса известен, что позволяет вычислить u(r, t) и ut(r, t) при малом t = τ
для моделирования источника зондирующего импульса. Зондирующий импульс как функция u(r) при
фиксированном времени имеет вид, приведенный на рис. 3.

Для проведения модельных расчетов был использован следующий итерационный процесс. В качестве
начального приближения выбирается значение c(0) = c0 = const, соответствующее скорости звука в чистой
воде v0 = 1.5 км/с.

На каждой итерации (m) выполняются следующие действия.
1. Расчет начального импульса источника.
2. Решение прямой задачи (1), (2) для текущего итерационного приближения c(m). Расчет распро-

странения волны u(m)(r, t) выполняется по формуле (7). Вычисляются значения u(r, t) на каждом из
детекторов.

3. Вычисление невязки Φ(m) = Φ
(

u(m)(r)
)

из формулы (3).

4. Решение сопряженной задачи (5), (6) для w(m)(r, t).
5. Вычисление градиента Φ′

C

(

u(m)(r)
)

по формуле (4) для всех источников.

6. Коррекция текущего приближения c(m+1) = c(m) + λ(m)Φ′

C

(

u(m)(r)
)

. Возврат к шагу 2.
Итерационный процесс останавливается, если невязка становится меньше заданной величины, ко-

торая соответствует известной априори погрешности входных данных, либо при достижении заданного

минимального значения скорости убывания невязки dΦ:

∣

∣Φ(m) − Φ(m+1)
∣

∣

Φ(m+1)
< dΦ.
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Шаг метода градиентного спуска λ(m) выбирается из априорных соображений. Для более точного
определения шага для наискорейшего спуска потребовалось бы выполнять дополнительные итерации,
что увеличило бы время расчетов вдвое и более. Если невязка Φ(m) на следующей итерации оказывается
больше, чем Φ(m−1), то шаг λ(m) уменьшается в 1.5 раза.
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Рис. 3. График зондирующего импульса Рис. 4. Схема 2D эксперимента на
прохождение и отражение

4. Использование суперкомпьютерных технологий для решения задач волновой томо-
графии. Обратные задачи волновой томографии являются очень сложными с вычислительной точки
зрения [22, 23]. Для получения достаточно высокого разрешения необходимо решать 3D задачу восста-
новления трехмерной функции c(x, y, z) на сетке размерностью до 4003 точек. Таким образом, необходимо
решать нелинейную коэффициентную обратную задачу с общим числом неизвестных порядка 100 млн.

Предлагаемый в работе численный метод с явной разностной схемой относится к SIMD-алгоритмам
(Single Instruction — Multiple Data) и имеет высокую степень параллелизма. Такие задачи являются очень
распространенными и могут быть эффективно решены на кластерных системах как с процессорами об-
щего назначения, так и с графическими картами (GPU).

В работах [3, 24, 25] приведены результаты распараллеливания 2D задачи на кластерной системе с ис-
пользованием процессоров общего назначения; эти результаты показали высокую эффективность такого
распараллеливания при использовании до десятков тысяч процессорных ядер. Однако такие вычисли-
тельные конфигурации с большим количеством процессоров общего назначения достаточно дороги.

Графические процессоры, получившие широкое распространение в последнее время, позволяют полу-
чить очень высокую производительность на задачах такого типа и, следовательно, сократить требования
к вычислительным ресурсам.

Вычислительная конфигурация, необходимая для решения задач ультразвуковой томографии, может
быть реализована в рамках одной стойки с потребляемой мощностью 10–20 кВт, что делает возможным
установку небольших, но высокопроизводительных суперкомпьютеров непосредственно в медицинских
учреждениях, а также решение задач ультразвуковой томографии на практике за приемлемое для меди-
цинских исследований время. В настоящее время GPU успешно используются в задачах ультразвуковой
томографии [26, 27].

Расчеты для настоящей работы проводились на кластере “Ломоносов” суперкомпьютерного комплекса
МГУ имени М. В. Ломоносова [28], при этом в 3D задаче задействовались 24 графических процессора
NVidia Tesla X2070. Несмотря на огромные размеры массивов функций u(r, t) и w(r, t), заданных на
сетках размерностью n2m для 2D задачи и n3m для 3D задачи, разработанный алгоритм решения таков,
что хранить в памяти необходимо только данные небольших размеров ∼ n2 и ∼ nm для 2D расчетов
и ∼ n3 и ∼ n2m для 3D расчетов, что позволяет разместить их полностью в высокопроизводительной
памяти GPU. В результате применение GPU в такой задаче только за счет более скоростной памяти дает
ускорение расчетов по сравнению с обычным процессором до 50 раз в зависимости от конфигурации.

5. Модельные расчеты двумерных задач волновой томографии. Для 2D модели были за-
даны следующие значения параметров: размер импульса λ = 5 мм, диапазон значений скорости звука в
тестовом объекте — 1.43–1.6 км/c, в окружающей среде — 1.5 км/c, размер расчетной области h = 204 мм,
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размерность разностной сетки 1024 × 1024 точек. Схема эксперимента приведена на рис. 4. Во всех мо-
дельных расчетах использовалось 8 положений источников S, обозначенных на рисунке по 2 на каждой
стороне квадрата. Приемники располагались также по сторонам квадрата c шагом 0.8 мм. В первом экс-
перименте приемники располагались по всему периметру квадрата (эксперимент с полным диапазоном
данных).
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Рис. 5. Эксперимент с полным диапазоном данных: а) исходное 2D изображение;

б) восстановленное изображение

На рис. 5а показано исходное изображение тестового объекта, на рис. 5б — восстановленное. Рисунки
снабжены справа шкалой значений функции скорости. Как видно из рисунков, в такой конфигурации
источников и приемников (томографическая схема с полным диапазоном данных) при маленькой ошибке
измерений даже при небольшом количестве источников изображение может быть восстановлено доста-
точно точно. Время расчета 2D задачи на 8 графических картах составило около 30 мин., проведено 200
итераций.

Рассмотрим схемы томографии на отражение и томографии на прохождение. Восемь источников
импульсов в обеих схемах, как и в предыдущем эксперименте, располагаются со всех сторон (рис. 4), но
принимаются либо только прошедшие, либо только отраженные волны. При расчете модельной задачи
на прохождение приемники располагались с противоположной от источника стороны квадрата в области
D на границе расчетной области (рис. 4). Размер области D задавался углом α, причем угол между
направлениями из источника S в центр O и из центра O на приемники находится в пределах ±α. При
расчете на отражение приемники располагались в области R с той же стороны квадрата, что и источник.
Размер области R также задавался углом α.

Восстановленные по схеме на прохождение изображения при α = 60◦ приведены на рис. 6а. Из срав-
нения рис. 5 и 6 видно, что томографические схемы на прохождение дают результаты с худшим разреше-
нием, чем томографические схемы с полным диапазоном данных. Достаточно хорошо восстанавливаются
абсолютное значение скорости и геометрические очертания неоднородностей.

Задача на отражение возникает во многих приложениях: например, в сейсмических исследовани-
ях, неразрушающем контроле ультразвуком сварных швов [29], томографии неоднородностей морского
дна [30], акустической диагностике железнодорожных насыпей [31], ультразвуковой диагностики в меди-
цине [7].

Восстановленные по схеме на отражение изображения при α = 45◦ приведены на рис. 6б. При исполь-
зовании только отраженных волн значение скорости звука в среде не восстанавливается, на изображении
видны лишь границы, где меняется акустическое сопротивление среды и образуется отраженная волна,
что согласуется с результатами работы [8]. Кроме того, изображение границ подвержено геометрическо-
му искажению и виден эффект удвоения контура границ. На физическом уровне строгости этот эффект
можно объяснить тем, что одна и та же граница для разных положений источников восстанавливается в
разных местах вследствие неправильного абсолютного значения восстановленной скорости в среде.
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Рис. 6. Восстановленное 2D изображение по схеме: a) на прохождение (α = 60
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Более точное положение границ неоднородностей можно найти, если знать приближенно распределе-
ние скорости звука внутри неоднородностей. Эти выводы хорошо согласуются с результатами, полученны-
ми в работе [9], в которых на первом этапе в модели волновой томографии на прохождение приближенно
восстанавливается скоростной разрез, а затем полученные данные скоростного разреза используются при
решении задачи на отражение. Аналогичные результаты типичны для интерпретации данных в геофизи-
ке и сейсморазведке, где для точного определения границ неоднородности необходимо иметь априорные
оценки скоростного разреза, который может быть найден, например, бурением скважин и т.п.
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Рис. 7. Графики сечений A–A эталонной и восстановленной скорости звука для расчета: а) с полными данными;

б) в схеме на прохождение; в) в схеме на отражение

На рис. 7 приведены графики сечений эталонной и восстановленной в различных схемах эксперимен-
та скорости звука на линии A–A рис. 5а как функция от координаты x. Пунктир соответствует точному
решению, а сплошная линия — восстановленному. На рис. 7а — расчет с полными данными, соответству-
ющий изображению на рис. 5б; на рис. 7б — расчет только на прохождение при α = 60◦, соответствующий
рис. 6а; на рис. 7в — расчет только на отражение при α = 45◦, соответствующий рис. 6б.

Как видно из рисунков, расчет с полными данными или на прохождение позволяет восстанавливать
не только форму неоднородности, но и само значение скорости как функции от координаты. Однако точ-
ность восстановления с полными данными заметно выше, достаточно хорошо восстанавливаются даже
небольшие неоднородности размером 2–3 мм, а значение скорости звука восстанавливается с точностью
до 10 м/c и выше. В схеме на отражение восстанавливаются только скачки скорости (границы неоднород-
ностей) с некоторой погрешностью, абсолютное значение скорости звука не восстанавливается.
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Промоделируем работу простейшего аналога широко распространенных медицинских аппаратов для
ультразвуковых исследований с линейным массивом трансдьюсеров [32].
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Рис. 9. Схема 3D эксперимента

В линейном массиве трансдьюсеров пьезоэлементы ис-
пользуются одновременно как источники и как приемники
излучения. Трансдьюсеры располагаются не по окружно-
сти, как в томографической схеме обследования, а на линии
только с одной стороны от объекта исследования. Схема экс-
перимента показана на рис. 8а, где источники и приемники
располагаются на левой вертикальной границе квадрата.

В модельном расчете с простейшим аналогом линейно-
го массива трансдьюсеров было использовано 8 источников
S и 80 приемников R, расположенных между источниками
с шагом 2.5 мм. Результаты расчетов модельной задачи по-
казаны рис. 8б. Из рисунка видно, что в такой схеме изме-
рений, когда источники и приемники расположены только с
одной стороны от объекта, можно пытаться восстанавливать
только границы неоднородностей, при этом границы, пер-
пендикулярные фронту волны, восстанавливаются гораздо
хуже, чем границы, параллельные фронту волны. Анало-
гичная проблема возникает при электромагнитном зонди-
ровании приповерхностных слоев Земли, в сейсморазведке и в инженерной сейсмике.

6. Модельные расчеты трехмерных задач волновой томографии. Томографическое восста-
новление изображения в трех измерениях дает возможность учитывать рефракцию волн в третьем из-
мерении, которая не может быть учтена при восстановлении сечения реального трехмерного объекта с
помощью двумерной схемы и, следовательно, позволяет получить более точное изображение 3D объекта.
Для модельных расчетов в 3D использовался импульс размера λ = 5 мм (рис. 3), диапазон значений ско-
рости звука в тестовом объекте от 1.43 до 1.6 км/c, в окружающей среде скорость звука равна 1.5 км/c.
Размер расчетной области h = 176 мм, размерность расчетной сетки 352×352×353 точки. Использовалось
24 положения источников S в двух плоскостях Z = h0 = 0.33h и Z = h1 = 0.95h, по 3 на каждом ребре
(рис. 9). Приемники располагались на всех гранях куба расчетной области (схема с полным диапазоном
данных) с шагом 2 мм. Сечения восстановленного 3D изображения в плоскостях Y = 0.6h, Y = 0.5h,
Z = 0.83h, Z = 0.36h показаны на рис. 10. Время расчета 3D задачи на 24 графических картах составило
около 12 часов, проведено 400 итераций.

В модельной задаче с использованием 3D томографической схемы на прохождение приемники рас-
полагались только на всей противоположной от источника S грани куба, а в модельной задаче на отра-
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в) Z = 0.83h (146 мм), г) Z = 0.36h (64 мм) в схеме с полным диапазоном данных
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Рис. 11. Сечения восстановленного 3D изображения в плоскостях a) Y = 0.6h (105 мм), б) Y = 0.5h (88 мм),

в) Z = 0.83h (146 мм), г) Z = 0.36h (64 мм) при использовании только проходящих волн

жение — только на всей грани куба, на которой расположен источник S. Расположение источников такое
же, как и в предыдущей задаче (рис. 9). Восстановленные изображения в тех же плоскостях Y = 0.6h,
Y = 0.5h, Z = 0.83h, Z = 0.36h с использованием схемы на прохождение показаны на рис. 11. Так же, как
и в расчетах на прохождение для 2D модели (рис. 6а), наблюдается падение разрешающей способности.

Возможности томографических исследований 3D объектов в варианте на отражение, как и в 2D
случае, ограничены. Аналогично тому, как было показано в 2D варианте (рис. 6б), в схеме на отражение
удается восстанавливать только границы областей неоднородностей.

7. Выводы. Проведенные расчеты как в двумерном, так и в трехмерном случаях показали, что в
томографических схемах с полным диапазоном углов, где регистрируются как отраженные, так и прохо-
дящие волны, достигается наилучшая точность восстановления неоднородностей.

В томографических схемах, в которых используются только проходящие волны, точность восстанов-
ления гораздо хуже, чем в схемах с полным диапазоном углов.

В варианте томографических схем на отражение можно пытаться восстанавливать только грани-
цы неоднородных областей, при этом профиль скорости распространения звука внутри неоднородности
восстановить не удается. Точное положение границ неоднородностей можно найти, если априори знать
распределение скорости внутри неоднородностей.

В ультразвуковой диагностике с линейным массивом трансдьюсеров, когда источники и приемники
расположены только с одной стороны от объекта, качество восстановления границ, направленных вдоль
распространения волны зондирования, намного хуже, чем поперек.

Суперкомпьютеры на графических процессорах (GPU) позволяют решать за разумное время как
двумерные, так и трехмерные задачи волновой диагностики.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 14–07–00078-а).
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Abstract: A number of schemes of full-range and limited-data wave tomography are compared. Inverse
problems of tomography are treated as coefficient inverse problems for the wave equation. The proposed
algorithms for solving inverse problems are based on direct computation of the residual functional by solving
the conjugate problem for the hyperbolic partial differential equation. Reflection and transmission tomography
schemes are analyzed. Numerical simulations are performed both in the two- and three-dimensional versions on
the GPU cluster of Lomonosov supercomputing facility of Moscow State University.
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