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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗВИТИЯ МАГНИТОРОТАЦИОННОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО RKDG АЛГОРИТМА ДЛЯ

СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

М.П. Галанин1, В.В. Лукин2, К.Л. Шаповалов3

Предложена параллельная реализация метода RKDG (Runge–Kutta Discontinuous Galerkin) для
системы уравнений идеальной магнитной гидродинамики в двумерной осесимметричной по-
становке на неструктурированных треугольных сетках. Разработан алгоритм бездивергентной
реконструкции магнитного поля для цилиндрической системы координат, позволяющий по-
лучать физически адекватные результаты расчетов с высоким порядком точности. Показана
высокая масштабируемость созданного параллельного кода на многопроцессорных установках,
проведен анализ эффективности распараллеливания программы на кластере К-100 Институ-
та прикладной математики им. М. В. Келдыша РАН. Представлены и обсуждены результаты
моделирования магниторотационной неустойчивости в аккрецирующей оболочке протозвезды.

Ключевые слова: магниторотационная неустойчивость, магнитная гидродинамика, метод RKDG,
параллельное программирование, MPI.

Введение. Явление магниторотационной неустойчивости (МРН) течения электропроводящей жид-
кости [1], по-видимому, определяет характеристики многих процессов, протекающих в астрофизических
объектах, в частности процесса аккреции вещества на гравитирующий объект [2]. Поскольку при сохра-
нении удельного момента импульса вращающейся плазмы центробежная сила в аккреционном диске не
позволит веществу упасть на центральный объект, необходим механизм перераспределения удельного мо-
мента импульса от окрестностей звезды на периферию аккреционного диска. В качестве такого механизма
в работах [3, 4] рассмотрена магниторотационная неустойчивость, приводящая к крупномасштабной тур-
булентности во вращающемся аккреционном диске.

В настоящей работе произведено моделирование поведения газопылевого облака в окрестности прото-
звезды, аналогичное модели, рассмотренной в статье [4]. В этой статье моделирование развития неустой-
чивости в аккреционном диске изучено в рамках модели изотермической плазмы. В нашей же работе
аналогичный процесс рассмотрен в рамках полной системы двумерных уравнений идеальной магнитной
гидродинамики (МГД) с переменной по времени и пространству температурой плазмы с учетом цилин-
дрической симметрии. Проведено моделирование развития неустойчивости в аккреционной оболочке про-
тозвезды, аналогичной области образования молодой массивной звезды G31.41.

Для численного исследования данной модели применен разрывный метод Галеркина второго поряд-
ка (метод RKDG, Runge–Kutta Discontinuous Galerkin) [5, 6] на неструктурированной треугольной сет-
ке. Методы DG (Discontinuous Galerkin) высокого порядка применяются для анализа различного рода
неустойчивостей, что связано со сложной разрывной структурой решения в такого рода задачах [7]. Для
корректного моделирования МРН в рамках цилиндрически симметричной постановки численный метод
второго порядка для решения двумерных уравнений МГД в декартовой системе координат [8, 9] был
расширен для применения в цилиндрической системе координат.

Анализ процесса формирования неустойчивости течения замагниченной плазмы требует использова-
ния подробных сеток. В то же время применение RKDG-метода само по себе является вычислительно
затратным и приводит к необходимости использования параллельных вычислительных технологий для
систем с общей и распределенной памятью. В настоящей статье описана параллельная реализация данного
метода. Показана эффективность распараллеливания на тестовых задачах МГД.
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1. Система нестационарных уравнений идеальной магнитной гидродинамики. Система
нестационарных уравнений идеальной магнитной гидродинамики в безразмерных консервативных пере-
менных в цилиндрической системе координат (r, φ, z) в случае цилиндрической симметрии (решение не
зависит от угла φ) может быть записана в следующей форме [10, 11]:

∂u

∂t
+

1

r

∂rF r

∂r
+
∂F z

∂z
= s. (1)

Здесь u = (ρ, ρvr, ρvφ, ρvz , e, Br, Bφ, Bz)
T — вектор консервативных переменных, векторы потоков F r и F z

имеют вид
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и s = sgeom + sΓ — вектор источников, возникающий при переходе к криволинейной системе координат

и за счет гравитации, где sgeom =
1

r

(

0, ρv2
φ + p − B2

φ, −ρvrvφ + BrBφ, 0, 0, 0, vrBφ − vφBr, 0
)T

,

s Γ =
(

0, FΓ
r , F

Γ
φ , F

Γ
z , F

Γ · v, 0, 0, 0)T, ρ — плотность газа в данной точке, v = (vr, vφ, vz)
T — вектор

скорости плазмы, B = (Br, Bφ, Bz)
T — вектор магнитной индукции, p — давление, e — полная энергия

единицы объема и F
Γ — гравитационная сила. Полужирным шрифтом обозначены векторы, имеющие

три пространственные компоненты.
Выписанные уравнения представляют собой законы сохранения массы, импульса, энергии, а так-

же уравнение Фарадея для магнитной индукции. Из закона Фарадея следует условие бездивергентности
магнитного поля div B = 0. Будем считать, что плазма является сильно ионизированным и не поляризо-
ванным совершенным газом с уравнением состояния p = (γ − 1)ρε, где γ — показатель адиабаты и ε —
удельная внутренняя энергия. С учетом этого полная энергия имеет вид

e =
p

γ − 1
+
ρv2

2
+

B2

8π
.

Система (1) вместе с уравнением состояния газа является замкнутой. Можно показать, что эта си-
стема является гиперболической [10] и, следовательно, существует разложение

∂F i

∂u
= Ai = LiΛiRi, i = 1, 2, (2)

где Li и Ri — ортогональные матрицы, составленные из левых и правых собственных векторов, а Λi —
действительная диагональная матрица, составленная из собственных значений матрицы Ai.

2. Численный метод. Запишем систему (1) в инвариантной индексной форме

∂ui
∂t

+ div
(

(F1,i, F2,i, F3,i)
T
)

= si, i = 1, 8.

Для ее решения на треугольной сетке используем разрывный метод Галеркина [8, 12]: запишем систему в
слабой интегральной постановке и будем искать решение в виде

u =

NT
∑

α=1

Nb
∑

β=1

yα,β(t)ϕα,β(r, z),

где NT — число треугольников сетки; Nb — зависящее от порядка аппроксимации число базисных функ-

ций, определенных в ячейке Kα;
{

ϕα,β(x1, x2)
}Nb

β=1
— ортонормированная система базисных функций (по-

линомов степени меньше m), определенных в α-й ячейке; yα,β(t) — вектор коэффициентов при базисных
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функциях. Тогда система обыкновенных дифференциальных уравнений разрывного метода Галеркина
порядка m будет иметь следующий вид при α = 1, NT , β = 1, Nb, i = 1, 8 [8]

dyα,βi

dt
+

3
∑

ψ=1

∫

Sα
ψ

F ∗

j

(

yα,yη(α,ψ)
)

ϕα,β dS −
∫

V α

Fj,i
∂ϕα,β
∂xj

dV =

∫

V α

siϕα,β dV. (3)

Здесь ячейка α — кольцо треугольного сечения, Sαψ — поверхность ψ-й боковой грани ячейки α, V α —

объем ячейки α, η(α, ψ) — номер соседней с ней ячейки, F ∗

(

yα,yη(α,ψ)
)

— численный поток, зависящий
от значений решения в ячейках, примыкающих к ребру ψ, и определяемый из решения соответствующей
задачи Римана о распаде разрыва.

Система (3) дополняется начальным условием вида

yα,β(0) =

∫

V α

u0ϕα,β dV, (4)

где u0(x1, x2) — начальное распределение консервативных переменных.
Для приближенного решения задачи Римана для системы уравнений магнитной гидродинамики ис-

пользуется ряд методов с выделением разрывов, такие как HLL (Harten–Lax–van Leer), HLLC (Harten–
Lax–van Leer with Contact) и HLLD (Harten–Lax–van Leer Discontinuities) [10, 13]. Метод HLLD позволяет
получить наилучшее разрешение разрывов, но во многих случаях приводит к возникновению численной
немонотонности в решении. В этих случаях используется более диссипативный численный поток HLL.

При расчете интегралы заменяются квадратурными формулами, точность которых согласована с
порядком метода m. Так как для случая осевой симметрии в цилиндрических координатах dV = 2πr dr dz,
а dS = 2πr dl, где dl — элемент длины в плоскости (r, z), то квадратурные формулы строятся с учетом
весового коэффициента r. Решение задачи Коши (3), (4) производится численным интегрированием явным
методом Рунге–Кутты, шаг по времени τ определяется динамически.

Для аппроксимации граничных условий используется метод фиктивной ячейки.
Решение уравнений МГД разрывным методом Галеркина второго порядка точности требует исполь-

зования функций-ограничителей наклона решения в ячейке (лимитеров [12, 14, 15]) как для поддержания
монотонности решения, так и для предотвращения появления на очередном временно́м слое отрицатель-
ных значений плотности и давления.

Рис. 1. Схема перераспределения

магнитных потоков

В настоящей работе использован лимитер minmod TVB (Total
Variation Bounded) для кусочно-линейных функций [10, 12], значе-
ние которого зависит исходного наклона решения в данной ячейке
и от средних значений решения в соседних ячейках. Процедура ли-
митирования магнитного поля может привести к потере свойства
его бездивергентности и поэтому применяется только при вычис-
лении потоков. Лимитирование проводится для локальных харак-
теристических переменных, получаемых из консервативных умно-
жением на матрицу L = R−1 левых собственных векторов, вы-
числяемую в каждой ячейке вместе с разложением (2). Процеду-
ра монотонизации решения, использованная в настоящей работе,
описана в [8].

2.1. Условие отсутствия магнитного заряда. Выполне-
ние условия бездивергентности магнитного поля div B = 0 явля-
ется одной из основных проблем при создании численного метода
решения уравнений магнитной гидродинамики. Несмотря на то
что дивергенция начального распределения магнитного поля рав-
на нулю, при использовании дивергентной формы записи системы уравнений МГД (1) в ходе расчетов
может накапливаться численный магнитный заряд. Такая ситуация приводит к нефизичным результатам
или даже преждевременному прерыванию расчета.

Для поддержания бездивергентности магнитного поля реализован метод, основанный на использо-
вании φ-й компоненты электрического поля и ее градиента в узлах сетки (рис. 1) для определения без-
дивергентного потока магнитного поля. Так как в цилиндрической системе координат в случае осевой

симметрии div B =
1

r

∂rBr
∂r

+
∂Bz
∂z

, то созданная для декартовой системы координат процедура полу-

чения бездивергентного магнитного поля [8] будет приводить к дивергентному полю в цилиндрической
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системе координат. Описанный в [8] метод может быть адаптирован на случай цилиндрической системы
координат при помощи замены базисных функций для Br и Bz.

Равенство нулю дивергенции на разностном уровне соответствует бездивергентности распределения
магнитного поля внутри ячейки сетки и равенству нормальных составляющих магнитного поля на гра-
нице между ячейками. В случае явной схемы и бездивергентного начального распределения достаточно,
чтобы этому условию на каждом шаге удовлетворяла величина, на которую изменяется магнитное по-
ле, — соответствующие компоненты потоков F r и F z. Это можно обеспечить, например, если в качестве
компонент потока для магнитного поля взять величину

(

F∗

Br ,F
∗

Bz

)T
=

(

−∂P
∂z

,
1

r

∂(rP )

∂r

)T

=

(

−1

r

∂(rP )

∂z
,
1

r

∂(rP )

∂r

)T

,

где
(

F∗

Br
,F∗

Bz

)T
— численный поток, соответствующий изменению величин Br и Bz, а P — некоторая

функция, имеющая непрерывную вторую смешанную производную по пространственным переменным.
Согласно уравнению (1) функции P соответствует величина P = (B × v)φ, т.е. P является аналогом
φ-й компоненты электрического поля, полученной сносом магнитных силовых линий. При таком выборе
потока изменение дивергенции магнитного поля в ячейке

div (
(

F∗

Br ,F
∗

Bz

)T
) =

1

r

∂

∂r

(

rF∗

6

)

+
∂F∗

8

∂z
=

1

r

∂2

∂r∂z
(−rP ) +

1

r

∂2

∂z∂r
(rP ) = 0

и изменение нормальной к границе ячейки составляющей магнитного поля

(

F∗

Br ,F
∗

Bz

)T · n = −∂P
∂z

nr +
1

r

∂rP

∂r
nz =

1

r
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∂r
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1
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∂rP

∂z
nr =

1

r

∂rP

∂r
er +

1

r

∂rP

∂z
ez =

1

r

∂rP

∂e

будут определяться величиной r · P , где n = (nr , nz)
T — единичный вектор, нормальный к границе

ячейки ∂Ki, e = (er, ez)
T — единичный вектор, касательный к границе ячейки ∂Ki. Таким образом,

выбор функции P ∗(r, z) = rP (r, z) будет определять бездивергентность распределения магнитного поля.
Так как при интегрировании по границе поток, полученный приближенным методом решения зада-

чи Римана, умножается на радиус соответствующей точки интегрирования, то использование величины
P (r, z)r помогает сохранить консервативность схемы. В нашей работе был использован следующий способ

определения rP (r, z) в узлах сетки: rP (xi) =

σi
∑

k=1

(

F ∗

6 [ik, 1], F ∗

8 [ik, 1]
)

· eik
σi

r[ik,1], где F ∗[ij, 1] — числен-

ный поток, полученный в точке интегрирования ζxi + (1 − ζ)xj (ζ = 1/2 для метода первого порядка и
ζ = 1/2 +

√
3/6 для метода второго порядка), r[ik,1] — радиус-вектор точки ζxi + (1 − ζ)xj , σi — число

ребер, выходящих из вершины i с координатами xi. Восстановление градиента ∇(Pr) производится по

формуле ∇(Pr) ≈ 1

S

∫

S

∇Pr dS =
1

S

∫

∂S

Prn dl (рис. 1). Этот интеграл берется численно с использованием

вычисленных значений потоков F ∗[ij, 1].
В случае метода второго порядка в каждой треугольной ячейке в качестве rP можно взять квадра-

тичный полином rP (r, z) = ai + bir + ciz + dir
2 + firz + giz

2, x ∈ Ki, а совпадение производной вдоль
ребра ячейки (и, следовательно, нормальной компоненты магнитного поля вдоль этого ребра) можно
обеспечить равенством значений rP в узлах сетки и равенством второй производной rP вдоль ребра на
границе между ячейками. В настоящей работе эта величина определяется на основании градиентов rP в

узлах сетки
∂2(rP )

∂e2
ij

=
∇P (xj)eij −∇(rP )(xi)eij

hij
. Такой выбор Pr позволяет получить бездивергентное

распределение магнитного поля.
Выбор rP (r, z) определяет вид базисных функций, необходимых для аппроксимации бездивергент-

ного магнитного поля. Если rP (r, z) = ai + bir + ciz + dir
2 + firz + giz

2, то Br ∈ span

(

1,
1

r
,
z

r

)

и

Bz ∈ span

(

1,
1

r
,
z

r

)

, где span(f1, . . . fn) — линейная оболочка функций f1, . . . fn. Для того чтобы мини-

мизировать изменения в численном методе относительно случая декартовой системы координат, вместо

Br и Bz в памяти хранятся величины u6 = Br
r

rci
и u8 = Bz

r

rci
, где rci — радиус-вектор центра ячейки Ki.

Тогда u6 и u8 являются линейными по r и z функциями, что позволяет получить формулы бездивергент-
ного потока F∗

6 ,F∗

8 для величин u6 и u8, аналогичные случаю декартовых координат.
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Величины u6 и u8 соответствуют радиальной и вертикальной составляющим индукции магнитного
поля в центре ячейки Ki, а для определения Br и Bz в произвольной точке с радиус-вектором r∗ внутри

ячейки Ki используются формулы Br(r
∗) = u6

rci
r∗

и Bz(r
∗) = u8

rci
r∗

. Домножение на
rci
r

корректно, так

как все квадратурные формулы имеют множитель r и значения магнитного поля при r = 0 в расчетах не
участвуют.

Для обновления величин u6 и u8 можно получить новый поток в точке ζxi + (1 − ζ)xj , дающий
бездивергентное магнитное поле:

(

F∗

6 [ij],F∗

8 [ij]
)T

=

(

ζ(rP )(xi) + (1 − ζ)(Pr)(xj) −
1

12

(

∇(Pr)(xj) −∇(Pr)(xi)
)

· eijhij
)

1

rcl
hijeij .

Новые компоненты потоков для магнитного поля дальше используются наравне с компонентами,
полученными при приближенном решении задачи Римана, компоненты потоков для остальных величин
остаются без изменений. Численные эксперименты показали, что описанный выше метод перераспреде-
ления потоков для получения бездивергентного магнитного поля сохраняет консервативность схемы. Ис-
пользование данного метода приводит к сглаживанию разрывов (вносит в схему численную диссипацию)
на 2–3 ячейки.

3. Параллельный алгоритм. Описанный численный метод реализован в параллельном программ-
ном комплексе для кластерных систем с разделенной памятью. Комплекс написан на языке Fortran с
использованием технологий OpenMP и MPI. Параллельный алгоритм комплекса основан на идее разбие-
ния исходной расчетной области на подобласти, решение в каждой из которых рассчитывается отдельным
вычислительным модулем [9]. Поскольку численный метод — явный, подобный подход позволяет добиться
высокой эффективности распараллеливания. Целостность решения обеспечена наличием обменов смеж-
ными граничными данными между модулями, обмены реализованы средствами технологии MPI.

Расчет производится на треугольных неструктурированных сетках. На подготовительном этапе про-
изводится разбиение сетки на подобласти по числу используемых вычислительных модулей. При этом
необходимо, с одной стороны, минимизировать количество смежных данных, подлежащих обмену между
модулями, а с другой — сбалансировать число ячеек сетки в каждой подобласти для обеспечения равно-
мерной загрузки ядер. Эту задачу можно представить как построение разбиения графа, каждая вершина
которого соответствует ячейке, а ребро между вершинами — общему ребру между ячейками. Для при-
ближенного решения данной задачи используется программа Metis [16], устанавливающая соответствие
между номером ячейки в сетке и номером подобласти.

В начале расчета с учетом описания расчетной сетки и ее разбиения на подобласти, а также о се-
точном шаблоне, используемом как для расчета решения на очередном временно́м слое, так и для его
лимитирования, корневой процесс формирует для каждого расчетного модуля ряд вспомогательных мас-
сивов.

(i) Массив перенумерации узлов, устанавливающий соответствие между номерами узлов в исход-
ной сетке и номерами узлов, используемых в модуле — на каждом вычислительном модуле хранится и
участвует в расчетах лишь минимально необходимая часть сетки и определенные на ней распределения
физических переменных задачи.

(ii) Массив перенумерации ячеек сетки: аналогично массиву перенумерации узлов данный массив
позволяет хранить в памяти информацию только о тех ячейках, которые необходимы для расчета на
данном модуле. Этот массив специальным образом упорядочен. Самые маленькие номера имеют ячейки,
которые используются только на данном модуле. Далее размещены блоки ячеек, значение решения в кото-
рых рассчитывается данным модулем и отсылается на другой модуль путем групповой пересылки. Затем
располагаются ячейки, значение решения в которых по отдельности рассылается нескольким модулям
(угловые ячейки). В конце массива расположены блоки ячеек, значения решения в которых принимаются
от других модулей блочным способом, ячейки, решение в которых принимается по отдельности, а также
граничные ячейки. Такое упорядочивание позволяет достичь большей эффективности пересылки данных
между модулями.

(iii) Массивы, описывающие начало и конец рассылаемых и принимаемых блоков и одиночных данных
о решении.

После рассылки данных корневым модулем все вычислительные модули (включая корневой) начи-
нают независимый расчет решения в своей подобласти, инициализируя массивы, описывающие базисные
функции, содержащие скалярные коэффициенты лимитера и ряд других.

Для обмена значениями решения в смежных ячейках и значениями электрического поля в смежных
узлах на границах подобластей каждым модулем инициализируются отложенные передача и прием дан-
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ных. При этом благодаря непрерывной блочной структуре хранения данных в памяти пересылка значений
в смежных ячейках и узлах осуществляется без формирования дополнительных буферных массивов (и
без дополнительных накладных расходов) прямым обращением к соответствующим указателям.

3.1. Тестовые параллельные расчеты. Проведено тестирование параллельного алгоритма на ги-
бридном вычислительном кластере К-100 Института прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН.
Оценка ускорения проводилась для решения на сетках из 585 508 и 903 222 элементов. Доля параллель-
ного кода в описанном алгоритме при решении тестовой задачи о вихре Орзага–Танга [17] составляет
99.98% для сетки из 585 508 элементов и 99.99% — для 903 222 элементов. Согласно закону Амдала [18]
такие доли ограничивают максимальное ускорение расчетов на 256 ядрах относительно последовательной
версии величинами 243 и 249 раз соответственно. Решение задачи на сетке из 903 222 элементов на одном
ядре заняло 1843.8 минуты, на 256 ядрах — 8.17 минуты (ускорение в 225.7 раза). На сетке из 585 508
элементов на одном ядре — 720 минут, на 256 ядрах — 3.68 минуты (ускорение в 195.7 раза).
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Рис. 2. Ускорение расчетов в задаче о вихре Орзага–Танга на различных сетках:

1) 585 тысяч элементов; 2) 903 тысячи элементов; 3) по закону Амдала; 4) линейное ускорение
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Рис. 3. Эффективность параллельного алгоритма в задаче о вихре Орзага–Танга на различных сетках:

1) 585 тысяч элементов; 2) 903 тысячи элементов; 3) по закону Амдала; 4) линейное ускорение

Расхождение реального ускорения с оценкой по закону Амдала объясняется главным образом не вли-
янием межмодульных обменов, а спецификой аппаратной структуры кластера. Вычислительные модули
кластера К-100 сгруппированы по 11 на вычислительный узел (в одноядерной конфигурации модуля),
каждый из которых представляет собой сервер с двумя шестиядерными процессорами Intel Xeon 5670.
Подобная плотность вычислительных модулей на узел в расчете приводит к конкуренции запросов моду-
лей одного узла к оперативной памяти, а следовательно — к большому числу кэш-промахов. Это особенно
критично для текущей реализации метода решения уравнений МГД второго порядка точности, поскольку
каждой ячейке сетки соответствует как минимум 32 числа с плавающей точкой. Расчеты показали, что
процедура вычисления потоков через ребра на четырех ядрах ускоряется в 3.8 раза, в то время как про-
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цедура копирования решения с предыдущего слоя на новый — только в 2.1 раза. Специфика аппаратной
структуры кластера К-100 объясняет и наблюдаемое на рис. 2 и рис. 3 сверхлинейное ускорение расчетов,
возникающее на 2 и 4 ядрах. В этом случае не возникает конкуренции за ресурсы между вычислительны-
ми модулями одного узла, причем часть обменов может выполняться не занятыми в расчете ресурсами
узла.

На рис. 2 представлены графики ускорения расчетов, полученные при решении задачи о вихре
Орзага–Танга на сетках из 585 508 и 903 222 элементов. Кроме того, представлен график ускорения соглас-
но закону Амдала для 99.98% параллельного кода и график линейного ускорения. На рис. 3 представлены
графики эффективности (отношение ускорения к числу задействованных ядер) распараллеливания рас-
четов на различных сетках, эффективности согласно закону Амдала для 99.98% параллельного кода и
эффективности при линейном ускорении. Видно, что эффективность распараллеливания при большом
числе используемых вычислительных модулей существенно зависит от трудоемкости задачи. В целом
метод показывает высокую эффективность распараллеливания и хорошую масштабируемость вплоть до
сотен задействованных вычислительных модулей.

4. Магниторотационная неустойчивость в аккрецирующей оболочке протозвезды. С при-
менением созданного программного комплекса было проведено моделирование процесса развития магни-
торотационной неустойчивости в аккрецирующей оболочке протозвезды [4].

Рис. 4. Схема аккрецирующей оболочки

протозвезды

Для моделирования коллапса газопылевого об-
лака на звезду выберем сферическую расчетную об-
ласть с вырезанным центром [4], которая изображе-
на на рис. 4. Протозвезда, находящаяся внутри цен-
тральной области, создает сферически-симметричный
гравитационный потенциал ΦΓ, в то время как само-
гравитация газопылевого облака, окружающего звез-
ду, не учитывается, т.е. масса звезды предполагается
много большей массы вещества, находящегося в рас-
четной области. Расчет ведется в безразмерных вели-
чинах, выбранные масштабы величин соответствуют
объекту G31.41.

В начальный момент времени в расчетной обла-
сти вещество вращается вокруг оси Oz, вращение рав-
новесно, векторное поле магнитной индукции распре-
делено равномерно и ориентировано вдоль оси вра-
щения. Равновесие достигается за счет того, что гра-
диент давления ∇p уравновешивает силы инерции

ρ∇ΦC = −ρω2
0rer и гравитации ρ∇ΦΓ = ρ

GM

R
: −∇p + ρ∇ΦΓ + ρ∇ΦC = 0. Здесь ω0 — начальная уг-

ловая скорость, R =
√
r2 + z2 — сферический радиус, а GM — произведение гравитационной постоянной

и массы звезды. Газопылевое облако совершает вращение с кеплеровской угловой скоростью ω0 ∼ r−3/2,
для ограничения роста угловой скорости вблизи оси r = 0 заданы условия, соответствующие твердотель-
ному вращению плазмы. Для этого в цилиндре r < rd принято ω0 = const.

В расчетах были использованы следующие параметры и начальные данные:

ρ = 1, p = 7 + αGM + ΦC + ΦΓ, Br = 0, Bφ = 0, Bz = 0.1048,

vr = 0.01cT (A− 0.5), vφ = ω0r + 0.01cT (A− 0.5), vz = 0.01cT (A− 0.5),

ω0 =

{√
αGM r−3/2, r > rd,

√
αGM r

−3/2
d иначе;

ΦC =

{

−(ω0r)
2, r > rd,

0.5(ω0r)
2 − 1.5(ω0rd)

2 иначе;

ΦΓ =
GM

R
, GM = 1, rd = 0.15, α = 0.8, cT =

√
2, A ∼ R[0, 1],

F Γ = ∇ΦΓ =

(

−GM
R3

r, 0, −GM
R3

z

)T

.

Здесь A ∼ R[0, 1] — случайная величина, распределенная от 0 до 1 по равномерному закону. Величина
вертикальной составляющей магнитной индукции Bz определяется из условия максимума отношения
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газового давления к магнитному: max(β) = max

(

2p

B
2

)

= 2000.

Условия на границе R = 1 — исторические, т.е. переменные в фиктивной ячейке задаются из началь-
ных условий; на границе R = 0.1 — исторические с обновлением угловой скорости, т.е. все переменные в
фиктивной ячейке, кроме угловой скорости, задаются из начальных условий, а значение угловой скоро-
сти берется из ячейки в расчетной области, соседней с фиктивной. Показатель адиабаты γ = 5/3, число
Куранта C = 0.4. Расчеты проводились на неструктурированной сетке из 228 363 элементов, построенной
при помощи программы Gridder2D [19].

Процесс развития неустойчивости можно условно разделить на три стадии: зарождение мелкомас-
штабных возмущений, развитие мелкомасштабных возмущений в крупномасштабные и образование об-
ласти с относительно устойчивым течением. На рис. 5 и 6 приведены результаты расчетов для моментов
времени, соответствующих различному числу оборотов облака. Временем оборота считается время одного

оборота самой быстрой орбиты начальной конфигурации tоб =
2π

max (ω0)
=

2π
√
αGM r

−3/2
d

≈ 0.4.

0.0 0.4 0.6 0.8 1.0

r

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

z || ||B

1.1

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0049

2

1

0.0 0.4 0.6 0.8 1.0

r

0.20.0 0.4 0.6 0.8 1.0

r

0.20.0 0.4 0.6 0.8 1.0

r

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

z

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

z

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

z|| ||B|| ||B || ||B

2.9

0.0054

3.3

0.016

3

2

1

7.3

6

4

2

0.013

a) б) в) г)

Рис. 5. Распределение модуля вектора индукции магнитного поля:

а) после двух (t = 0.8), б) четырех (t = 1.6), в) восьми (t = 3.2) и г) шестнадцати (t = 6.4) оборотов
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Рис. 6. Распределение угловой составляющей скорости вещества:

а) после двух (t = 0.8), б) четырех (t = 1.6), в) восьми (t = 3.2) и г) шестнадцати (t = 6.4) оборотов
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На первом этапе на границе зон с кеплеровским и твердотельным вращением вещества r = rd возника-
ют малые возмущения (примерно два оборота, t = 0.8). Затем малые возмущения начинают образовывать
крупномасштабные структуры (примерно от третьего до десятого оборотов). С развитием крупномас-
штабных вихревых структур магнитное поле усиливается на несколько порядков за счет хаотического
движения вещества, и его энергия становится сравнимой с кинетической энергией движения вещества.
При этом начинается активный перенос вращательного момента на внешнюю границу расчетной области
(рис. 6).

Распределение индукции магнитного поля со временем приобретает хаотический характер везде, где
газовое давление преобладает над магнитным. Вблизи оси вращения, где плотность вещества относитель-
но мала, линии магнитного поля, как и другие характеристики МГД-течения, имеют регулярную струк-
туру. Дальнейшее вытекание вещества из области приводит к увеличению размеров зоны с регулярной
структурой течения (около 16 оборотов облака).
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Рис. 7. Поток массы через внутренний радиус, в ед. начальной массы. Отрицательные значения отвечают

оттоку вещества за пределы расчетной области

Проведена оценка темпов аккреции центрального объекта, ее результаты приведены на рис. 7. Темп
аккреции рассчитан как отношение интеграла нормальной составляющей ρv вдоль внутренней границы
расчетной области к начальному количеству вещества в расчетной области. Средний темп аккреции со-
ставил 0.023% начальной массы, что по порядку величины соответствует темпам в реально наблюдаемом
объекте G31.41 [4].

5. Заключение. Создан алгоритм для решения уравнений магнитной гидродинамики для задач с ци-
линдрической симметрией разрывным методом Галеркина. Введена процедура реконструкции магнитных
потоков, позволяющая в случае второго порядка получить бездивергентные распределения магнитного
поля в цилиндрической системе координат.

Разработан параллельный программный комплекс для кластерных систем с распределенной памятью.
Параллельный алгоритм протестирован и показал высокую масштабируемость вплоть до сотен вычисли-
тельных модулей.

Проведено моделирование процесса развития магниторотационной неустойчивости в аккрецирующей
оболочке протозвезды. Расчеты показали, что развитие магниторотационной неустойчивости в газопыле-
вом аккреционном диске может приводить к образованию крупномасштабных вихревых структур. Эти
структуры способствуют перераспределению удельного момента импульса вращающейся плазмы от оси
вращения на периферию диска. Полученные в расчетах темпы аккреции вещества на звезду близки к
наблюдаемым в объекте G31.41.
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Abstract: A parallel algorithm of the RKDG (Runge–Kutta Discontinuous Galerkin) method for axisym-
metric 2D ideal MHD equations on unstructured triangular grids is developed. An algorithm of divergence-free
magnetic field reconstruction in the cylindrical coordinate system is proposed to obtain physically adequate
numerical results with a high degree of accuracy. A high level of the developed parallel code scalability is
shown for multiprocessor systems. The parallelization efficiency is analyzed using the K-100 cluster installed at
the Keldysh Institute of Applied Mathematics. The results of modeling the magnetorotational instability in a
accreting protostar shell are discussed.

Keywords: magnetorotational instability, magnetohydrodynamics, RKDG method, parallel programming,
MPI.
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