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О ТОЧНЫХ ДЛЯ ПОЛИНОМОВ ХААРА КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛАХ

ОТ ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ ОБЩЕМУ

УСЛОВИЮ ЛИПШИЦА

К. А. Кириллов1

Получены верхние оценки погрешности обладающих d-свойством Хаара кубатурных формул на
классах Lip (L1, L2) функций двух переменных, удовлетворяющих общему условию Липшица.
Установлено, что минимальные кубатурные формулы, обладающие d-свойством Хаара, имеют
наилучший порядок сходимости к нулю погрешности на указанных классах.
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1. Введение. Задача построения и исследования формул приближенного интегрирования, точных
для некоторого заданного набора функций, в основном решалась ранее для вычисления интегралов, точ-
ных на алгебраических и тригонометрических многочленах. Квадратурные и кубатурные формулы, точ-
ные для системы функций Хаара, можно найти в монографии И. М. Соболя [1]. В указанной работе
точность формул приближенного интегрирования на конечных суммах Хаара использовалась при выводе
оценок погрешности этих формул.

Описание всех минимальных весовых квадратурных формул, обладающих d-свойством Хаара (фор-
мул, точных на константах и функциях Хаара первых d групп), приведено в [2], исследование погрешности
указанных формул — в [3, 4], оценки погрешности обладающих d-свойством Хаара квадратурных формул
с весовой функцией g(x) ≡ 1 получены в [5].

В двумерном случае задача построения кубатурных формул, обладающих d-свойством Хаара (фор-
мул, точных для полиномов Хаара степеней, не превосходящих заданного числа d), решалась в [6–11],
оценки нормы функционала погрешности указанных кубатурных формул получены на пространствах Sp

и Hα в [12–14].
В настоящей статье проведено исследование кубатурных формул, точных для полиномов Хаара, на

классах Lip (L1, L2) функций двух переменных, удовлетворяющих общему условию Липшица. Для куба-
турных формул, обладающих d-свойством Хаара в двумерном случае, доказана верхняя оценка погреш-
ности на классах Lip (L1, L2):
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В случае равенства нулю одной из определяющих постоянных L1, L2 класса Lip (L1, L2) эта оценка уточ-
нена следующим образом:

sup
f∈Lip(L1,0)

|δN (f)| 6 0.5L1 × 2−d, sup
f∈Lip(0,L2)

|δN (f)| 6 0.5L2 × 2−d.

Установлено также, что минимальные кубатурные формулы, обладающие d-свойством, на классах
Lip (L1, L2) имеют наилучший порядок сходимости к нулю погрешности sup

f∈Lip(L1,L2)

|δN(f)|, N → ∞, рав-

ный N−
1
2 , если L1 6= 0 и L2 6= 0, и N−1, если одна из определяющих постоянных L1, L2 равна нулю, а

другая отлична от нуля, что соответствует результатам, полученным И. М. Соболем в [15] для кубатурных
формул с узлами, образующими Πτ -сетки.

2. Основные определения. В настоящей статье используется оригинальное определение функций
χm,j(x), введенное А. Хааром [16], отличное от приведенного в [1] определения этих функций в их точках
разрыва.
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Двоичными промежутками lm,j назовем промежутки с концами в точках (j − 1)/2m−1, j/2m−1 (m =
1, 2, . . ., j = 1, 2, . . . , 2m−1). Если левый конец двоичного промежутка совпадает с 0, то будем считать
этот промежуток замкнутым слева, если правый конец совпадает с 1 — замкнутым справа. Остальные
двоичные промежутки считаются открытыми. Левую и правую половины промежутка lm,j (без середины
этого двоичного промежутка) будем обозначать l−m,j и l+m,j соответственно.

Система функций Хаара строится группами: группа номер m содержит 2m−1 функций χm,j(x), где
m = 1, 2, . . . и j = 1, 2, . . . , 2m−1. Функции Хаара χm,j(x) определим следующим образом:

χm,j(x) =
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, m = 1, 2, . . . и j = 1, 2, . . . , 2m−1. В систему функций Хаара включают также

функцию χ0,1(x) ≡ 1, которая образует нулевую группу.
Пусть d — фиксированное целое неотрицательное число. Приведем определение полиномов Хаара в

двумерном случае [6–11]. Мономами Хаара степени d назовем функции χm1,j1(x1)χm2,j2(x2), где m1 +
m2 = d, jn = 1, 2, . . . , 2mn−1 при mn 6= 0 и jn = 1 при mn = 0, n = 1, 2. Полиномами Хаара степени d
будем называть линейные комбинации с вещественными коэффициентами мономов Хаара степеней, не
превосходящих d, такие, что хотя бы один из коэффициентов при мономах степени d отличен от нуля.

Будем рассматривать кубатурные формулы
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∈ [0, 1]2 — узлы кубатурной формулы, Ci — коэффициенты формулы при узлах (веще-

ственные числа) и i = 1, 2, . . . , N .
Будем говорить, что формула (1) обладает d-свойством Хаара, или просто d-свойством, если она точна

для любого полинома Хаара P (x1, x2) степени, не превосходящей d, т.е. QN (P ) = I(P ).
Множество функций f(x1, x2), определенных в единичном квадрате [0, 1]2 и представимых в виде

ряда Фурье–Хаара
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где 1 6 p < ∞, A1, A2 и A1,2 — вещественные константы, называется классом Sp(A1, A2, A1,2) [1]. Мно-
жество функций f(x1, x2), принадлежащих всем классам Sp(A1, A2, A1,2) со всевозможными A1, A2, A1,2

при фиксированном значении p, определяется как класс Sp.
Будем говорить, что функция f(x1, x2), определенная на квадрате [0, 1]2, удовлетворяет общему усло-

вию Липшица, если
∣

∣f(x1, x2) − f(y1, y2)
∣

∣ 6 L1|y1 − x1| + L2|y2 − x2|

для любых (x1, x2), (y1, y2) ∈ [0, 1]2, где L1, L2 > 0 — фиксированные константы [15]. Множество всех таких
функций определим как класс Lip (L1, L2), а константы L1 и L2 назовем определяющими постоянными
этого класса.

3. Вывод оценок погрешности кубатурных формул. Функционал погрешности кубатурной
формулы (1) обозначим через δN (f):
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Зафиксируем p > 1. Для функции f ∈ Sp введем следующие обозначения:
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где c
(j1,j2)
m1,m2

— коэффициенты Фурье–Хаара этой функции, jn = 1, 2, . . . , 2mn−1 при mn = 1, 2, . . . , и jn = 1
при mn = 0, n = 1, 2.

Лемма 1 [12]. Для модуля функционала погрешности кубатурной формулы (1), обладающей d-
свойством, имеет место неравенство
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Лемма 2 [1]. Для коэффициентов Фурье–Хаара суммируемой функции f справедливы равенства
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Лемма 3. Для коэффициентов Фурье–Хаара функции f , принадлежащей классу Lip (L1, L2), имеют

место следующие неравенства:
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Доказательство. Докажем первое из неравенств (8). Зафиксируем значения m1, m2, j1 и j2. В
соответствии с (7), (6) имеем
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Из (10) с учетом определения класса функций Lip (L1, L2) получим
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Установим справедливость второго неравенства из соотношений (8):
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Неравенства (9) доказываются аналогично.

Лемма 4. При p > 2 выполнено Lip (L1, L2) ⊂ Sp(A1, A2, A1,2), где
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Доказательство. Рассмотрим произвольную функцию f ∈ Lip (L1, L2). Для этой функции найдем
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Аналогично получим
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Учитывая (8), из (14) получим
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{

L1

∞
∑

m1=2

2(−1+ 1
p )m1

m1−1
∑

m2=1

2
m2
p + L2

∞
∑

m2=1

2(−1+ 1
p )m2

m2
∑

m1=1

2
m1
p

}

.

(15)

Так как
m1−1
∑

m2=1

2
m2
p = 2

1
p

(

2
1
p − 1

)−1(

2
m1−1

p − 1
)

,

m2
∑

m1=1

2
m1
p = 2

1
p

(

2
1
p − 1

)−1(

2
m2
p − 1

)

,

то из (15) следует неравенство

A(1,2)
p (f) 6 2−1− 1

p

(

2
1
p − 1

)−1
{

L1

(

2−
1
p

∞
∑

m1=2

2(−1+ 2
p )m1 −

∞
∑

m1=2

2(−1+ 1
p )m1

)

+

+ L2

(

∞
∑

m2=1

2(−1+ 2
p )m2 −

∞
∑

m2=1

2(−1+ 1
p )m2

)

}

.

(16)

Заметим, что при p > 2 справедливы неравенства 2−1+ 2
p < 1 и 2−1+ 1

p < 1. Следовательно, все ряды,
фигурирующие в соотношении (16), являются сходящимися. Вычисляя суммы этих рядов, получим

A(1,2)
p (f) 6

(

2 − 2
1
p

)−1(

2 − 2
2
p

)−1(

2−1+ 1
p L1 + L2

)

. (17)

Если в равенстве (14) поменять ролями m1 и m2, то после проведения аналогичных рассуждений
придем к неравенству

A(1,2)
p (f) 6

(

2 − 2
1
p

)−1(

2 − 2
2
p

)−1(

L1 + 2−1+ 1
p L2

)

. (18)

Из (17) и (18) следует соотношение

A(1,2)
p (f) 6 0.25

(

2 + 2
1
p

)(

2 − 2
1
p

)−1(

2 − 2
2
p

)−1

(L1 + L2) .

Лемма доказана.

Лемма 5. Если f ∈ Lip (L1, L2), то для любого p > 2

Ã(i)
p (f) 6

Li

2
(

2 − 2
1
p

) 2(−1+ 1
p)d, i = 1, 2, (19)

Ã(1,2)
p (f) 6

(

1 + 2−
1
2

)(

2
2
p + 2

1
2
+ 1

p − 2
)

(L1 + L2)

22+ 1
p

(

2
1
p − 1

)(

2 − 2
2
p

) 2(− 1
2
+ 1

p)d − L1 + L2

2
1
p

(

2 − 2
1
p

) 2(−1+ 1
p )d. (20)

Доказательство. Рассмотрим произвольную функцию f ∈ Lip (L1, L2). В соответствии с леммой 4
функция f принадлежит классу Sp (A1, A2, A1,2) с определяющими постоянными, удовлетворяющими ра-
венствам (11).

Вывод неравенств (19) аналогичен выводу неравенств (12) и (13).
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Докажем неравенство (20). Действуя так же, как и при доказательстве неравенства (15), получим

Ã
(1,2)
p (f) =

∑

m1+m2>d+1,
m2<m1

2
m1−1

2
+

m2−1

2

{2m1−1

∑

j1=1

2m2−1

∑

j2=1

∣

∣c(j1,j2)
m1,m2

∣

∣

p

}
1
p

+
∑

m1+m2>d+1,
m2>m1

2
m1−1

2
+

m2−1

2 ×

×
{2m1−1

∑

j1=1

2m2−1

∑

j2=1

∣

∣c(j1,j2)
m1,m2

∣

∣

p

}
1
p

6 2−1− 2
p

{

L1

∑

m1+m2>d+1,
m2<m1

2(−1+ 1
p )m1 2

m2
p +

+ L2

∑

m1+m2>d+1,
m2>m1

2(−1+ 1
p )m2 2

m1
p

}

.

(21)

Из системы неравенств

{

m1 + m2 > d + 1,
m2 < m1

следует, что m1 >
[

d+1
2

]

+ 1, а из системы

{

m1 + m2 > d + 1,
m2 > m1

следует неравенство m2 >
[

d
2

]

+ 1, где символом [a] обозначена целая часть числа a. Тогда (21) можно
переписать в виде

Ã
(1,2)
p (f) 6 2−1− 2

p

{

L1

( d
∑

m1=[ d+1

2 ]+1

2(−1+ 1
p )m1

m1−1
∑

m2=d+1−m1

2
m2
p +

+
∞
∑

m1=d+1

2(−1+ 1
p)m1

m1−1
∑

m2=1

2
m2
p

)

+ L2

( d
∑

m2=[ d
2 ]+1

2(−1+ 1
p )m2

m2
∑

m1=d+1−m2

2
m1
p +

+

∞
∑

m2=d+1

2(−1+ 1
p)m2

m2
∑

m1=1

2
m1
p

)

}

.

(22)

Вычислив все суммы в правой части (22), придем к соотношению

Ã
(1,2)
p (f) 6 2−1− 1

p

(

2
1
p − 1

)−1
{

L1

(

2−
1
p
+(−1+ 2

p)([ d+1

2 ]+1)
(

1 − 2−1+ 2
p

)−1

+

+ 2
d
p

(

2−d − 2−[d+1

2 ]
)

− 2(−1+ 1
p )(d+1)

(

1 − 2−1+ 1
p

)−1
)

+ L2

(

2(−1+ 2
p )([ d

2 ]+1) ×

×
(

1 − 2−1+ 2
p

)−1

+ 2
d
p

(

2−d − 2−[d
2 ]

)

− 2(−1+ 1
p )(d+1)

(

1 − 2−1+ 1
p

)−1
)

}

.

(23)

Поскольку для любого натурального числа d выполняются неравенства

[

d + 1

2

]

+ 1 >
d

2
+ 1,

[

d

2

]

+ 1 >
d + 1

2
,

[

d + 1

2

]

6
d + 1

2
,

[

d

2

]

6
d

2
,

из (23) получим

Ã
(1,2)
p (f) 6 2−1− 1

p

(

2
1
p − 1

)−1
{

L1

(

2−
1
p
+(−1+ 2

p)( d
2
+1)

(

1 − 2−1+ 2
p

)−1

+

+ 2
d
p

(

2−d − 2−
d+1

2

)

− 2(−1+ 1
p )(d+1)

(

1 − 2−1+ 1
p

)−1
)

+ L2

(

2(−1+ 2
p ) d+1

2 ×

×
(

1 − 2−1+ 2
p

)−1

+ 2
d
p

(

2−d − 2−
d
2

)

− 2(−1+ 1
p )(d+1)

(

1 − 2−1+ 1
p

)−1
)

}

=

= 2−1− 1
p

(

2
2
p + 2

1
2
+ 1

p − 2
)(

2
1
p − 1

)−1(

2 − 2
2
p

)−1 (

2−
1
2 L1 + L2

)

2(− 1
2
+ 1

p )d −

− 2−
1
p

(

2 − 2
1
p

)−1

(L1 + L2) 2(−1+ 1
p )d.

(24)
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Если в правой части равенства, фигурирующего в соотношениях (21), поменять ролями m1 и m2, то после
проведения аналогичных рассуждений придем к неравенству

Ã
(1,2)
p (f) 6 2−1− 1

p

(

2
2
p + 2

1
2
+ 1

p − 2
)(

2
1
p − 1

)−1(

2 − 2
2
p

)−1 (

L1 + 2−
1
2 L2

)

×

× 2(− 1
2
+ 1

p)d − 2−
1
p

(

2 − 2
1
p

)−1

(L1 + L2) 2(−1+ 1
p )d.

(25)

Неравенство (20) следует из (24) и (25). Лемма доказана.

Теорема 1. Если кубатурная формула (1) обладает d-свойством, то при любом p > 2 имеет место

неравенство

sup
f∈Lip(L1,L2)

∣

∣δN (f)
∣

∣ 6

(

1 + 2−
1
2

) (

2
2
p + 2

1
2
+ 1

p − 2
)

(L1 + L2)

4
(

2
1
p − 1

)(

2 − 2
2
p

) 2−
d
2 − L1 + L2

2
(

2 − 2
1
p

) 2−d. (26)

Доказательство. Пусть функция f ∈ Lip (L1, L2). Тогда в соответствии с леммой 4 при p > 2
функция f принадлежит классу Sp(A1, A2, A1,2) с определяющими постоянными, удовлетворяющими ра-
венствам (11). Следовательно, в силу леммы 1 для модуля функционала погрешности кубатурной фор-
мулы (1), обладающей d-свойством, выполняется неравенство (5), из которого с учетом (19) и (20) ввиду
произвольности функции f ∈ Lip (L1, L2) получим (26). Теорема доказана.

Замечание 1. Несложно показать, что функция

g(p) =

(

1 + 2−
1
2

) (

2
2
p + 2

1
2
+ 1

p − 2
)

4
(

2
1
p − 1

)(

2 − 2
2
p

)

на промежутке (2, +∞) достигает своего наименьшего значения в точке p = 1/log2 t0, где t0 — решение
уравнения

t4 + 2
√

2 t3 − (4 +
√

2) t2 + 4 − 2
√

2 = 0,

принадлежащее интервалу (1,
√

2) (на интервале (1,
√

2) указанное уравнение имеет единственное решение
t = t0 ≈ 1.136792504118). Тогда из (26) следует неравенство

sup
f∈Lip(L1,L2)

∣

∣δN (f)
∣

∣ 6 C (L1 + L2) 2−
d
2 − C̃ (L1 + L2) 2−d,

где

C =

(

1 + 1/
√

2
) (

t20 +
√

2t0 − 2
)

4 (t0 − 1) (2 − t20)
≈ 3.967463092376, C̃ =

1

2 (2 − t0)
≈ 0.579235007093. (27)

Теорема 2. Если кубатурная формула (1) обладает d-свойством, то

sup
f∈Lip(L1,0)

∣

∣δN (f)
∣

∣ 6 0.5L1 × 2−d, (28)

sup
f∈Lip(0,L2)

∣

∣δN (f)
∣

∣ 6 0.5L2 × 2−d. (29)

Доказательство. Пусть функция f ∈ Lip (L1, 0). В силу второго неравенства из (8) и второго нера-

венства из (9) коэффициенты Фурье–Хаара c
(j1,j2)
m1,m2 и c

(1,j2)
0,m2

функции f равны нулю. Тогда в соответствии

с (2) имеем A
(2)
p (f) = A

(1,2)
p (f) = 0 и, следовательно,

Ã(2)
p (f) = Ã(1,2)

p (f) = 0. (30)

Величина Ã
(1)
p (f) в силу леммы 5 удовлетворяет неравенству (19). В соответствии с леммой 4 при

p > 2 функция f принадлежит некоторому классу Sp(A1, A2, A1,2) (определяющую постоянную A1 это-
го класса можно выбрать согласно первому из равенств (11), A2 и A1,2 можно взять равными нулю).
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Следовательно, в силу леммы 1 для модуля функционала погрешности кубатурной формулы (1), облада-
ющей d-свойством, выполняется неравенство (5), из которого с учетом (19) и (30) ввиду произвольности
функции f ∈ Lip (L1, 0) получим

sup
f∈Lip(L1,L2)

∣

∣δN (f)
∣

∣ 6 0.5L1

(

2 − 2
1
p

)−1

× 2−d, (31)

где p — любое число из промежутка (2, +∞). Так как inf
p>2

{

(

2 − 2
1
p

)−1
}

= 1, то из (31) следует (28).

Неравенство (29) доказывается аналогично.
Рассмотрим теперь кубатурные формулы (1), обладающие d-свойством, число узлов которых N ∼ 2d

при d → ∞. Например, указанному условию удовлетворяют минимальные кубатурные формулы (форму-
лы с наименьшим возможным числом узлов), обладающие d-свойством, построенные в [8] для значений
d > 5, — число узлов каждой такой формулы N = 2d − λ(d), где

λ(d) =

{

2
d
2
+1 − 2 при d = 2l,

3 × 2
d−1

2 − 2 при d = 2l − 1,

l = 3, 4, . . .; из замечания 1 и теоремы 2 следует

Теорема 3. Пусть кубатурная формула (1) обладает d-свойством и число ее узлов N ∼ 2d при

d → ∞. Тогда

sup
f∈Lip(L1,L2)

∣

∣δN(f)
∣

∣ 6 Θ(N),

где

Θ(N) ∼











C (L1 + L2) N−
1
2 , если L1 6= 0, L2 6= 0,

0.5L1N
−1, если L1 6= 0, L2 = 0,

0.5L2N
−1, если L1 = 0, L2 6= 0

при N → ∞, а константа C определена согласно (27).

Замечание 2. Классу Lip(0, 0) принадлежат те и только те функции двух переменных, определенные
на [0, 1]2, которые тождественно равны константам. Следовательно, для любого целого неотрицательного d
погрешность обладающих d-свойством кубатурных формул (1) на классе Lip(0, 0) равна нулю.

4. Заключение. В [15] рассмотрены кубатурные формулы

1
∫

0

1
∫

0

. . .

1
∫

0

f(x1, x2, . . . , xn) dx1 dx2 . . . dxn ≈ N−1
N

∑

i=1

f(x
(i)
1 , x

(i)
2 , . . . , x(i)

n ) (32)

с 2ν узлами (x
(i)
1 , x

(i)
2 , . . . , x

(i)
n ) ∈ [0, 1]n, образующими Πτ -сетки (0 6 τ < ν), получена верхняя оценка

погрешности таких формул на классах функций Lip (L1, L2), которая в двумерном случае имеет вид

sup
f∈Lip(L1,L2)

∣

∣δN (f)
∣

∣ 6 2τe2cρ, (33)

где

cρ =

{

0.5 max
{

L1N
−1,

√
2L1L2 N−

1
2

}

, если L1 > L2 > 0,

0.5 max
{

L2N
−1,

√
2L1L2 N−

1
2

}

, если L2 > L1 > 0.
(34)

Легко видеть, что при достаточно больших значениях N величина cρ удовлетворяет соотношению

cρ =











√
0.5L1L2 N−

1
2 , если L1 6= 0, L2 6= 0,

0.5L1N
−1, если L2 = 0,

0.5L2N
−1, если L1 = 0.

(35)

Для выполнения равенства (35) при условии L1L2 6= 0, достаточно взять N > 0.5 max{L1L
−1
2 , L2L

−1
1 }, а

при L1L2 = 0 равенство (35) имеет место для любых натуральных N .
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Отметим, что кубатурная формула (32) с 2ν узлами, образующими Πτ -сетки, является частным слу-
чаем формул, точных для полиномов Хаара: в [1] доказано, что такая формула обладает (ν−τ)-свойством.

Кроме того, в [15] установлено, что для любой точной на константах кубатурной формулы

1
∫

0

1
∫

0

. . .

1
∫

0

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn ≈
N

∑

i=1

Cif(x
(i)
1 , . . . , x(i)

n )

с произвольными вещественными коэффициентами Ci при узлах x
(i)
1 , . . . , x

(i)
n , i = 1, 2, . . . , N , имеет место

нижняя оценка погрешности на классах функций Lip (L1, L2), которая в двумерном случае принимает вид

sup
f∈Lip(L1,L2)

∣

∣δN (f)
∣

∣ > cρ/4, (36)

где величина cρ определена согласно (34). Следовательно, неравенство (36) справедливо также и для
погрешности sup

f∈Lip(L1,L2)

∣

∣δN (f)
∣

∣ кубатурных формул (1), обладающих d-свойством.

Таким образом, так же как и кубатурные формулы (32) с образующими Πτ–сетки узлами при n = 2,
исследованные в настоящей статье формулы в случае N ∼ 2d при d → ∞ имеют наилучший порядок
сходимости к нулю погрешности sup

f∈Lip(L1,L2)

∣

∣δN (f)
∣

∣ на классах Lip (L1, L2), N → ∞, равный N−
1
2 , если

L1 6= 0 и L2 6= 0, и N−1, если одна из определяющих постоянных L1 и L2 равна нулю, а другая отлична
от нуля. В частности, условию N ∼ 2d, d → ∞, удовлетворяет число узлов минимальных кубатурных
формул, обладающих d-свойством, которые были рассмотрены в [8].
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