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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН

В ДВУХФАЗНЫХ СРЕДАХ С ПЕРЕМЕННОЙ ПОРИСТОСТЬЮ

Я. М. Жилейкин1, Ю. И. Осипик1, Н.И. Пушкина1

Исследуется распространение акустических волн конечной амплитуды в двухфазных пористых
средах типа морских осадков. Реализованные конечно-разностные методы позволяют дать ко-
личественное и качественное описание акустических процессов, представляющих практический
интерес.
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Введение. Исследование распространения акустических волн является эффективным способом изу-
чения физических свойств различных сред, в том числе двухфазных пористых сред типа морских осадков.

Распространение акустических волн в осадках определяется внутренними свойствами осадков, кото-
рые характеризуются рядом физических параметров. Одним из параметров, который существенно влияет
на распространение звука в осадках, является пористость. Пористость указывает относительное количе-
ство твердых и жидких составляющих в осадках и тем самым заметно влияет на скорость распростра-
нения акустической волны. Существенным свойством двухфазных сред является также их значительная
нелинейность, которая должна быть принята во внимание при изучении распространения волн.

В настоящей статье исследуется влияние изменения с расстоянием пористости нелинейной среды на
распространение акустических волн в морских осадках. Если флуктуации пористости достаточно малы,
то изменение акустического поля мало на расстоянии масштаба длины волны. Это позволяет применить
метод медленно меняющейся формы волны для получения эволюционного волнового уравнения в неод-
нородных средах.

Существует значительное количество публикаций, посвященных распространению звука в окрестно-
сти дна океана [1–4]. Базовыми уравнениями для исследования механических волн в двухфазных сре-
дах являются классические уравнения Био [5–7]. В предлагаемой работе эти уравнения используются в
несколько иной форме [8], которая в явном виде дает уравнения непрерывности для плотностей и им-
пульсов твердой и жидкой фаз. Разработанные и реализованные авторами настоящей статьи конечно-
разностные методы позволяют дать количественное и качественное описание сложных акустических про-
цессов, представляющих большой интерес.

1. Численное моделирование распространения волн конечной амплитуды в поглощаю-
щих морских осадках. Численное моделирование рассматриваемой задачи основано на использовании
уравнения нелинейной акустики для пучков — уравнения Хохлова–Заболотской–Кузнецова [9]. Решение
этого уравнения дает возможность учитывать такие процессы, как образование ударного фронта, дифрак-
ция и диссипация энергии акустических пучков при их распространении в равновесных средах.

Обычно акустическая волна является периодической функцией сопутствующей временно́й перемен-

ной τ = t −
x

c
. Решение соответствующего дифференциального уравнения меняется в зависимости от

продольной переменной x и поперечной координаты r.
В работе [10] указанный метод применен для вывода дифференциальных уравнений, описывающих

распространение дифрагирующих акустических пучков в морских осадках, при этом получены диффе-
ренциальные уравнения для возмущения плотности жидкой и твердой фаз (δρf и δρs) среды. На основе
физических соображений твердая фаза ρs исключается и рассматривается уравнение для жидкой фазы.
Полученное уравнение содержит большое количество физических параметров осадков и вычисленных
коэффициентов [10], приведенных в литературе. Параметр пористости в этом уравнении — величина по-
стоянная, что является недостатком уравнения, так как в реальной среде пористость может меняться

1 Научно-исследовательский вычислительный центр, Московский государственный университет им.
М. В. Ломоносова, д. 1, стр. 4, Ленинские горы, 119991, Москва; Я. М. Жилейкин, зав. лаб., e-mail:
jam@srcc.msu.ru; Ю. И. Осипик, науч. сотр., e-mail: jam@srcc.msu.ru; Н. И. Пушкина, вед. науч. сотр.,
e-mail: n.pushkina@mererand.com

c© Научно-исследовательский вычислительный центр МГУ им. М. В. Ломоносова



380 вычислительные методы и программирование. 2011. Т. 12

с расстоянием. В настоящей статье рассматривается случай, когда параметр пористости среды являет-
ся переменной величиной, зависящей от x. Ввиду сложности такой задачи предполагается, что решение
не зависит от поперечной координаты r, а только от переменных τ и x. В результате мы приходим к
следующему уравнению, описывающему распространение жидкой фазы в пористой среде:

a1

∂ρf

∂x
+ a2

∂ρf

∂τ
δ(x) + a3

∂ρ2

f

∂τ
+ a1Dτρf = 0. (1)

Здесь a1, a2, a3 — коэффициенты, характеризующие свойства пористой среды. Уравнение для возмущения
плотности жидкой фазы звуковой волны после деления на a1 принимает вид

∂ρ

∂x
+

a2

a1

δ(x)
∂ρ

∂τ
+

a3

a1

∂ρ2

∂τ
+ Dτρ = 0. (2)

Возмущение плотности удовлетворяет начальному условию ρ
∣∣
x=0

= Aρ0, A = 10−3 ÷ 10−5. Вместо

переменной τ введем переменную θ: θ = 104τ . Имеем ρ
(
2π104τ

)
= ρ(2πθ).

При решении уравнения (2) речь идет о нахождении функции ρ(2πθ), которая является периодической
с периодом 1 по переменной θ. Начальное значение по x берется в виде гармонической функции

ρ0 = − sin (2πθ). (3)

Предполагаем, что в уравнении (2) коэффициент
a3

a1

— отрицательный. Пусть
a2

a1

и Dτ равны нулю, тогда

мы приходим к модельному уравнению газовой динамики

∂ρ

∂x
+

a3

a1

∂ρ2

∂θ
= 0. (4)

Знак минус в (3) обусловлен тем, что разрыв решения уравнения (4) удобно рассматривать в точке θ = 0.5.

Если
a3

a1

— положительный коэффициент, то следует взять начальное условие ρ
∣∣
x=0

= sin (2πθ) и перейти

к функции ρ̃ = −ρ. Функция ρ̃ будет удовлетворять равенствам (3) и (4), но при этом в (2) изменится

знак коэффициента
a2

a1

δ(x).

В результате при
a3

a1

6 0 удобно рассматривать условие (3) и сохранить коэффициент
a2

a1

δ(x). Если

a3

a1

> 0, то следует изменить знак этого коэффициента и знак коэффициента
a2

a1

δ(x).

В уравнении (2) целесообразно пронормировать функции и переменные, оставив размерной только
переменную x, которая измеряется в сантиметрах. Мы приходим к уравнению

∂ρ

∂x
+ Cδ′(x)

∂ρ

∂θ
− d

∂ρ2

∂θ
+ Dθρ = 0, (5)

ρ
∣∣
x=0

= − sin (2πθ), (6)

где C =
ε

a1

b

c
104δ0, ε = ±1, δ(x) = δ0δ

′(x), δ′ε(x) ∈ [0, 1], δ0 ∈ [0.1, 0.2], d =

∣∣∣∣
a3

a1

∣∣∣∣104A; Dθ = 104Dτ —

оператор диссипации.
2. Решение пронормированной задачи. Для решения задачи (5), (6) применяется метод рас-

щепления [11], который использует тот факт, что исследуемый процесс состоит из взаимодействия трех
явлений: образование ударного фронта, фазовое изменение сигнала и диссипативное поглощение волны
при ее распространении.

Рассмотрим простой пример. Пусть требуется решить задачу

du

dx
= Au + Bu, u

∣∣
x=0

= u0 (7)

и найти значение u(h), где h — шаг по x.

Перейдем к двум задачам: первая —

{
dv

dx
= Av, v

∣∣
x=0

= u0

}
, вторая —

{
dw

dx
= Bw, w

∣∣
x=0

= v(h)

}
.

Для гладких решений справедливо равенство w(h) = u(h) + O
(
h2

)
. Таким образом, можно решить зада-

чу (7), последовательно решая более простые задачи.
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Применим предлагаемый метод для решения задачи (5), (6). Начнем с задачи

∂ρ

∂x
− d

∂ρ2

∂θ
= 0, ρ

∣∣
x=0

= − sin (2πθ), (8)

решение которой описывает образование ударного фронта при распространении гармонической волны.
Наиболее эффективным методом решения задачи (8) является конечно-разностная схема Годунова [9].

Часто такую схему называют “схемой распада разрыва”. Эта схема позволяет определить расстояние, на

котором образуется ударный фронт волны. В задаче (8) это расстояние имеет вид xp =
1

2(2πd)
.

Решение задачи

∂ρ

∂x
+ Cδ′(x)

∂ρ

∂θ
= 0, ρ

∣∣
x=0

= ρ0(0), (9)

удовлетворяющее периодическому граничному условию, может быть получено с помощью конечно-раз-

ностной схемы “угол”. Шаблон этой схемы задается линиями, определяемыми уравнением
dθ

dx
= Cδ′(x),

вдоль которых решение постоянно. Это — характеристики уравнения (9). Направление характеристик
зависит от знака коэффициента C.

Если ρ
∣∣
x=0

представить в виде ряда Фурье ρ
∣∣
x=0

=
∑

m

νm(0)e2π imθ, то уравнение (9) можно решить в

явном виде: ρ(x, θ) =
∑

m

νm(x)e2π imθ, где νm(x) = νm(0) exp

{
−2π imC

x∫

0

δ′(ξ) dξ

}
. Пусть m = ±1, тогда

ρ(x, θ) = − sin
(
2π(θ − µ)

)
, µ = C

x∫

0

δ′(ξ) dξ. Поэтому решение уравнения (9) сводится к сдвигу фазы на

величину 2πµ. Фаза сдвигается вправо при положительном C и влево — при отрицательном.
Отметим, что схема Годунова является “консервативной”, первого порядка точности на гладких ре-

шениях. В случае образования разрыва она хорошо воспроизводит это явление. Использование консерва-
тивных схем и схем решения уравнения (9) второго порядка точности может привести к явлению Гиббса,
которое дает неверное описание физического процесса. Поэтому использование рассмотренных конечно-
разностных схем является достаточно эффективным.

Рассмотрим уравнение
∂ρ

∂x
+ Dτρ = 0. Здесь Dτ — оператор диссипации первого порядка: Dτ =⇒

Dθ = 104

∣∣∣∣
∂ρ

∂θ

∣∣∣∣α, α — коэффициент диссипации.

Действие этого оператора можно описать рядом Фурье ρ =
∑

m

νme2π imθ. В результате мы приходим

к уравнению
dν

dx
= −

α

2π
104|dm|, где dm ≈ 2πm, откуда νm = exp

{
−

α

2π
104|dm|x

}
. Если взять m = ±1, то

получим ρ(x, θ) = − sin (2πθ)e−α10
4x.

Расстояние, на котором гармоническая волна затухает в e раз, называется длиной затухания и обозна-

чается Lз, оно равняется
1

α104
. Если известна длина затухания, то коэффициент диссипации α =

1

Lз104
.

При реализации метода расщепления необходимо учитывать условия устойчивости разностных схем,

связывающие шаги по x и по θ [11]. Для схемы Годунова — это h 6
lz

2d maxn

∣∣ρm
n

∣∣ , а для схемы “угол” —

h 6
z

|C|
. Здесь l — константа порядка 0.5; h и z — шаги разностных схем по осям x и θ соответственно.

3. Численное моделирование распространения акустических волн в пористых средах.
Численное моделирование осуществляется по мере выполнения следующих этапов.

1. Выбор значений физических параметров.
2. Определение коэффициентов дифференциального уравнения (1): a1, a2, a3. В качестве примера

значения физических параметров и вычисленные коэффициенты можно взять в статье [10].
3. Нормировка параметров и коэффициентов дифференциального уравнения (5). Определение ко-

эффициентов C, d и α. Нормировка параметров и коэффициентов уравнений в (5), (6) является очень
важной при постановке математической задачи.
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Рассмотренные выше физические параметры и
коэффициенты имеют различный порядок, от 10−6

до 1010. Численное решение задачи с такими коэф-
фициентами может быть неустойчивым. Переход к
безразмерным величинам может привести к коэф-
фициентам и параметрам порядка 1 и сделать ре-
шение более удобным.

4. Аналитическое или дискретное определение
функции пористости δ(x) = δ0δ

′(x), где δ0 — коэф-
фициент нормировки.

5. Завершающий этап — определение парамет-
ров вычислительного алгоритма. Численное решение задачи.

Приведем примеры, графически описывающие изменения гармонических акустических волн при их
распространении по x.

На рис. 1 и 2 приведены графики функций ρ
∣∣
x=0

и δ(x) = 0.667 + 0.333 sin
(
10−1πx

)
, δ0 = 0.1.

Возьмем значения параметров C = −0.652 × 10−2, d = 0.117 × 10−2, α = 0.45 × 10−6, которые соот-
ветствуют практическому случаю [10]. Число узлов по временно́й переменной θ на отрезке [0, 1] берется
равным 64. Этого числа вполне достаточно для приближения гармонической функции и функции, по-
лученной из нее в результате разрыва. Шаг по пространственной переменной x равняется 0.5, исходя из
величины констант C и d и условий устойчивости разностных схем.

На рис. 3–6 приведены графики ρ(xi, θ) при xi = 25, 50, 75, 100.

Существенной характеристикой этих графиков является малость коэффициента d, которая не приво-
дит к быстрому образованию ударного фронта волны. Большой модуль коэффициента C дает сдвиг фазы
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волны влево. Если при равных других параметрах C будет таким же по модулю, но положительным, то
фаза будет сдвигаться вправо (рис. 7–10, те же значения xi).

В случае больших значений параметра d можно наблюдать быстрое образование ударного фронта
волны. Рассмотрим случай, когда d больше, чем в предыдущем случае, а именно: C = 0.652 × 10−2,
d = 1.5 × 10−2, α = 0.45 × 10−6. Согласно вышеприведенной формуле для xp получим: xp = 5.31. На
рис. 11–14 при xi = 5, 15, 25, 35 соответственно дается описание развития ударного фронта волны. При
этом виден и ее фазовый сдвиг (вправо).

В заключение изменим коэффициент диссипации α. Оставим C = 0.652 × 10−2, d = 1.5 × 10−2 и
увеличим α в 10 раз, положив α = 4.5 × 10−6. На рис. 15–18 приведены графики возмущения плотности
при тех же xi = 5, 15, 25, 35.

Сравнение этих графиков с графиками на рис. 11–14 позволяет оценить сглаживание ударных фрон-
тов и их быстрое затухание.
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