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ЧИСЛЕННАЯ СХЕМА ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ДИНАМИКИ ПОВЕРХНОСТНЫХ

ВОД НА ОСНОВЕ КОМБИНИРОВАННОГО SPH–TVD ПОДХОДА

С. С. Храпов1, А.В. Хоперсков1, Н.М. Кузьмин1, А.В. Писарев1, И. А. Кобелев1

Разработан новый численный алгоритм расчета динамики поверхностных вод, позволяющий
проводить устойчивый сквозной счет на нерегулярном и/или разрывном рельефе дна для неста-
ционарных границ “вода–сухое дно”. Метод основан на совместном использовании модифициро-
ванных SPH- и TVD-подходов для решения уравнений мелкой воды. Проведено тестирование
на большом числе классических задач. Полученные результаты свидетельствуют о том, что
разработанная численная схема cSPH–TVD консервативна, хорошо сбалансирована, имеет вто-
рой порядок точности для гладких решений и первый порядок точности в области разрывов и
изломов профилей.
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1. Введение. Постановка задачи. Уравнения мелкой воды [1] широко применяются для реше-
ния задач динамики поверхностных вод. Предложены их различные модификации, связанные с учетом
адвективного переноса [2] и с многослойными моделями [3], а также с обобщениями без приближения
гидростатического равновесия, допускающими эффективную численную реализацию [4, 5].

С формальной точки зрения при переходе от полной трехмерной системы уравнений гидродинамики к
уравнениям мелкой воды следует ограничиться достаточно длинноволновыми движениями в отсутствие
эффектов дисперсии. Однако боры и гидравлические прыжки иногда достаточно хорошо описываются
условиями на разрыве, вытекающими из модели мелкой воды, что отмечалось еще в [6]. На достаточно
приемлемое согласие указывает сравнительный анализ с прямыми результатами моделирования [7], а
также сравнение с результатами натурных экспериментов [8].

Наибольшее развитие получили гидродинамические модели для описания различных физических
процессов как в отдельных областях морей и океанов, так и для всего водоема в целом [3, 9, 10]. В рамках
таких крупномасштабных моделей изучаются различного рода глобальные циркуляции [9], изменчивость
уровня, динамика солености [11] и ледяных заторов [12], волновые движения [13], цунами [14], аварийные
ситуации [15]. Близкими являются задачи определения структуры течений в водохранилищах и равнин-
ных реках для различных прикладных исследований [13, 16].

Выделим успешные попытки построения моделей озера Нойзидлер (Австрия) [17], водоемов некото-
рых прибрежных районов северо-западной Атлантики [18] и островов в районе Большого барьерного рифа
с использованием неструктурированных сеток [19], а также Азовского моря [20]. Однако подчеркнем, что
задание границы острова на основе неструктурированной сетки сразу теряет эффективность в случае
описания затопления суши. При решении задачи динамики поверхностных вод по сухому дну (описа-
ние затопления территории [21]) возникают проблемы корректного моделирования границы “вода–сухое
дно” [22, 23].

Использование уравнений Сен-Венана не ограничивается описанием только тонкого слоя несжимае-
мой жидкости на твердой поверхности. С большим успехом модель мелкой воды применяется для изу-
чения динамики вихревых структур в атмосферах планет (например, Юпитера) [24], движения в вязко-
эластичной трубке, волновых процессов и ауторегуляции при течении крови в сосудах [25], аккреционных
астрофизических дисков в приближении гидростатического равновесия [26], включая динамику системы
нестационарных ударных волн [27]. Уравнения мелкой воды лежат в основе ряда моделей при модели-
ровании адвекции и диффузии загрязняющих веществ на мелководье [28, 29]. В рамках модели мелкой
воды рассматриваются многофазные течения [30] и вращающиеся жидкости [31]. Популярными остаются
модели динамики тайфунов [32].
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Отметим также, что уравнения мелкой воды являются удобной и распространенной моделью для те-
стирования и апробации численных схем перед рассмотрением системы полных газодинамических урав-
нений.

Численные схемы. К настоящему времени разработаны эффективные численные схемы для решения
упрощенных гидродинамических уравнений типа Сен-Венана [33, 34], причем наиболее распространены
сеточные методы численного интегрирования. Отметим подходы, основанные на применении дробных
шагов, метода конечных элементов [1, 35], неконсервативного метода характеристик (MOC) [36] с исполь-
зованием радиальных базисных функций (метод CSRBFs) [37], метода конечных объемов [32, 38] и хорошо
сбалансированных схем [22]. Моделирование динамики фронта раздела между слоем воды и сухим дном
по сложному рельефу предъявляет, по-видимому, наиболее сильные требования к численной схеме [39].

При обтекании тел и наличии границ используют специальные структурированные и неструктури-
рованные сетки [40], однако в случае сложного нерегулярного рельефа такой подход оказывается ма-
лоэффективным. Только дополнительное применение особых численных алгоритмов приводит к успеху
моделирования на нерегулярном рельефе [32] в случае отсутствия сухого дна.

Отметим направление, связанное с лагранжевым подходом в форме NEM (Natural Element Method),
основанное на интерполяции функций (метод Галеркина) [41], а также лагранжево–эйлеров метод ко-
нечных элементов для моделирования течения при наличии движущихся границ [42]. Методы интерпо-
ляционных профилей, различающиеся способами построения интерполяционной функции, в ряде слу-
чаев оказываются эффективными; в этой связи отметим алгоритм CIP-CSL (Constrained Interpolation
Profile/Conservative Semi-Lagrangian) [43].

Рис. 1. Срез рельефа земной поверхности в области
Волго-Ахтубинской поймы. Точки — значения высоты

рельефа b в узлах ячеек

Метод SPH (Smooth Particle Hydro-
dynamics, [44]) в гидродинамике полу-
чил особое развитие для моделирова-
ния астрофизического газа, поскольку
наличие многосвязных областей разде-
ла “газ–вакуум” (очень больших перепа-
дов плотности) является типичным для
межзвездной и межгалактической сре-
ды [45–47]. Метод SPH используется и
для решения уравнений мелкой воды. Од-
ним из вариантов является GPH-метод
(Godunov-type Particle Hydrodynamics),
отличающийся использованием решения
задачи Римана. Важной явилась рабо-
та [48], в которой SPH-подход был при-
менен для свободной поверхности несжи-
маемой жидкости. Авторы работы [49]
модифицировали метод SPH для модели
мелкой воды также с учетом решения задачи Римана. Положительные свойства различных численных
схем проявляются в зависимости от значений чисел Фруда и Рейнольдса, коэффициента Шези, наличия
и типа граничных условий.

Особые требования к численным моделям предъявляют задачи, связанные с гидродинамикой суще-
ственно нестационарных поверхностных вод (паводковые воды, разливы рек, различного рода затопле-
ния), поскольку требуют детального учета рельефа как на мелких масштабах (сотни километров), так и
на крупных масштабах с разрешением существенно лучше километра (для практических приложений до
∼ 20 м с учетом разрешения рельефа местности по данным дистанционного зондирования). В такого ро-
да расчетах возникает необходимость корректного описания динамики многочисленных фронтов раздела
между жидкостью и сухим дном на сложном нерегулярном рельефе.

На рис. 1 представлен характерный пример профиля поверхности суши по данным дистанционного
зондирования Земли SRTM 3. Его особенностью является сильно немонотонный изрезанный (нерегуляр-
ный) вид рельефа в случае размера ячейки 50 м. Расчеты динамики поверхностных вод на реалистичном
(нерегулярном) рельефе местности (рис. 1) с использованием численных алгоритмов DGM (Depth Gradient
Method) и SGM (Surface Gradient Method) показали, что эти методы неприменимы в областях течения,
содержащих разрывы и резкие перепады уровней рельефа [15, 21, 50]. Примеры таких течений — водо-
пады и сложные движения жидкости в криволинейных каналах с вертикальными боковыми стенками
при их переполнении. В этих случаях, т.е. в окрестностях особенностей рельефа дна, может происхо-
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дить неконтролируемый рост скорости течения жидкости в ячейках с очень малой глубиной (например,
при обмелении), появление существенных осцилляций в численном решении, а также может нарушаться
позитивность либо консервативность метода. Это обусловлено тем, что рассматриваемые методы были
разработаны в предположении непрерывного и гладкого рельефа дна.

Устранить перечисленные выше проблемы, возникающие при моделировании динамики поверхност-
ных вод на реалистичном (нерегулярном) рельефе местности, можно следующими способами.

1. Провести сглаживание рельефа посредством усреднения или аппроксимации высот в окрестно-
сти разрывов и резких перепадов уровней, однако при этом могут исчезнуть характерные для данной
местности мелкомасштабные особенности рельефа, оказывающие существенное влияние на течение воды.
Сглаживание профиля требует использования более подробных и/или неструктурированных сеток, что
приводит к усложнению алгоритма и сильному увеличению вычислительных затрат.

2. Решать обобщенную задачу Римана [23], лежащую в основе численных схем годуновского типа, на
случай рельефа, содержащего разрывы и резкие перепады уровней. При этом существенно усложнятся
расчетные формулы численного алгоритма, что скажется на увеличении вычислительных затрат.

3. Использовать комбинированный лагранжево-эйлеров метод на структурированной сетке. Исполь-
зование на внутреннем этапе расчета SPH-подхода обеспечит устойчивый сквозной счет на разрывном
рельефе для нестационарной границы “вода–сухое дно”, сохранив приемлемый уровень требуемых вычис-
лительных ресурсов. В настоящей работе реализован такой подход.

Для эффективного решения описанных выше задач построена численная схема, обладающая сле-
дующими свойствами: консервативность; хорошая сбалансированность (well-balanced); второй порядок
аппроксимации по временно́й и пространственным координатам; сквозной устойчивый расчет динамиче-
ской границы “жидкость–сухое дно” при наличии неструктурированных мелкомасштабных неоднородно-
стей у функции, описывающей строение дна. Построенную численную схему будем называть cSPH–TVD
(combined SPH–TVD), где TVD означает Total Variation Diminishing.

Тестирование гидродинамического кода проведено посредством последовательного сравнения чис-
ленной модели с аналитическими решениями и результатами моделирований, опубликованными другими
авторами с использованием различных численных методов. Перечислим основные тестовые задачи: рас-
пад произвольного разрыва глубины и/или скорости течения (в случае наклонного дна задача может
быть сведена к случаю плоского дна [51]); распад столба жидкости на сухом дне; распространение малых
возмущений поверхностных гравитационных волн при наличии неоднородного дна; исследование про-
цесса длительного распространения солитона, позволяющее оценить дисперсионные свойства численной
схемы; расчет гидравлического прыжка; расчет стационарных и нестационарных течений на существенно
неоднородном рельефе дна, включая разрывные профили; накат волн типа цунами на пологий берег; ко-
лебания уровня жидкости на параболическом дне; течение типа водопада; распад циркуляционной дамбы
на нерегулярном рельефе.

2. Математическая модель и численная схема. Будем исходить из интегральных законов сохра-
нения для однородной несжимаемой жидкости, ограничившись рассмотрением законов сохранения массы
и импульса “жидких частиц” с плотностью ρ = const и объемом V (t), деформирующихся в процессе
движения произвольным образом:

d

dt

∫

V (t)

dV = Q , (1)

d

dt

∫

V (t)

u dV = −
∫

V (t)

∇
(

p

ρ

)
dV +

∫

V (t)

f dV , (2)

где ∇ ≡ ex
∂

∂x
+ ey

∂

∂y
+ ez

∂

∂z
, p — изотропное давление, f — плотность внешних объемных сил,

u = (ux, uy, uz) — скорость “жидких частиц”, Q = Q(r, t) — функция источников и стоков жидкости [м3/с].
I. Уравнения мелкой воды в интегральной форме. Представим уравнение (1) в виде:

d

dt

∫

S(t)

dS

H∫

0

dz =
d

dt

∫

S(t)

H dS = Q , (3)

где S(t) — площадь поперечного сечения “жидкой частицы” в плоскости (x, y) и H = H(x, y, t) — рас-
стояние от дна z = b(x, y) до возмущенной поверхности жидкости η(x, y, t) = b(x, y) + H(x, y, t). Анало-
гично для уравнения (2) при условии гидростатического равновесия в вертикальном направлении p =
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ρg(η − z) + pa и 〈uz〉z ≡ 1

H

H∫

0

uz dz = 0 (pa — атмосферное давление, g = −fz — ускорение свободного

падения) имеем
d

dt

∫

S(t)

HU dS = −g

∫

S(t)

H∇⊥η dS +

∫

S(t)

HF dS . (4)

Здесь ∇⊥ ≡ ex
∂

∂x
+ ey

∂

∂y
, U = (Ux, Uy) = 〈u⊥〉z и F = (Fx, Fy) = 〈f⊥〉z — средние по z-координате зна-

чения скорости и плотности объемных сил в плоскости (x, y) соответственно.

Рис. 2. Схема основных этапов метода cSPH-TVD(
i = (i, j), k = (k, ℓ)

)

II. Уравнения теории мелкой во-

ды в дифференциальной форме. При-
меним к уравнениям (3) и (4) правило
дифференцирования по времени ин-
тегралов от произвольной тензорной

функции ϕ = ϕ(t, x, y):
d

dt

∫

S(t)

ϕdS =

∫

S(t)

[
∂ϕ

∂t
+ ∇⊥

(
ϕU
)]

dS . В результа-

те получим уравнения движения мел-
кой воды в дифференциальной форме
(уравнения Сен-Венана):

∂H

∂t
+ ∇⊥

(
HU

)
= σ , (5)

∂(HU)

∂t
+∇⊥

(
HU ⊗ U

)
=

= −gH∇⊥η + HF ,

(6)

где σ = Q/h2 — мощность поверх-
ностных источников [м/с]. Суммарная
плотность сил, действующих на жид-
кость, в рамках теории мелкой воды
представима в виде суперпозиции сил
Кориолиса, придонного трения, вязко-
сти и ветра:

F = F cor + F diss + F ν + F wind.

2.1. Комбинированный SPH-TVD метод для уравнений мелкой воды. Воспользуемся стан-
дартными процедурами дискретизации сплошной среды, применяемыми в численных схемах, основанных
на эйлеровом и лагранжевом подходах. Покроем расчетную область равномерной эйлеровой (неподвиж-
ной) сеткой с пространственным шагом h (по x и y) и поместим в центры эйлеровых ячеек лагранжевы
(подвижные) “жидкие” частицы. Введем временны́е слои tn с неравномерным шагом τn. Таким образом,
после дискретизации любую величину, входящую в исходные гидродинамические уравнения, можно пред-
ставить в виде A(r, t) → A(ri, tn) ≡ An

i
, где i = (i, j) — векторный пространственный индекс, n — индекс

временно́го слоя. Радиус-векторы неподвижных центров эйлеровых ячеек обозначим через r0
i

= (x0
i , y

0
j ).

Число ячеек и частиц равно Np = NxNy.

Лагранжевы “жидкие” частицы характеризуются объемом V n
i

=

∫

Sn

i

H dS, импульсом P n
i

=

∫

Sn

i

HU dS

и положением в пространстве rn
i
, а также радиусом сглаживания h.

Определим основные этапы комбинированного алгоритма cSPH-TVD (рис. 2).
1. На первом этапе определяем изменение интегральных характеристик

(
V n

i
, P n

i

)
и положений

(
rn

i

)

“жидких” частиц, находящихся в начальный момент времени в центрах эйлеровых ячеек, обусловленное
действием на них гидродинамических и внешних сил (придонное трение и др.). На данном этапе приме-
няется модифицированный нами SPH-подход.
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2. На втором этапе вычисляем потоки массы и импульса через границы эйлеровых ячеек на временно́м
слое tn+1/2 = tn + τn/2 относительно положений частиц в этот же момент времени. На данном этапе
используется модифицированный TVD-подход и решение задачи Римана.

3. На третьем этапе определяем изменение интегральных характеристик “жидких” частиц, обуслов-
ленное их потоками через границы эйлеровых ячеек.

4. Наконец, помещаем эти частицы в исходное положение — в центры ячеек.
Подробно опишем алгоритмы вычислений на каждом из этапов.
1) Лагранжев этап — SPH-подход. Будем исходить из интегральных уравнений движения мелкой

воды (3) и (4). Записывая эти уравнения для i-й ячейки, которая содержит i-ю жидкую частицу с площа-
дью поперечного сечения Si, и вводя средние значения величин ϕ = (H, HU) внутри ячейки по формуле

〈ϕ〉i =
1

h2

∫

Si(t)

ϕdS, получим

d〈H〉i
dt

=
Qi

h2
, (7)

d〈HU〉i
dt

= −g〈H〉i
∂η

∂r

∣∣∣∣
i

+ 〈H〉i F i , (8)

где 〈H〉i =
Vi(t)

h2
и 〈HU〉i =

P i(t)

h2
. Для радиус-вектора i-й частицы имеем следующее уравнение:

dri

dt
=

〈HU〉i
〈H〉i

. (9)

В соответствии с SPH-методом [44], любую характеристику среды A(r, t) и ее производные
∂

∂r
A(r, t)

в нашем плоском случае можно заменить следующими сглаженными значениями:

A(r, t) =

∫

S(t)

A(r′, t)W
(
|r − r′|, h

)
dS′ ,

∂A(r, t)

∂r
=

∫

S(t)

A(r′, t)
∂

∂r
W
(
|r − r′|, h

)
dS′ , (10)

где W — функция ядра интегрального преобразования (10), h — носитель функции W , или сглаживающая
длина. Для конечного числа частиц Np = NxNy интегрирование в (10) можно заменить суммированием:

A(r, t) =

Np∑

k=1

B(rk, t)W
(
|r − rk|, h

)
,

∂A(r, t)

∂r
=

Np∑

k=1

B(rk, t)
∂

∂r
W
(
|r − rk|, h

)
, (11)

где

B(rk, t) =

∫

Sk(t)

A(r′, t) dS′ . (12)

Ядро W , сглаживающее локальные флуктуации и удовлетворяющее условию нормировки 2π

∞∫

0

sW (s) ds = 1,

s =
|ri − rk|

h
, было выбрано в виде кубического сплайна Монагана [48].

С учетом соотношений (11) выражение для
∂η

∂r

∣∣∣∣
i

, входящее в уравнение (8), примет вид

∂η

∂r

∣∣∣∣
i

=
∑

k

{
〈H〉k

∂

∂ri

Ŵ
(
|ri − rk|

)
+ 〈b〉k

∂

∂ri

Ŵ
(
|r0

i − r0
k|
)}

, (13)

где Ŵ = h2W . Будем полагать, что i-частица взаимодействует только с частицами, находящимися в
соседних ячейках. Тогда суммирование по векторному индексу k = (k, ℓ) в соотношении (13) ведется в
пределах от i − 1 до i + 1, т.е. i − 1 6 k 6 i + 1, j − 1 6 ℓ 6 j + 1.

Аппроксимация гидродинамической силы в уравнении (8) по формуле (13) обеспечивает консерватив-

ность данного метода на лагранжевом этапе, а также выполнение условия равновесия
dHU

dt
= 0 в двух
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случаях: 1) η = const, U = 0, b 6= const; 2) η = const, U 6= 0, b = const. Используемая здесь модификация
SPH-алгоритма заключается в обобщении выражения для B(rk, t) в формулах (11). Обычно в формулах

типа (11) вместо (12) применяется выражение B(rk, t) =
Vk

H(rk, t)
A(rk, t) .

При вычислении гидродинамических сил, действующих на частицы, в окрестности вертикальных
стенок или разрывов рельефа (течения типа “водопад”), необходимо корректно производить расчет по
формуле (13) посредством введения “виртуальных” частиц (k-частицы в сумме), чтобы избежать опи-
санных в разделе 1 проблем, связанных с описанием динамики границы “вода–сухое дно” (рис. 3). Как
видно из этого рисунка при расчете сил на разрывах рельефа для i-й ячейки в правой части формулы
(13) вместо частиц с ηk вводим “виртуальные” частицы с η̂k, для которых в случае кусочно-постоянных
функций b и η выполняется

η̂k =





ηi, ηi < bk;

bi, ηk < bi;

ηk, else.

Аналогично можно записать правило и для кусочно-линейных функций b и η.

Рис. 3. Схема расположения “виртуальных” частиц η̂
(голубые штриховые кружки): а) для кусочно–постоянных

функций b(x, y) и η(x, y) внутри ячеек,
б) для кусочно–линейных

Таким образом, применение SPH-
подхода к векторному уравнению (8)
позволяет представить пространственные
производные величины η в виде конеч-
ных сумм, которые содержат аналитиче-
ски вычисляемые производные от сгла-
живающего ядра W . Тем самым исход-
ное уравнение сводится к обыкновенно-
му дифференциальному уравнению. Ап-

проксимация гидродинамических сил
∂η

∂r
сглаживающим ядром W имеет второй
порядок точности по пространственным
координатам.

Для численного интегрирования си-
стемы уравнений (7)–(9) с учетом соот-
ношения (13) можно применить схему
“предиктор–корректор”, имеющую вто-
рой порядок точности по времени.

Предиктор. Вычисляем значения 〈H〉i, 〈HU〉i и ri в момент времени tn+1/2 = tn + τn/2:

〈H〉n+1/2
i

= 〈H〉ni +
τn

2

Qn
i

h2
, (14)

〈̂̂HU〉n+1/2
i

= 〈HU〉ni − τn

2
g〈H〉Ni

∂η

∂r

∣∣∣∣
n

i

, (15)

〈HU〉n+1/2
i

= 〈̂̂HU〉n+1/2
i

+
τn

2
F

(
〈Ĥ〉i, 〈ĤU〉i

)
, (16)

где 〈Ĥ〉i =
〈H〉n

i
+ 〈H〉n+1/2

i

2
, 〈ĤU〉i =

〈HU〉n
i

+ 〈̂̂HU〉n+1/2
i

2
. Представленный в формулах (15) и (16)

алгоритм расчета 〈HU〉 позволяет избежать существенного уменьшения шага по времени в случае, когда

τH ≫ τF , где τH = min

(
h

|U | + √
gH

,

√
h

gH
∣∣∂η/∂r

∣∣

)
, τF =

√
h

|F | . При вычислениях по формуле (16)

необходимо следить, чтобы вектор скорости не менял направления за время интегрирования τn. Если в

результате расчета векторы 〈HU〉n+1/2
i

и 〈̂̂HU〉n+1/2
i

оказываются противоположно направленными, то

необходимо принять 〈HU〉n+1/2
i

= 0.
Новые положения частиц внутри эйлеровых ячеек в момент времени tn+1/2 определяются формулами

r
n+1/2
i

= rn
i

+
1

2

(
〈HU〉n+1/2

i

〈H〉n+1/2
i

+
〈HU〉n

i

〈H〉n
i

)
τn

2
.
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Корректор. Значения 〈H〉i, 〈HU〉i и ri вычисляем в момент времени tn+1 = tn + τn с учетом рассчи-
танных ранее значений этих величин на временно́м слое tn+1/2:

〈H〉n+1
i

= 〈H〉ni + τN
Q

n+1/2
i

h2
, (17)

〈̂̂HU〉n+1
i

= 〈HU〉n
i
− τN g〈H〉n+1/2

i

∂η

∂r

∣∣∣∣
n+1/2

i

, (18)

〈HU〉n+1
i

= 〈̂̂HU〉n+1
i

+ τnF

(
〈Ĥ〉i, 〈ĤU〉i

)
, (19)

где 〈Ĥ〉i =
〈H〉n

i
+ 〈H〉n+1

i

2
и 〈ĤU〉i =

〈HU〉n
i

+ 〈̂̂HU〉n+1
i

2
. Как и в случае шага “предиктор”, если в

результате вычислений по формуле (19) векторы 〈HU〉n+1
i

и 〈̂̂HU〉n+1
i

оказываются противоположно на-
правленными, то полагаем 〈HU〉n+1

i
= 0. В итоге имеем новые положения SPH-частиц:

rn+1
i

= rn
i

+ τn
1

2

(
〈HU〉n+1

i

〈H〉n+1
i

+
〈HU〉n

i

〈H〉n
i

)
. (20)

2) Эйлеров этап — TVD-подход. Запишем уравнения (5) и (6) в форме, удобной для дальнейшего
рассмотрения:

∂q

∂t
+

∂F

∂x
+

∂G

∂y
= D , (21)

где введены следующие обозначения:

q =




H

HUx

HUy


 , F =




HUx

HU2
x

HUxUy


 , G =




HUy

HUxUy

HU2
y


 , D =




Q/h2

H
[
Fx − g ∂η/∂x

]

H
[
Fy − g ∂η/∂y

]


 .

Применяя стандартную процедуру конечно-разностной аппроксимации к уравнению (21) [34, 50, 52],
используемую при построении схем годуновского типа, получим для i-й ячейки следующее соотношение:

qn+1
i

= 〈q 〉n+1
i

− τn

h

(
F

n+1/2
i+1/2,j − F

n+1/2
i−1/2,j + G

n+1/2
i,j+1/2 − G

n+1/2
i,j−1/2

)
, (22)

где F
n+1/2
i±1/2,j = F

(
q

n+1/2
i±1/2,j

)
, G

n+1/2
i,j±1/2 = G

(
q

n+1/2
i,j±1/2

)
, а значения 〈q 〉n+1

i
вычисляются по формулам (17)–(19).

Полуцелые нижние индексы относятся к значениям функций на границах ячеек. Величины с полуцелы-

ми пространственными (нижними) индексами q
n+1/2
i±1/2,j и q

n+1/2
i,j±1/2 находятся из решения соответствующих

задач Римана. Таким образом, для построения численного решения следует решать задачу Римана на

каждой из границ дискретных ячеек. Значения потоков на этих границах F
n+1/2
i±1/2,j и G

n+1/2
i,j±1/2 могут вы-

числяться как с использованием точного решения задачи Римана, так и приближенного. Для точного
решения задачи Римана необходимо решать систему нелинейных алгебраических уравнений, что требует
значительных вычислительных ресурсов. Поэтому наибольшее распространение получили методы, осно-
ванные на приближенном решении задачи Римана, такие как, например, методы Лакса–Фридрихса и
Хартена–Лакса–ван Лира (HLL, HLLC) [53, 54].

Численная схема (22) второго (эйлерова) этапа имеет второй порядок точности по времени. Это обу-
словлено тем, что потоки, входящие в правую часть соотношения (22), вычисляются на tn+1/2 временно́м
слое от уже известных величин, рассчитанных на первом лагранжевом этапе с применением алгоритма

“предиктор-корректор”: выполняется q
n+1/2
i

=
1

2

(
〈q 〉n

i
+ 〈q 〉n+1

i

)
. Для того чтобы данная схема обладала

вторым порядком точности и по пространству, необходимо использовать кусочно-линейную аппроксима-
цию реконструируемых внутри дискретных ячеек функций.

При решении задачи Римана необходимо вычислять значения консервативных переменных q слева (L)
и справа (R) от границ ячеек.

Для этого применяется кусочно-линейная реконструкция сеточных функций относительно центров

масс частиц r
n+1/2
i

= (rn
i

+ rn+1
i

)/2, находящихся внутри дискретных ячеек. Значение rn+1
i

рассчитыва-
ется по формуле (20). Отметим также, что в рамках рассматриваемого метода cSPH-TVD значение rn

i
в

каждый момент времени совпадает с центрами неподвижных ячеек r0
i
.
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Пусть L — функция-ограничитель, предназначенная для подавления нефизичных осцилляций и обес-
печения монотонности профилей сеточных величин.

Введем следующие обозначения:

∆x
n+1/2
i = x

n+1/2
i − x 0

i ,

∆y
n+1/2
j = y

n+1/2
j − y 0

j ,

∆xq
n+1/2
i,j = hL

(
q

n+1/2
i+1,j − q

n+1/2
i,j

x
n+1/2
i+1 − x

n+1/2
i

,
q

n+1/2
i,j − q

n+1/2
i−1,j

x
n+1/2
i − x

n+1/2
i−1

)
, ∆yq

n+1/2
i,j = hL

(
q

n+1/2
i,j+1 − q

n+1/2
i,j

y
n+1/2
j+1 − y

n+1/2
j

,
q

n+1/2
i,j − q

n+1/2
i,j−1

y
n+1/2
j − y

n+1/2
j−1

)
.

Запишем для границ модифицированные выражения с учетом смещения частиц внутри эйлеровой ячейки
(рис. 4):

qL
i+1/2,j = q

n+1/2
i,j +

1

2

(
1 − ∆x

n+1/2
i

h

)
∆xq

n+1/2
i,j , qR

i+1/2,j = q
n+1/2
i+1,j − 1

2

(
1 +

∆x
n+1/2
i+1

h

)
∆xq

n+1/2
i+1,j , (23)

qL
i,j+1/2 = q

n+1/2
i,j +

1

2

(
1 −

∆y
n+1/2
j

h

)
∆yq

n+1/2
i,j , qR

i,j+1/2 = q
n+1/2
i,j+1 − 1

2

(
1 +

∆y
n+1/2
j+1

h

)
∆yq

n+1/2
i,j+1 . (24)

Рис. 4. Кусочно-линейное распределение функций q внутри
дискретной ячейки: а) для эйлеровых схем годуновского

типа, б) для метода cSPH-TVD; δ = x
n+1/2
i+1 − x

n+1/2
i —

расстояние между лагранжевыми частицами в момент
времени tn+1/2; x0

i , x0
i+1 — координаты центров неподвижных

эйлеровых ячеек

В качестве ограничителей могут вы-
бираться различные функции, например
ограничитель “minmod” [55]

L(a, b) =
signa + sign b

2
min

(
|a|, |b|

)
, (25)

который сохраняет монотонность рекон-
струируемых по формулам (23) и (24)
функций и TVD-свойство разностной схе-
мы (22), которое соответствует условию
невозрастания полной вариации числен-
ного решения [56].

Таким образом, решения задачи Ри-
мана с учетом (23) и (24) дают нам зна-
чения потоков F и G через границы
дискретных ячеек. Подставляя последние
в (22), находим значения консерватив-
ных переменных q в момент времени tn+1

в центрах ячеек. Далее определяем но-
вые значения интегральных характери-
стик частиц, помещаемых в центры яче-
ек, для следующего шага по времени: V n

i
= Hn+1

i
h2, P n

i
= (HU)n+1

i
h2.

Временной шаг τn для схемы cSPH-TVD должен определяться исходя из условия устойчивости

τn = K min

(
h

2Up
,

h

Us

)
, (26)

где 0 < K < 1 — число Куранта,

Up = max
i

(∣∣Un+1/2
x i

∣∣,
∣∣Un+1/2

y i

∣∣
)

, Us = max
i

(∣∣Un+1/2
x i

∣∣+
√

gH
n+1/2
i

,
∣∣Un+1/2

y i

∣∣+
√

gH
n+1/2
i

)
.

Отношение h/2Up в условии (26) гарантирует, что за время τn частицы не достигнут границ ячеек (в
условии устойчивости эйлеровых схем данное отношение отсутствует). Второе отношение h/Us в (26)
означает, что возмущения за это же время не распространятся на расстояние, большее чем h.

3. Результаты тестовых расчетов. В настоящей работе при проведении тестовых расчетов были
использованы ограничитель “minmod” (25) и метод Хартена–Лакса–ван Лира (HLL) для решения задачи
Римана.
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Для удобства в расчетах будем x и y измерять в километрах, H , z и η — в метрах, горизонтальную
скорость U ≡ Ux — в м/с, время t — в с, а для ускорения свободного падения примем g = 9.81 м/с2.

Рассмотрим часть описанных в разделе 1 классических тестов с целью определения качества постро-
енной численной схемы. Эти тесты можно разделить на три группы, которые условно назовем так: модель
A (одномерные расчеты на плоском дне (b = 0)); модель B (одномерные модели на гладком неоднородном
дне и на дне, содержащем разрывы и изломы); модель C (двумерная модель на сложном нерегулярном
дне).

Рис. 5. Динамика распада начального разры-
ва глубины H в модели с Nx = 500, HL = 20,
HR = 10: распределения H(x) (голубые линии 1)
и скорости U(x) (красные линии 2) в различные
моменты времени; H(x, t = 0) (зеленая штриховая
линия 3)

Рис. 6. Профили глубины при различных зна-
чениях Nx, HL, HR: a) точное решение (сплош-
ная зеленая линия), б) Nx = 500 (голубая штри-
ховая), в) Nx = 100 (красные кружки). Моде-
ли: 1) HL/HR = 20/10, 2) HL/HR = 18/1.8,
3) HL/HR = 10/0.1. На врезке изображена струк-
тура гидравлического скачка

Модель A.
Тест 1. Рассмотрим распад начального разрыва глубины (рис. 5, 6):

H(x) =

{
HL, x 6 12.5;

HR, x > 12.5
(27)

для неподвижной жидкости U(t = 0) = 0. При распаде данного разрыва формируются гидравлический
скачок, распространяющийся вправо с постоянной скоростью, и волна разрежения, движущаяся влево.
Область разрыва на рис. 5 описывается 5–6 ячейками, что характерно для ограничителя “minmod” (25),
используемого в данной реализации численной схемы. С увеличением Nx ширина разрыва уменьшается
пропорционально h ∼ 1/Nx, что соответствует первому порядку точности на скачке, вне которого имеем
второй порядок точности и квадратичную сходимость к точному решению (в области гладких профилей).
В окрестности изломов (границы волны разрежения) имеем линейную по h скорость сходимости числен-
ного решения к точному. С увеличением интенсивности начального скачка (с ростом отношения HL/HR)
количество ячеек, приходящихся на разрыв, уменьшается на 1–2 ячейки (рис. 6).

Относительное отклонение ∆H/H численного решения от точного решения задачи Римана о распаде
произвольного разрыва в области гладких профилей составляет (рис. 6, кривая 1) 0.0015% (Nx = 500) и
0.033% (Nx = 100) в точке x = 13; 0.0048% (Nx = 500) и 0.17% (Nx = 100) в точке x = 6.4.

Тест 2. Рассмотрим односторонний распад столба жидкости на сухом дне, соответствующий на-
чальным условиям (27) при HR = 0 (рис. 7). В этом случае происходит распространение жидкости по
первоначально сухому дну в виде волны разрежения. Численное решение стремится к точному со ско-
ростью, пропорциональной h в окрестности границ волны разрежения, и пропорционально h2 в области
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гладкого течения. В таком расчете особое значение имеют положения точки перегиба (так называемое
аналитическое решение Ритера) и точки соприкосновения жидкости с сухим дном [22, 34].

Относительное отклонение ∆H/H численного решения от точного решения Ритера в точке перегиба
профилей (x = 12.5, рис. 7) составляет 0.14% (Nx = 500) и 1.7% (Nx = 100) в момент времени t = 180;
0.054% (Nx = 500) и 0.76% (Nx = 100) в момент времени t = 360; 0.031% (Nx = 500) и 0.48% (Nx = 100) в
момент времени t = 540.

Рис. 7. Односторонний распад столба жидко-
сти на сухом дне. Профили глубины в различ-
ные моменты времени при различных значениях
Nx: точное решение (сплошная зеленая линия 1),
Nx = 500 (голубая штриховая 2), Nx = 100 (крас-
ные кружки 3)

Рис. 8. Колебания уровня жидкости на параболи-
ческом дне. Профили уровня свободной поверхно-
сти в два разных момента времени: численное ре-
шение при Nx = 100 (красные кружки 1), точное
решение (зеленая линия 2)

Модель B.

Тест 3. Для определения качества хорошо сбалансированной схемы используется решение задачи о
колебаниях уровня жидкости на параболическом дне [22]. На рис. 8 показаны профили уровня свободной
поверхности жидкости, которая в каждый момент времени имеет плоский вид. Относительное максималь-
ное отклонение численного решения от точного не превышает 0.4% даже на грубой сетке с Nx = 100. С
увеличением Nx погрешность уменьшается пропорционально 1/N2

x .
Тест 4. Стационарные течения жидкости на неоднородном дне, содержащем ступеньки и изломы

(рис. 9–11).
Рассмотрим сначала стационарные течения на неоднородном дне [23], для которых выполняется закон

сохранения энергии, представимый в следующем виде:

Htot = H(x) +
U2(x)

2g
+ b(x) = const . (28)

В данном случае точные (аналитические) решения могут быть найдены из уравнения

(
H

Hs

)3

−
(

H

Hs

)2

+
µ2

2gH3
s

= 0 , (29)

где µ = HU = const и Hs(x) = Htot − b(x).
Сравнение численных решений для установившихся (t > 20000) течений с точными решениями, по-

лученными из уравнения (29), представлены на рис. 9 и 10. Как видно из рисунков, структура течения
сильно зависит от числа Фруда (Fr = U/

√
gH). При докритическом режиме течения (Fr < 1) с увеличе-

нием высоты рельефа дна b скорость жидкости U возрастает, а глубина H убывает. Это, в свою очередь,
приводит к росту числа Фруда Fr, достигающего своего максимального значения в области наибольших
высот дна. Характер течения в данном случае обусловлен эффектом Бернулли. При сверхкритическом
режиме течения (Fr > 1) реализуется обратная ситуация, т.е. с ростом высоты дна скорость течения и
число Фруда убывают, а глубина жидкости возрастает. На данных рисунках приведены значения чисел
Фруда, соответствующих точным решениям уравнения (29).
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Относительное отклонение ∆H/H численного решения при Nx = 500 от точного на правой гра-
нице не превышает 0.7% и 2% для сверхкритического и докритического течений на ступенчатом дне
соответственно (рис. 9); 0.1% и 0.04% для сверхкритического и докритического течений при наличии на
горизонтальном дне треугольного препятствия (рис. 10) соответственно. С увеличением Nx погрешность
уменьшается пропорционально 1/N2

x , что свидетельствует о квадратичной скорости сходимости.

Рис. 9. Установившееся течение на ступенчатом
дне для докритического (число Фруда Fr < 1) и
сверхкритического режимов (Fr > 1). Профили
уровня свободной поверхности: численное реше-
ние при Fr = 2 и Nx = 500 (красная штрихо-
вая линия 1), численное решение при Fr = 0.1 и
Nx = 500 (голубая штриховая линия 2), точное
решение (зеленая сплошная линия 3)

Рис. 10. Установившееся течение при наличии
на горизонтальном дне треугольного препятствия
для докритического (Fr < 1) и сверхкритическо-
го режимов (Fr > 1). Профили уровня свобод-
ной поверхности: численное решение при Fr = 2
и Nx = 500 (красная штриховая линия 1), чис-
ленное решение при Fr = 0.1 и Nx = 500 (голу-
бая штриховая линия 2), точное решение (зеленая
сплошная линия 3)

Существенно бо́льшая погрешность вычислений на ступенчатом дне обусловлена более высокой дис-
сипацией энергии на разрывах, являющейся следствием применения в численной схеме TVD-принципа,
который приводит к нарушению условия (28), т.е. к уменьшению энергии течения.

Для устранения возникающей при расчете рассматриваемых течений большой погрешности можно

вместо уравнения движения в консервативном виде
∂HU

∂t
+

∂

∂x

(
HU2+g

H2

2

)
= −g

∂b

∂x
решать уравнение

∂U

∂t
+

∂

∂x

[
g(H + b) +

U2

2

]
= 0 , которое обеспечит выполнение условия (28).

Отметим также, что относительное отклонение ∆(HU)/HU численного решения от точного на правой
границе (рис. 9–11) не превышает 10−14 при работе с данными типа “double” (8 байт). Это следствие
консервативности используемого метода.

Характерной особенностью рассмотренных выше установившихся (стационарных) течений является
постоянство энергии жидкости и отсутствие критических точек (Fr = 1 — точки перехода “докритиче-
ский режим ↔ сверхкритический режим”) вдоль линий тока. Однако такие течения на неоднородном
рельефе дна не являются единственно возможными. На рис. 11 представлены характерные профили двух
течений, содержащих критические точки Fr = 1, в которых происходит переход от одного режима к дру-
гому. Красной линией 1 показано численное решение, соответствующее течению, при котором происходит
монотонное возрастание скорости жидкости в области треугольного препятствия. Точка максимального
значения высоты дна соответствует критической точке Fr = 1, в которой осуществляется переход от до-
критического режима течения к сверхкритическому. Аналогом рассматриваемого решения в газодинамике
является ускорения газа в сопле Лаваля при истечении в вакуум.

Численное решение, показанное на рис. 11 голубой линией 2, соответствует течению с двумя критиче-
скими точками Fr = 1. Сначала жидкость, как и в предыдущем случае, ускоряется и в точке максималь-
ного значения высоты дна докритический режим течения сменяется сверхкритическим. Далее скорость
течения продолжает расти, пока не достигнет своего максимального значения в некоторой точке (вто-
рая критическая точка) на тыльной стороне препятствия, в которой формируется гидравлический скачок
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(бор). За гидравлическим скачком течение жидкости снова становится докритическим. Аналогом рассмат-
риваемого решения в газодинамике могут быть ускорение газа в сопле Лаваля при истечении в достаточно
плотную среду или стационарные ударные волны в газе, находящемся в гравитационной потенциальной
яме (галактические ударные волны, формирующиеся в газе в виде спиральных рукавов) [57].

Рис. 11. Профили числа Фруда (а) и уровня свободной поверхности (б) для переходных
(докритическое ↔ сверхкритическое) установившихся течений, содержащих одну (красная линия 1)

и две (голубая линия 2) критические точки Fr = 1, при наличии на
горизонтальном дне треугольного препятствия

Модель C.
Тест 5. Рассмотрим распад циркуляционной дамбы на нерегулярном рельефе (рис. 12). В качестве

модели дна b(x, y) воспользуемся участком рельефа местности Волго-Ахтубинской поймы, построенного
по данным дистанционного зондирования (SRTM — Shuttle Radar Topography Mission). Используемый
рельеф является нерегулярным, содержит значительное число резких перепадов уровней и изломов дна.
Данный тестовый расчет представляется хорошей проверкой численной схемы на устойчивость и консерва-
тивность, поскольку в процессе распада дамбы в расчетной области формируются различные существенно
нелинейные гидродинамические течения и волны (течения типа водопадов, вихри, тангенциальные тече-
ния на различных уровнях в окрестности вертикальных стенок, боры, волны разрежения и волны типа
цунами), а также области обмеления.

Закон сохранения массы во всех тестовых расчетах выполняется с погрешностью, не превышающей
(при работе с данными типа “double” — 8 байт) ∼ 10−15 — на гладком рельефе дна и ∼ 10−13 — на
нерегулярном дне, содержащем изломы и резкие перепады уровней.

Отметим, что при моделировании динамики поверхностных вод на нерегулярном рельефе дна с по-
мощью численных алгоритмов, основанных на приближенном решении задачи Римана, в процессе вычис-
лений могут появляться ячейки с отрицательной глубиной, т.е. может нарушаться позитивность схемы.
Для таких ячеек применяется стандартная процедура регуляризации, используемая в большинстве случа-
ев и возвращающая схеме позитивность, но лишающая ее весьма важного свойства — консервативности.
Отсутствие консервативности приводит к нарушению законов сохранения и, как следствие, к неконтро-
лируемому накоплению погрешности вычислений, которая, в свою очередь, сказывается на адекватности
численного решения. В связи с этим хотелось бы заметить, что необходимо очень аккуратно применять
процедуру регуляризации, чтобы сохранить свойство консервативности метода. Метод регуляризации,
используемый в данной работе, обеспечивает позитивность и консервативность численной схемы за счет
корректировки как значений H (в ячейке c H < 0), так и гидродинамических потоков из данной ячейки
в соседние.

4. Заключение. Результаты численных расчетов с использованием описанного метода, основанного
на использовании SPH- и TVD-подходов свидетельствуют о его эффективности и адекватности при мо-
делировании сложных гидродинамических течений на неоднородном рельефе дна, содержащем изломы
и резкие перепады уровней. Численная схема является хорошо сбалансированной, консервативной и поз-
воляет проводить сквозной устойчивый расчет при наличии нестационарных границ “вода–сухое дно” на
нерегулярном рельефе.

Отметим, что возможны различные варианты реализации предложенного алгоритма cSPH-TVD. В
численной схеме можно использовать и другие сглаживающие ядра, TVD-ограничители (сохраняющие
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Рис. 12. Распад циркулярной водяной дамбы на нерегулярном рельефе реальной местности
(максимальная высота дамбы над поверхностью дна в начальный момент времени составляет 35 м).
Представлены распределения воды и направления течений на плоскости (x, y) в различные моменты
времени, а также вертикальные профили уровня свободной поверхности воды и дна вдоль среза A–B

(точкой C обозначено положение гидравлического скачка)

TVD-свойство разностной схемы), методы решения задачи Римана, а также учитывать нестационарные
источники/стоки воды Q(x, y, t), внешние силы F (x, y, t) и нестационарность рельефа дна b(x, y, t). Кроме
того, данный алгоритм может быть обобщен на случай неравномерных сеток.

Преимуществом рассматриваемого метода cSPH-TVD в случае нерегулярного и/или разрывного ре-
льефа является хорошая точность моделирования, сравнимая с точностью численных схем годуновского
типа, основанных на точном решении обобщенной задачи Римана, при меньших вычислительных затратах
и более простых расчетных формулах численного алгоритма. По сравнению с различными модификация-
ми SPH-метода численная схема cSPH-TVD имеет более высокую точность, является менее диссипативной
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и существенно лучше сбалансированной, а также обладает большей вычислительной скоростью при рав-
ном количестве частиц. Данные особенности рассматриваемого алгоритма позволяют применять его для
моделирования динамики поверхностных вод на значительных территориях с хорошим пространствен-
ным разрешением, что необходимо для решения широкого круга задач динамики поверхностных вод,
связанных с сезонными затоплениями, проведением экспертиз гидротехнических сооружений, проблема-
ми загрязнения водоемов [15, 16, 21].

В рамках предложенного комбинированного cSPH-TVD метода (после незначительных изменений и
дополнений) возможен расчет сложных трехмерных гидродинамических течений при наличии в расчетной
области препятствий в виде непроницаемых для воды границ (задача обтекания твердых тел произвольной
формы [58]) без существенного усложнения численного алгоритма.
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