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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕТОЧНОЙ КИНЕТИЧЕСКОЙ СХЕМЫ

БОЛЬЦМАНА ДЛЯ РАСЧЕТА ПЛОСКИХ ТЕЧЕНИЙ

Г. В. Кривовичев1

Рассмотрена задача об исследовании устойчивости решеточной кинетической схемы Больцма-
на, предназначенной для расчета плоских течений вязкой жидкости. Исследуется устойчивость
в случае двух стационарных режимов течения в неограниченной области. Анализ устойчивости
по начальным данным выполняется с помощью метода Неймана на основе линейного прибли-
жения. Построены и исследованы области устойчивости в пространстве входных параметров.
Показано, что рассматриваемая схема является условно устойчивой.

Ключевые слова: кинетические схемы, решеточный метод Больцмана, устойчивость по начальным
данным, метод Неймана, область устойчивости.

1. Введение. Вычислительные методики, основанные на использовании кинетических схем, в насто-
ящее время широко применяются при численном решении задач механики жидкости, газа и плазмы [1–6].
При построении этих схем используются кинетические уравнения, которым удовлетворяют одночастич-
ные функции распределения. При этом учитывается известная из кинетической теории (например, см. [7])
связь между кинетическим и гидродинамическим подходами к описанию динамики газов и жидкостей.
В нашей стране прогресс в этой области связан с работами Б. Н. Четверушкина и его коллег, которые
посвящены построению кинетически согласованных разностных схем [1–3]. За рубежом преобладает дру-
гой подход, основанный на использовании решеточных схем Больцмана (lattice Boltzmann) [4–6]. Следует
отметить, что отечественный и зарубежный подходы имеют ряд общих особенностей, их сравнительный
анализ проведен в работе [8].

Широкое применение решеточных схем Больцмана связано с такими их достоинствами, как алгорит-
мическая простота, существенно облегчающая их программную реализацию, и легкость распараллелива-
ния вычислительных алгоритмов [9–11].

Настоящая статья посвящена анализу устойчивости решеточной схемы Больцмана для случаев ста-
ционарных плоских течений в неограниченной области.

2. Решеточная схема Больцмана для расчета плоских течений. В этом разделе мы кратко
рассмотрим один из возможных подходов к построению решеточных схем Больцмана. При их построении,
как правило, рассматривается кинетическое уравнение Бхатнагара–Гросса–Крука [4]
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где f = f(t, r, v) — одночастичная функция распределения, t — время, r — вектор пространственных пере-
менных, v — вектор скорости, m — масса частицы, X — вектор массовых сил, λ — параметр релаксации,
f (eq) — равновесная функция распределения, в качестве которой выступает локальная максвелловская
функция распределения, при этом f (eq) = f (eq)
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Рассмотрим уравнение (1) при отсутствии массовых сил:

∂f

∂t
+ v

∂f

∂r
= −

1

λ

(

f − f (eq)
)

. (2)

Дискретизация уравнения (2) производится в два этапа — на первом этапе осуществляется дискре-
тизация в пространстве скоростей, а на втором этапе осуществляется дискретизация по времени и про-
странственным переменным.

Для дискретизации в пространстве скоростей применяется подход, по идее близкий к методу дис-
кретных скоростей [13, 14]. В пространстве скоростей задается конечная совокупность векторов {vi}
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каждому вектору из которой ставится в соответствие функция распределения fi = fi(t, r) = f(t, r, vi),
i = 1, n. Таким образом, уравнение (2) сводится к системе уравнений в частных производных относительно
fi(t, r):
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При построении решеточных схем Больцмана набор {vi}
n
i=1 носит название решетки (lattice) [4]. Для каж-

дой решетки вводится обозначение вида DpQn, где обозначение Dp относится к размерности физического
пространства, а через Qn (n ∈ N) обозначается число возможных скоростей. Например, для моделиро-
вания плоских течений часто используется решетка D2Q9 со следующим набором возможных скоростей:
v1 = (0, 0), v2 = (1, 0), v3 = (0, 1), v4 = (−1, 0), v5 = (0,−1), v6 = (1, 1), v7 = (−1, 1), v8 = (−1,−1),
v9 = (1,−1). Для данной решетки такие макровеличины, как плотность ρ(t, r) и скорость среды u(t, r),
вычисляются через функции распределения следующим образом [14]:
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Для построения решеточных схем Больцмана можно воспользоваться интегральным представлением
вида
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где f = (f1, . . . , fn). На основе (5) можно строить решеточные схемы Больцмана интегро-интерполяционным
методом — например, если аппроксимировать интеграл в правой части (5) с помощью квадратурной фор-
мулы левых прямоугольников, то получим
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Заметим, что в силу замены интеграла квадратурной формулой равенство (6) носит приближенный ха-
рактер.

На следующем этапе производится дискретизация по времени и по пространственным переменным.
Построим на каком-либо рассматриваемом временно́м промежутке [t0, T ] равномерную сетку с шагом
∆t: Ωτ =

{

tj | tj = t0 + j∆t, j = 0, N
}

, а в рассматриваемой пространственной области D построим

Ωh =
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}

— равномерную по каждой координате
сетку с шагами hx и hy соответственно. Затем, рассматривая (6) на сетке Ωτh = Ωτ × Ωh, получим
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где rkl = (xk, yl).
Соотношение (7) представляет собой выражение для решеточной схемы Больцмана, применяемой

для расчета течений нетеплопроводной несжимаемой вязкой ньютоновской жидкости [4, 5]. Связь между

схемой (7) и системой уравнений гидродинамики осуществляется за счет параметра τ =
λ

∆t
. Получение

зависимости τ от коэффициента кинематической вязкости ν осуществляется с помощью метода Энскога–
Чепмена. Для решетки D2Q9 эта зависимость имеет вид
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Процедура получения (8) является довольно громоздкой, и ознакомиться с ней можно, например, в [4] на
с. 172–181. Следует также отметить, что при использовании схем, построенных интегро-интерполяцион-
ным методом, шаг по времени и шаги по пространственным переменным связаны между собой — эта связь
определяется используемой решеткой. Например, для решетки D2Q9 эта связь имеет вид hx = hy = ∆t.

Для упрощения проведения расчетов равновесные функции распределения f
(eq)
i аппроксимируются

полиномиальными формами от ρ и u. Если рассматривается решетка D2Q9, то эта аппроксимация имеет
следующий вид (подробный вывод приведен в монографии [4] на с. 164–171):
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В дальнейшем будет рассматриваться решеточная схема Больцмана для решетки D2Q9.
3. Постановка задачи об исследовании устойчивости. Поскольку схема (7) в силу (4) и (9)

является нелинейной, то ее устойчивость, как правило [4, 12], исследуется в случаях простых режимов
течения. В настоящей статье, по аналогии с [12], исследуется устойчивость только по начальным данным.
Рассматриваются стационарные пространственно однородные режимы течения в неограниченной области,
для которых ρ, Ux, Uy — постоянные величины. Значения равновесных функций распределения в этом

случае являются постоянными: f
(eq)
i = f

(eq)

i = const, а их совокупность представляет собой невозмущенное
решение системы (7).

Если функции распределения не зависят от пространственных переменных, т.е. fi = fi(t), то схема (7)
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В общем случае, когда учитывается зависимость функций распределения fi и от времени и от про-
странственных переменных, устойчивость невозмущенного решения можно исследовать посредством ана-
лиза линейного приближения [12].

Итак, будем представлять возмущенное решение (7) в следующем виде:

fi(rkl, tj) = f
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где δfi(rkl, tj) имеют смыл отклонений от невозмущенного решения.
Подставляя (11) в (7), получим
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Отметим, что в (13) в силу того, что отброшены члены более высокого порядка, равенство носит прибли-
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Для анализа устойчивости нулевого решения линейной системы (14) воспользуемся методом Нейма-
на [15], согласно которому представим решение (14) в виде

δfi(rkl, tj) = Fi(tj) exp (iΘrkl), (15)

где i2 = −1, Θ = (θx, θy), θx ∈ [−π, π], θy = [−π, π].
Подставляя (15) в (14), получим линейную разностную систему относительно Fi:
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Решение (16) будет устойчиво, если все собственные значения матрицы G = {Gim}i,m=1,9 по модулю
не будут превосходить единицы. Отметим, что матрица G является комплексной и имеет комплексные
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собственные значения, являющиеся функциями семи переменных λi = λi(θx, θy, Ux, Uy, ρ, ∆t, ν). При этом

Ux, Uy, ρ, ∆t, ν играют роль входных параметров — через Ux, Uy и ρ, согласно (9), вычисляются f
(eq)

i , а
через ν и ∆t при использовании (8) вычисляется параметр τ .

В настоящей статье анализ устойчивости производится посредством построения и исследования об-
ластей устойчивости на плоскости (θx, θy) и в пространстве входных параметров, которые варьируются в
определенных пределах. Параметры, по аналогии с работой [12], задаются в условных единицах.

Подобная задача для случая решетки D2Q9 решалась и в [12], но в ней предполагалось, что векторы u

и Θ сонаправлены; более того, в [12] рассматривался только случай, когда u и Θ сонаправлены с v2 — т.е.
параллельны оси абсцисс. В настоящей работе подобного ограничения не ставится, компоненты вектора Θ

предполагаются изменяющимися во всей своей области определения.
При исследовании устойчивости введем ряд упрощающих предположений, позволяющих сократить

число параметров. Во-первых, в дальнейшем будет рассматриваться случай ρ = 1 — как видно из (9), рав-
новесные функции распределения линейно зависят от этого параметра. Во-вторых, ограничимся анализом
устойчивости только двух режимов течения: Ux = U 6= 0, Uy = 0 (режим 1) и Ux = Uy = U 6= 0 (режим 2).
Отметим, что последний режим течения в [12] не рассматривался. При введенных предположениях число
входных параметров уменьшено до трех: U , ν и ∆t.

Задача на собственные значения для матрицы G в общем случае может быть решена только числен-
но. Для ее численного решения в настоящей работе использовались написанные на языке FORTRAN-90
процедуры пакета EISPACK, реализующие QR-алгоритм [16].

Рис. 1. Форма области устойчивости для случая режима 1 при ∆t = 1, Рис. 2. Форма области устойчивости
U = 1: а) ν = 0.05; б) ν = 0.25; в) ν = 0.5; г) ν = 1 для случая режима 1 при ∆t = 1,

U = 1: а) ν = 2; б) ν = 50

4. Области устойчивости на плоскости (θx, θy). При построении областей устойчивости в этом
случае фиксировалось значение параметра U (предполагалось, что U = 1). Значения параметров ν и ∆t,
а следовательно, и τ , варьировались. Представленные ниже результаты приведены для случая, когда
расчеты проводились при разбиении области изменения (θx, θy) — прямоугольника [−π, π]× [−π, π] равно-
мерной сеткой из 200× 200 узлов. Для каждого узла сетки решалась задача на собственные значения для
матрицы G. Если максимальное собственное значение по модулю не превосходило единицы, то данный
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узел считался относящимся к области устойчивости и на рисунке обозначался точкой. Численные расчеты
производились также на сетках из 500× 500 и 750 × 750 узлов, и существенных отличий от случая сетки
из 200 × 200 узлов выявлено не было.

Отметим, что в случае ν = 0 область устойчивости является пустой. В силу (8) равенство нулю
параметра ν соответствует ситуации, когда τ = 1/2, т.е. нарушается условие (10), полученное в случае
отсутствия зависимости от пространственных переменных.

4.1. Случай режима 1. На рис. 1 и 2 представлена форма области устойчивости в случае фикси-
рованного значения параметра ∆t (полагалось ∆t = 1) и изменения значения параметра ν.

Влияние изменения ν сказывается следующим образом: в случае малых ν область устойчивости яв-
ляется достаточно узкой (минимальные по модулю собственные значения находятся на прямой θx = 0).
При возрастании ν она расширяется (наибольшее число узлов, входящих в нее, было выявлено в случае
ν = 0.25), причем минимальные по модулю собственные значения тоже лежат на прямой θx = 0. За-
тем, при ν > 0.3, область устойчивости вновь сужается, при больших значениях ν сводясь к множеству,
образованному объединением точек прямых θy = θx и θy = −θx (рис. 2б).

Рис. 3. Форма области устойчи- Рис. 4. Форма области устойчи- Рис. 5. Форма области устойчи-
вости для случая режима 1 при вости для случая режима 1 при вости для случая режима 1 при

ν = 0.05, U = 1: а) ∆t = 0.5; ν = 0.1, U = 1: а) ∆t = 0.5; ν = 0.5, U = 1: а) ∆t = 0.5;
б) ∆t = 0.001 б) ∆t = 0.001 б) ∆t = 0.001

Для исследования влияния изменения параметра ∆t на форму области устойчивости его значение
варьировалось при условии неизменности значения ν. На рис. 3–5 приведены формы области устойчивости
в случае ν = 0.05, ν = 0.1 и ν = 0.5 соответственно. Следует заметить, что при уменьшении ∆t область
устойчивости расширяется (максимальное число узлов для рассмотренных случаев имеет место при ∆t =
0.001), но при последующем уменьшении ∆t уже не меняется. В случае больших значений ν (ν > 10)
уменьшение ∆t на форму области устойчивости уже никак не влияет.

4.2. Случай режима 2. Изображения области устойчивости для случая этого режима при ∆t = 1
представлены на рис. 6 и 7 при различных значениях параметра ν. При увеличении значения ν ситуация
аналогична той, которая имеет место в случае режима 1 — при увеличении ν до 0.3 область устойчивости
расширяется, а затем она начинает сужаться, и при больших значениях ν она представляет собой отрезок
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Рис. 6. Форма области устойчивости для случая режима 2 при ∆t = 1, Рис. 7. Форма области устойчивости
U = 1: а) ν = 0.05; б) ν = 0.1; в) ν = 0.25; г) ν = 1 для случая режима 2 при ∆t = 1,

U = 1: а) ν = 2.5; б) ν = 50

прямой θy = −θx. При этом минимальные по модулю собственные значения оказались лежащими на
прямой θy = −θx.

Форма области устойчивости для случая фиксированных значений ν при изменении значений ∆t
представлена на рис. 8–10 при ν = 0.05, ν = 0.1 и ν = 1 соответственно.

Для этого режима при малых значениях ν уменьшение ∆t приводит к расширению области устой-
чивости (после ∆t = 0.001 форма области устойчивости уже неизменна). В случае больших значений ν
(ν > 10) уменьшение ∆t на форму области устойчивости не влияет.

Сравнивая рассмотренные случаи двух режимов, можно сделать вывод о том, что изменение входных
параметров влияет на изменение формы области устойчивости сходным образом. При этом необходимо
отметить, что для обоих режимов наиболее неблагоприятная в плане устойчивости ситуация имеет место
тогда, когда Θ и u сонаправлены: узлы, лежащие на этой прямой, не попадали в область устойчивости
ни при одном значении параметров, а максимальные по модулю собственные значения, соответствую-
щие этим узлам, всегда были больше единицы, и именно на этой прямой лежали собственные значения,
максимальные по модулю из всех собственных значений для всех узлов сетки.

5. Области устойчивости на плоскости (τ, U). При построении областей устойчивости в этом
случае расчет производился при условии фиксирования значения параметра ∆t и изменении значений ν
и U . Параметр τ , вычисляемый по формуле (8) через ∆t и ν и линейно зависящий от последнего, рас-
сматривался в связи с тем, что в работе [12], с которой сравниваются результаты настоящей работы,
представлены сведения о связи именно τ и U . Производилось разбиение области изменения τ и U —
прямоугольника [0, 2] × [0, 1] равномерной сеткой из 100 × 100 узлов. Именно такой диапазон изменения
параметров был выбран просто из соображений наглядности. Заметим, что в случае более широких об-
ластей изменения этих параметров ситуация остается аналогичной. Точка (τi, Uj) считалась входящей в
область устойчивости на этой плоскости, если при таких значениях параметров τ и U максимальные по
модулю собственные значения матрицы G по модулю не превосходили единицы для всех узлов сетки,
построенной в прямоугольнике [−π, π] × [−π, π] на плоскости (θx, θy).
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Рис. 8. Форма области устойчи- Рис. 9. Форма области устойчи- Рис. 10. Форма области устойчи-
вости для случая режима 2 при вости для случая режима 2 при вости для случая режима 2 при

ν = 0.05, U = 1: а) ∆t = 0.5; ν = 0.1, U = 1: а) ∆t = 0.5; ν = 1, U = 1: а) ∆t = 0.5;
б) ∆t = 0.001 б) ∆t = 0.001 б) ∆t = 0.001

5.1. Случай режима 1. На рис. 11 представлены формы области устойчивости в случае различных
значений параметра ∆t, а в табл. 1 приведены максимальные значения U и соответствующие им значения τ
для заданных значений ∆t. Отметим, что при ∆t > 2 область устойчивости не изменяется.

По полученным результатам можно отметить, что при возрастании ∆t область устойчивости сужа-
ется — максимальное число узлов входило в нее при ∆t = 0.05, минимальное число узлов входило при
∆t = 2 и выше. Максимально возможное значение Umax = 0.78 имело место при ∆t = 0.05, а минимальное
Umax = 0.42 — при ∆t > 1.25. Необходимо отметить, что в работе [12], в которой варьировалось значение τ
без учета изменения ∆t, в качестве максимально возможного U , при котором имеет место устойчивость,
указывается значение Umax = 0.42, которое имеет место при τ > 0.68.

5.2. Случай режима 2. На рис. 12 представлены формы области устойчивости в случае различных
значений параметра ∆t, а в табл. 2 приведены максимальные значения U и соответствующие им значения τ
для заданных значений ∆t. Отметим, что и в этом случае при ∆t > 2 область устойчивости не изменяется.

Полученные результаты позволяют сделать вывод о том, что при увеличении ∆t область устойчивости
заметно уменьшается — максимальное число узлов входило в нее при ∆t = 0.05, минимальное число
узлов входило при ∆t = 2 и выше. Максимально возможное значение Umax = 0.43 имело место при
∆t = 0.05, а минимальное Umax = 0.32 — при ∆t > 0.1. Из представленных результатов становится
понятно, что значение Umax при таком режиме течения меньше, чем при режиме 1, и области устойчивости,
соответствующие тем же значениям параметров, значительно у́же.

Как можно видеть, точки, соответствующие τ <
1

2
, в область устойчивости не входят, что говорит о

том, что условие (10) при рассмотрении таких режимов течения справедливо и в случае наличия зависи-
мости от пространственных переменных.

6. Области устойчивости на плоскости (∆t, ν). При рассмотрении этого случая расчет произво-
дился при условии фиксирования значения параметра U и изменении значений ∆t и ν. В качестве области
изменения параметров, как и ранее, рассматривался прямоугольник [0, 2]× [0, 1], который разбивался рав-
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Рис. 11. Форма области устойчивости для случая режима 1 на плоскости (τ, U) при различных значениях ∆t:
а) ∆t = 0.05; б) ∆t = 0.2; в) ∆t = 0.3; г) ∆t = 0.5; д) ∆t = 1; е) ∆t = 4

Таблица 1
Связь ∆t, максимальных значений U и

соответствующих им значений τ

для случая режима 1

∆t Umax τ

∆t = 0.05 Umax = 0.78 τ = 0.56

∆t = 0.1 Umax = 0.53 τ = 0.56

∆t = 0.2 Umax = 0.45 τ = 0.56

∆t = 0.25 Umax = 0.43 τ ∈ [0.56, 0.71] ∪ [1.96, 2]

∆t = 0.3 Umax = 0.43 τ ∈ [1.98, 2]

∆t = 0.5 Umax = 0.43 τ ∈ [1.82, 2]

∆t = 0.75 Umax = 0.43 τ ∈ [1.61, 2]

∆t = 1 Umax = 0.43 τ ∈ [1.42, 2]

∆t = 1.25 Umax = 0.42 τ ∈ [1.3, 2]

∆t = 1.5 Umax = 0.42 τ ∈ [1.21, 2]

∆t = 1.75 Umax = 0.42 τ ∈ [1.18, 2]

∆t = 2 Umax = 0.42 τ ∈ [0.63, 2]

Таблица 2
Связь ∆t, максимальных значений U и

соответствующих им значений τ

для случая режима 2

∆t Umax τ

∆t = 0.05 Umax = 0.43 τ = [0.56, 0.57]

∆t = 0.1 Umax = 0.32 τ ∈ [0.56, 0.57] ∪ [1.22, 2]

∆t = 0.2 Umax = 0.33 τ ∈ [1.99, 2]

∆t = 0.25 Umax = 0.33 τ ∈ [1.98, 2]

∆t = 0.3 Umax = 0.33 τ ∈ [1.98, 2]

∆t = 0.5 Umax = 0.33 τ ∈ [1.22, 2]

∆t = 0.75 Umax = 0.33 τ ∈ [1.2, 2]

∆t = 1 Umax = 0.32 τ ∈ [1.91, 2]

∆t = 1.25 Umax = 0.32 τ ∈ [1.71, 2]

∆t = 1.5 Umax = 0.32 τ ∈ [1.84, 1.97]

∆t = 1.75 Umax = 0.32 τ ∈ [1.44, 2]

∆t = 2 Umax = 0.32 τ ∈ [1.68, 2]

номерной сеткой из 100 × 100 узлов. Точка (∆ti, νj) считалась входящей в области устойчивости, если
при таких значениях параметров ∆t и ν максимальные по модулю собственные значения матрицы G по
модулю не превосходили единицы для всех узлов сетки, построенной в прямоугольнике [−π, π] × [−π, π]
на плоскости (θx, θy).

6.1. Случай режима 1. На рис. 13 приведены формы области устойчивости, полученные при раз-
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Рис. 12. Форма области устойчивости для случая режима 2 на плоскости (τ, U) при различных значениях ∆t:
а) ∆t = 0.05; б) ∆t = 0.2; в) ∆t = 0.3; г) ∆t = 0.5; д) ∆t = 1; е) ∆t = 4

Рис. 13. Форма области устойчивости для случая режима 1 на плоскости (∆t, ν) при различных значениях U :
а) U = 0.43; б) U = 0.44; в) U = 0.45; г) U = 0.46; д) U = 0.49; е) U = 0.6



вычислительные методы и программирование. 2011. Т. 12 203

Рис. 14. Форма области устойчивости для случая режима 2 на плоскости (∆t, ν) при различных значениях U :
а) U = 0.31; б) U = 0.32; в) U = 0.33; г) U = 0.36; д) U = 0.39; е) U = 0.4

личных значениях U . В случае такого режима вся указанная выше область изменения параметров совпа-
дала с областью устойчивости при U 6 0.42. При бо́льших значениях U область устойчивости сужается,
становясь пустой при U > 0.8.

6.2. Случай режима 2. Формы областей устойчивости, построенных для случая данного режима,
приведены на рис. 14. Отметим, что область устойчивости совпадает со всей областью изменения пара-
метров (при фиксированном U) в случае U 6 0.3, сужается при бо́льших значениях U , а при U > 0.45
становится пустой. По аналогии с предыдущими случаями, при таком стационарном режиме область
устойчивости становится пустой при меньших значениях U , чем в случае режима 1.

7. Заключение. Представленные в настоящей статье результаты позволяют судить о том, что даже
в случаях простых однородных стационарных течений решеточная кинетическая схема Больцмана, осно-
ванная на использовании решетки D2Q9, является условно устойчивой, причем устойчивость схемы по
начальным данным существенно зависит от входных параметров задачи. Свойство условной устойчиво-
сти, естественно, ограничивает класс течений, для расчета которых может использоваться рассмотренная
схема. Возможно, что в смысле устойчивости ситуация лучше для решеточных неявных и полунеяв-
ных [17, 18] и конечно-разностных [19] схем Больцмана.

Полученные здесь результаты можно рассматривать как решения тестовых задач, которые могут ока-
заться полезными при проведении сравнения друг с другом как различных решеточных схем Больцмана,
так и других кинетических схем. Определенный интерес представляет также исследование устойчивости
кинетических схем в случаях нестационарных (например, пульсирующих) течений и пространственно-
неоднородных стационарных течений. Большу́ю важность имеют также исследования устойчивости по
граничным условиям, поскольку, как отмечается в [20], различные типы граничных условий для реше-
точных схем Больцмана по-разному влияют на свойство их устойчивости.
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