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Â ñòàòüå ðàçâèâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä ê àëãåáðàè÷åñêîìó (ìîíîèäàëüíîìó) ïðåäñòàâ-
ëåíèþ êóáè÷åñêèõ ñòðóêòóð â äâóõ àñïåêòàõ: ðàñøèðåíèå ìíîæ åñòâà êóáàíòîâ çà ñ÷åò ââå-
äåíèÿ êðîññ-êóáàíòîâ è èññëåäîâàíèå èõ ìåòðè÷åñêèõ (õàóñä îðôîâà�õýììèíãîâà ìåòðèêà) è
òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ (êóáè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ), à òàêæ å ðàññìîòðåíèå îñîáåííîñòåé ðå-
àëèçàöèè ñîâìåùåííûõ êîìïüþòåðíûõ îïåðàöèé íà ìîíîèäàõ êà ê èíñòðóìåíòà äëÿ îðãàíè-
çàöèè ñóïåðâû÷èñëåíèé. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïî ääåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòa
09�07�12135�îôè_ì).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: n-êóá, êóáàíòû è êðîññ-êóáàíòû, ìîíîèä, ìåòðèêà Õàóñäîðôà� Õýììèíãà, ñîâìå-
ùåííûå ïîðàçðÿäíûå îïåðàöèè, ñóïåðâû÷èñëåíèÿ, 3-ñôåðà.

Ââåäåíèå. Îáùåíàó÷íàÿ ïàðàäèãìà î åäèíñòâå îñíîâíûõ ïðîöå ññîâ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå�òîïîëîãèè�
ëîãèêå�êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ, â íàèáîëåå ðàçâåðíóòîé ôîðìå ïðåäñòàâëåííàÿ â [1], ïîäêðåïëÿåòñÿ
öåëûì ðÿäîì ðàáîò, â êîòîðûõ, îáðàçíî ãîâîðÿ, èäåò ëèíãâèñò è÷åñêîå (ìàòåìàòè÷åñêîå) ñáëèæåíèå è
âçàèìîïðîíèêíîâåíèå ìåæäó ýòèìè íàó÷íûìè äèñöèïëèíàìè [2 �7]. Â ýòîì æå ñìûñëå è ñëåäóåò ðàññìàò-
ðèâàòü ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä � ïîñòðîåíèå êîíêðåòíîãî êîíñò ðóêòèâíîãî ìèðà êóáè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà
åäèíè÷íîì n-ìåðíîì êóáå êàê îäèí èç âîçìîæíûõ ôðàãìåíòîâ òàêîãî ñáëèæå íèÿ ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêîé
òîïîëîãèåé, àëãåáðîé è ñèìâîëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè.

Ïðåäñòàâëåííûé ìàòåðèàë ðàçáèò íà ÷åòûðå ðàçäåëà. Â ïåðâîì èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ïðîøëûõ ëåò
â ñæàòîì âèäå. Âòîðîé ðàçäåë âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàññìîòðåíèå ðà ñøèðåííûõ îïåðàöèé íàä êóáàíòàìè è
ýòþäíîé çàäà÷è î ïðîêëàäêå �ìíîãîìåðíîãî ìåòðî�. Â òðåòüåì ðàçäåëå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êðîññ-êóáàíòîâ
è èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà íà ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ ìíîãîîáðàç èÿ 3-ñôåðû ( S3). Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå
îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ìàøèííîé ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííûõ àëã åáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ òî÷êè çðåíèÿ
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (ñîâìåùåíèÿ) ïðîöåññà âû÷èñëåíèé.

1. Êóáàíòû è ïñåâäîêóáàíòû. Ìåòðèêà íà êóáàíòàõ. Ïóñòü â Rn çàäàí îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñe1; e2; : : : ; en è çàäàíî ìíîæåñòâî âñåõ n-ðàçðÿäíûõ òðîè÷íûõ ñëîâ f Dg c ðàçðÿäàìè di èç àëôàâèòà
f 0; 1; 2g. ×èñëî òàêèõ ñëîâ ðàâíî 3n . Ìåæäó íîìåðàìè ðåïåðíûõ âåêòîðîâ è íîìåðàìè ðàçðÿäîâ óñòà -
íîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ei ! di . Ðàçðÿäàì di 1; di 2; : : : ; dik , ïðèíèìàþùèì çíà÷åíèå 2,
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå åäèíè÷íûõ îòðåçêîâ, êîëëèíåàðíûõ ðåïåðíûì âåêòîðàì
ei 1; ei 2; : : : ; eik , ò.å. k-ìåðíàÿ ãðàíü â åäèíè÷íîì n-êóáå. Îñòàëüíûå (n � k) ðàçðÿäîâ â ñëîâå D ñî çíà÷å-
íèÿìè 0 èëè 1 ñîîòâåòñòâóþò îòñóòñòâèþ (0) èëè íàëè÷èþ (1) ïà ðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà (òðàíñëÿöèè) ýòîé
ãðàíè ïî íàïðàâëåíèþ ðåïåðíîãî âåêòîðà, íîìåð êîòîðîãî ñîâ ïàäàåò ñ íîìåðîì äàííîãî ðàçðÿäà â ñëîâå.
Òàêèì îáðàçîì, n-ðàçðÿäíûé òðîè÷íûé êîä ñîâìåùàåò èíôîðìàöèþ î ðàçìåðíîñò è ãðàíè è åå ìåñòîïî-
ëîæåíèè â n-êóáå è ïðè ýòîì îäíîçíà÷íûì îáðàçîì. Òàêîå òðîè÷íîå n-ðàçðÿäíîå ñëîâî íàçâàíî êóáàíòîì
(êóáè÷åñêèì êâàíòîì). Ôîðìàëüíî äëÿ k-ìåðíîé ãðàíè F ìîæíî çàïèñàòü

F (k; p) =
Y

i : di =2;
j i j= k

ei + T ej ;
j : dj =0 ;1;
j j j= n � k

ãäåk � ðàçìåðíîñòü ãðàíè è p � âåðøèíà òðàíñëÿöèè. Â ïðèíÿòîé êîäèðîâêå 0-ãðàíè (âåðøèí û n-êóáà)
ñîâïàäàþò ñ îáùåïðèíÿòûìè êîîðäèíàòàìè âåðøèí åäèíè÷íîãî n-êóáà.

Äëÿ êóáàíòîâ ââåäåíà ïîðàçðÿäíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ (ïåðå ñå÷åíèÿ), êîòîðàÿ êîììóòàòèâíà, àñ-
ñîöèàòèâíà, äèñòðèáóòèâíà è çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàì è:

0 
 0 = 0; 0 
 1 = ; ; 0 
 2 = 0; ; 1 
 2 = 1; 2 
 2 = 2: (1)

1 Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð, Ìîñêîâñ êèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, 119991, Ìîñêâà; Ã. Ã. Ðÿáî â, çàâ. ëàáîðàòîðèåé, e-mail: gen-
ryabov@yandex.ru; Â. À. Ñåðîâ, íàó÷. ñîòð., e-mail: v_serov_@mail.ru
c Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà
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Íà îñíîâàíèè ýòèõ ïðàâèë ðàñøèðåííûé àëôàâèò áóäåò âûãëÿäå òü êàê f; ; 0; 1; 2g è ýòèìè ñèìâîëàìè
êîäèðóþòñÿ êàê êóáàíòû, òàê è ëþáûå ïðîèçâåäåíèÿ êóáàíòîâ. Åñëè äâà êóáàíòà ïåðåñåêàþòñÿ (ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãðàíè èìåþò îáùóþ ãðàíü), òî ïðîèçâåäåíèå èõ íå ñîä åðæèò ; . Â ñëó÷àå êîãäà ïåðåñå÷åíèÿ
êóáàíòîâ íåò (ãðàíè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê), òî ïðîèçâåäåíèå ñ îäåðæèò ÷èñëî ðàçðÿäîâ ñ ; , ðàâíîå äëèíå
ìèíèìàëüíîãî ïóòè ïî ðåáðàì n-êóáà ìåæäó ýòèìè ãðàíÿìè êàê ìíîæåñòâàìè òî÷åê. Ïîëüçóÿñü â äàëü-
íåéøåì ïðåôèêñíîé ôîðìîé çàïèñè ïðîèçâåäåíèÿ, ìîæíî çàïèñ àòü Ï (221110; 121212) = 121110� ãðàíè
èìåþò îáùåå ðåáðî è Ï (221110; 120011) = 12;; 1; � ãðàíè íå ïåðåñåêàþòñÿ è äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïóòè
ìåæäó ãðàíÿìè ðàâíà 3.

Ñëîâà, ñîäåðæàùèå ; , â äàëüíåéøåì áóäóò íàçûâàòüñÿ ïñåâäîêóáàíòàìè. Åñòåñòâå ííî äîîïðåäåëÿåòñÿ
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äëÿ ðàçðÿäîâ ñ ; :

; 
 ; = ; 
 0 = ; 
 1 = ; 
 2 = ; : (2)

Òàêèì îáðàçîì, âñå ìíîæåñòâà n-ðàçðÿäíûõ ÷åòâåðè÷íûõ ñëîâ àëôàâèòà f; ; 0; 1; 2g îòíîñèòåëüíî ââå-
äåííîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ (1), (2) îáðàçóþò ïîëóãðóïïó ñ åä èíèöåé (ìîíîèä), ãäå åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ
ñëîâî 22: : : 2 (ò.å. âåñün-êóá). ×èñëî ÷ëåíîâ ìîíîèäà ðàâíî 4n , èç êîòîðûõ 3n � êóáàíòû.

Ïîäìíîæåñòâó èç m n-ìåðíûõ êóáàíòîâ ïî àíàëîãèè ñ ìàòðèöåé ñìåæíîñòåé äëÿ ãðàô îâ ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöà ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé êóáàíòîâ. Íèæå ï ðèâåäåí ïðèìåð òàêîé ìàòðèöû äëÿ ïîäìíî-
æåñòâà êóáàíòîâf D1; D2; D3; D4; D5; D6g, â êîòîðîì D1 = 220000, D2 = 112200, D3 = 111122, D4 = 000022,
D5 = 002211 è D6 = 221111. Ìàòðèöà � ñèììåòðè÷åñêàÿ, ýëåìåíòû ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëü þ îïóùåíû:

D1 D2 D3 D4 D5 D6

D1 D1 110000 11;; 00 000000 0000;; 22;;;;
D2 D2 111100 ;; 0000 ;; 22;; 1111;;
D3 D3 ;;;; 22 ;; 1111 111111
D4 D4 000011 00;; 11
D5 D5 001111
D6 D6

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðàíè îáðàçóþò öèêë, ïåðåñåêàÿñü ïî âåð øèíàì, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû
ìàòðèöû, íå ñîäåðæàùèå ñèìâîëîâ ; .

Íà ìíîæåñòâå êóáàíòîâ ââåäåíà õàóñäîðôîâà�õýììèíãîâà ìåò ðèêà (ÍÍ-ìåòðèêà) [10]. Ñíà÷àëà ââî-
äèòñÿ áèíàðíàÿ ïîðàçðÿäíàÿ îïåðàöèÿ õàóñäîðôîâà ñæàòèÿ îä íîãî êóáàíòà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî, îáîçíà-
÷àåìàÿ êàê D1=D2 = D �

1 èëè D2=D1 = D �
2 . Âû÷èñëåíèÿ ðàçðÿäîâ ðåçóëüòàòà ýòîé îïåðàöèè îñóùåñòâëÿ -

þòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì (ëåâûå ðàçðÿäû (äî êîñîé ÷åðòû) î òíîñÿòñÿ ê êóáàíòó, óêàçàííîìó ïåðâûì,
à ïðàâûå (ïîñëå êîñîé ÷åðòû) ê êóáàíòó, óêàçàííîìó âòîðûì):

D1=D2 ! 0=0 = 0=1 = 0=2 = 0; 1=0 = 1=1 = 1=2 = 1; 2=0 = 1; 2=1 = 0; 2=2 = 2: (3)

Ãðóáî ãîâîðÿ, âû÷èñëÿåòñÿ íàèáîëåå óäàëåííàÿ ÷àñòü (â ñìûñ ëå äëèíû êðàò÷àéøåãî ïóòè) ïåðâîãî
êóáàíòà îòíîñèòåëüíî âòîðîãî � ðàçðÿäû ïåðâîãî êóáàíòà ñ ñè ìâîëîì 2, ãäå ðàçðÿä ñ òåì æå íîìåðîì
âòîðîãî êóáàíòà èìååò ñèìâîë 0, çàìåíÿþòñÿ íà 1, è íàîáîðîò, êîãäà ïðîòèâîïîëîæíûé ðàçðÿä 1, òî
çàìåíÿþòñÿ íà 0. Òàê ïîëó÷àåìàÿ ÷àñòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ êóáàíò îì, è çàòåì áåðåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ýòîé
÷àñòè íà âòîðîé êóáàíò äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû êðàò÷àéøåãî ïóò è. Çàòåì êóáàíòû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè è
ïðîõîäèò òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé. Èç äâóõ êðàò÷à éøèõ ïóòåé âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïî
äëèíå. Åñëè îáîçíà÷èòü îïåðàöèþ ïîäñ÷åòà ðàçðÿäîâ ñ ñèìâîë îì ; ÷åðåçw(: : :), òî ìîæíî çàïèñàòü

� HH (D1; D2) = max
n

L min
�
D1=D2; D2

�
; L min

�
D2=D1; D1

� o
; èëè

� HH (D1; D2) = max
�

w
�

Ï
�
D1=D2; D2

� �
; w

�
Ï

�
D2=D1; D1

� � �
:

(4)

Òàê, äëÿ êóáàíòîâ D1 = 120121 è D2 = 012212 íà îñíîâàíèè (3) è (4) èìååì

� HH (D1; D2) = max
n

w
�
Ï (100101; 012212)

�
; w

�
Ï (011010; 120121)

� o
= max f 3; 4g = 4 :

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè êóáàíòû ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè n-êóáà, òî îïðåäåëåííàÿ âûøå ìåòðèêà ñîâïà-
äàåò ñ õýììèíãîâîé. Ïîýòîìó êîððåêòíî ïðèìåíÿòü ñîêðàùåíè å �ÍÍ-ìåòðèêà�. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
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âñåõn-êóáàíòîâ îáðàçóåò ÍÍ-ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííîé
ñèììåòðè÷åñêîé ( n � n)-ìàòðèöåé âñåõ ïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó êóáàíòàìè.

2. Ðàñøèðåíèå îïåðàöèé íàä êóáàíòàìè è ïîäìíîæåñòâàìè êóáà íòîâ. Ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå
îïåðàöèè (îïåðàòîðû) íà êóáàíòàõ: ãðàíèöà è âûïóêëàÿ îáîëî ÷êà ïîäìíîæåñòâà êóáàíòîâ.

Ãðàíèöà k-ìåðíîãî êóáàíòà � ìíîæåñòâî êóáàíòîâ ðàçìåðíîñòè k � 1 (èõ ÷èñëî ðàâíî 2k), ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ãèïåðãðàíÿì k-êóáà. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ãðàíèöû ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåë üíîé çàìåíå
êàæäîãî ðàçðÿäà ñëîâà ñî çíà÷åíèåì 2 íà äâà ñëîâà ñî çíà÷åíèÿ ìè 0 è 1 â ýòîì ðàçðÿäå. Ïðåôèêñíàÿ
çàïèñü îïåðàöèè àíàëîãè÷íà îáùåïðèíÿòîé. Òàê, íàïðèìåð, @In = 2 nI n � 1. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî
âçÿòü@(012120) =

�
010120; 011120; 012100; 012110

	
.

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ïîäìíîæåñòâà êóáàíòîâ � êóáàíò (ãðàíü) ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, ñîäåð-
æàùèé âñå êóáàíòû (ãðàíè) ïîäìíîæåñòâà. Îïåðàöèÿ (êîììóòà òèâíàÿ, àññîöèàòèâíàÿ, äèñòðèáóòèâíàÿ)
äëÿ äâóõ êóáàíòîâ ðåàëèçóåòñÿ ïîðàçðÿäíûìè äåéñòâèÿìè ïî ñ ëåäóþùèì ïðàâèëàì: 0&0 = 0 , 0&1 = 2 ,
0&2 = 2 , 1&1 = 1 , 1&2 = 2 è 2&2 = 2 . Òàê, íàïðèìåð, convf 011221; 211211; 112001g = 212221.

Ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ìèíèìàëüíîãî ïóòè äëÿ êóáàíòîâ. Ïóñòü â n-êóáå çàäàíû äâå ãðàíè (êóáàíòà).
Äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó ýòèìè ãðàíÿìè ïî ðåáðàì êóáà â û÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ.
×èñëî ñèìâîëîâ O â ïðîèçâåäåíèè êóáàíòîâ äàåò äëèíó ýòîãî ïóòè, ò.å. ÷èñëî ðå áåð (òîæå êóáàíòîâ, íî
ðàçìåðíîñòè îäèí), ïî êîòîðûì ïðîõîäèò îäèí èç êðàò÷àéøèõ ï óòåé. Ñìåæíûå ðåáðà â òàêîì ïóòè èìåþò
îáùèå âåðøèíû (êóáàíòû íóëåâîé ðàçìåðíîñòè). Ïî àíàëîãèè ñ ýòèì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü d-ðàçìåðíûé
êðàò÷àéøèé ïóòü èç íàèìåíüøåãî ÷èñëà êóáàíòîâ d-ðàçìåðíîñòè, èìåþùèõ ïîïàðíî îáùèå êóáàíòû ðàç-
ìåðíîñòè d � 1. Îáðàçíî ãîâîðÿ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêîé 2-ïóòü êàê øîññå- �áåòîíêó� ñ ïðèìûêàþùèìè
äðóã ê äðóãó êâàäðàòíûìè ïëîñêèìè áåòîííûìè ïëèòàìè. Ôîðìà ëüíî, d-ïóòü èç êóáàíòà D1 â êóáàíò D2

åñòü ìíîæåñòâî êóáàíòîâ f D11; D12; : : : ; D1sg, òàêîå, ÷òî Ï (D1; D11) 6= ; (íè îäèí èç ðàçðÿäîâ ïðîèçâåäå-
íèÿ íå ðàâåí ; ) è Ï (D2; D1s) 6= ; , dim D1i = d, dim Ï (D1i ; D1i +1 ) = d� 1 äëÿ i = 1 � s ïðè ìèíèìàëüíîì s.
Òàê, îòñþäà â n-êóáå èìååì L min =df 00: : : 0; 11: : : 1g = n � d + 1 .

Ðàññìîòðèì ýòþäíóþ çàäà÷ó, íåôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà êîòîð îé çâó÷èò òàê. Â 9-êóáå ïðîëîæèòü òðè
òðåõìåðíûõ êðàò÷àéøèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ �òîííåëåé� îò ñòà íöèè 00: : : 0 äî ñòàíöèè 11: : : 1. Ôîðìàëü-
íàÿ ïîñòàíîâêà áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñòðîè òü òðè ïîäìíîæåñòâà f D11; D12; : : : ; D17g,
f D21; D22; : : : ; D27g è f D31; D32; : : : ; D37g, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàò÷àéøèì ( s = 7 ) 3-ïóòÿì èç âåðøèíû
00: : : 0 â âåðøèíó 11: : : 1. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ: äëÿ âñåõ ïàðm è k âûïîëíåíî

Ï (D1m ; D2k ) = ; ; Ï (D1m ; D3k ) = ; ; Ï (D2m ; D3k ) = ; :

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ 00: : : 0 2 D11; D21; D31 è 11: : : 1 2 D17; D27; D37.
Ïðåæäå âñåãî, ðàññìîòðèì ôðàãìåíò (çâåíî èç òðåõ ïîñëåäîâà òåëüíûõ êóáàíòîâ) îäíîãî èç ïîäìíî-

æåñòâ, êîòîðûå ñëåäóåò ïîñòðîèòü. Â ñâÿçè ñ ñèììåòðè÷íîñòü þ ðåïåðà áóäåì óñëîâíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîì
ôðàãìåíòå çàäåéñòâîâàíû âåêòîðû, íîìåðà êîòîðûõ ñëåäóþò ä ðóã çà äðóãîì. Ïðåäñòàâèì òàêîé òèïè÷íûé

ôðàãìåíò â âèäå ñòîëáèêà êóáàíòîâ:
: : : 002221: : :
: : : 022211: : :
: : : 222111: : :

Â òàêîì ñòîëáèêå ëåãêî âèäåòü âûïîëíåíèå ðàçìåðíîñòè êóáàí òîâ è èõ ïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé � îáùèå
ñèìâîëû 2 â äâóõ ðàçðÿäàõ ó ïîñëåäîâàòåëüíûõ êóáàíòîâ. Èñõî äÿ èç ýòîãî òèïè÷íîãî ôðàãìåíòà, ñòðîèì
îäíî èç ïîäìíîæåñòâ â âèäå ñòîëáèêà èç 7 êóáàíòîâ, à çàòåì àíà ëîãè÷íî è äâà äðóãèõ:

T1 =

000000222
000002221#
000022211
000222111
002221111
022211111
222111111

; T2 =

000222000
002221000
022211000
222111000
221111002
211111022
111111222

; T3 =

222000000
221000002
211000022
111000222
111002221
111022211
111222111

: (5)

Ëåãêî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå âñåõ óñëîâèé çàäà÷è. Ãðàôè÷åñê àÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 1. Ãðàôè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè ìíîãîìåðíûõ ñòðóêòóð ñë åäóåò ðàññìàòðèâàòü ñêîðåå êàê íàáðîñêè
äëÿ ïîäêðåïëåíèÿ èíòóèòèâíîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ñ òðåõìåðíûì è ñòðóêòóðàìè. Ïðè âûáðàííîì óïðîùåí-
íîì ñïîñîáå ïëîñêîé ïðîåêöèè n-ìåðíîé ñòðóêòóðû íåêîòîðûå âåðøèíû ìîãóò îòîáðàæàòüñÿ â î äíè è òå
æå òî÷êè íà ïëîñêîñòè. Ýòî íå ìåøàåò òàêîé ãðàôèêå îñòàâàòüñ ÿ ïîëåçíîé ïðè ïðîñòûõ ïîñòðîåíèÿõ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ òðåõ ïîäìíîæåñòâ îäíîâðåìåííàÿ ïåðåñ òàíîâêà ñòîëáöîâ ñèìâîëîâ ñîõðàíÿ-
åò âûïîëíåíèå âñåõ óñëîâèé çàäà÷è, õîòÿ ïîäìíîæåñòâà ãåîìå òðè÷åñêè áóäóò îòëè÷íûìè îò èñõîäíûõ.
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Ðèñ. 1. Ïîëîæåíèå ïîäìíîæåñòâ êóáàíòîâ � �òîííåëåé� â 9-êóá å: à) ïëîñêàÿ ïðîåêöèÿ 9-êóáà;
á) 3-ãðàíè �òîííåëåé�; â) ïðèìåð ðåàëèçàöèè � HH (T1; T3) = 3

Ýòîò ôàêò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè çàäàíèè íåêîòîðûõ îãðà íè÷åíèé íà ðåøåíèå. Äîïóñòèì, çàäàíà
�äåôåêòíàÿ� âåðøèíà èëè äàæå êóáàíò, ñ êîòîðûìè íå äîëæíû ïå ðåñåêàòüñÿ ïóòè. Òîãäà, èìåÿ èñõîäíîå
ðåøåíèå, èùåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ ñèìâîëîâ ñ íàèëó÷øè ì ýôôåêòîì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîò-
ðèì òðåáîâàíèå, ÷òîáû íè îäèí èç êóáàíòîâ âî âñåõ òðåõ ïîäìíî æåñòâàõ íå ñîäåðæàë âåðøèíó 000001111.
Êàæäàÿ âåðøèíà ëèáî íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç ïîäìíîæåñòâ (5), ëèáî ïðèíàäëåæèò òîëüêî îäíî-
ìó èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ, â äàííîì ñëó÷àå T1 (êóáàíòó 000002221, ïîìå÷åí #). Äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü
ïåðåñòàíîâêó 5-ãî è 9-ãî ñòîëáöîâ, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ýòó âåðø èíó èç ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå ïîñëå ýòîãî
ïðèîáðåòóò ñëåäóþùèé âèä:

T �
1 =

000020220
000012220
000012212
000212112
002211112
022211111
222111111

; T �
2 =

000202002
002101002
022201001
222101001
221121001
211121021
111121221

; T �
3 =

222000000
221020000
211020000
111020220
111012220
111012212
111212112

:

Èñõîäÿ èç (3) è (4), ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ÍÍ-ìåòðèêà ìåæäó êàæä îé ïàðîé êóáàíòîâ. Õàóñäîðôîâà
ìåòðèêà ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè êóáàíòîâ (òîííåëÿìè) âû÷èñë ÿåòñÿ êàê ìåòðèêà ìåæäó äâóìÿ ìíîæå-
ñòâàìè òî÷åê, ãäå â íàøåì ñëó÷àå òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ êóáàíòû êà ê òî÷êè ÍÍ-ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïðÿìûì ðàñ÷åòîì ïîëó÷àåì � HH (T1; T2) = � HH (T1; T3) = � HH (T2; T3) = 3 . Ïîñêîëüêó ïðè îäíî-
âðåìåííîé ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ â T1, T2, T3 èíâàðèàíòíûìè îñòàþòñÿ è ÍÍ-ðàññòîÿíèÿ, òî ïîëó÷èì
� HH (T �

1 ; T �
2 ) = � HH (T �

1 ; T �
3 ) = � HH (T �

2 ; T �
3 ) = � HH (T1; T2) = 3 . Íà ðèñ. 1â ïîêàçàíû ÍÍ-ðàññòîÿíèÿ îò

îäíîãî èç êóáàíòîâ äî êóáàíòîâ äðóãîãî ïîäìíîæåñòâà.
3. Êðîññ-êóáàíòû, àëôàâèò, îïåðàöèè, ñâîéñòâà. Åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì êóáàíòîâ ÿâëÿåò-

ñÿ ìíîæåñòâî êðîññ-êóáàíòîâ, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì î áðàçîì. Äëÿ çàäàííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñàe1; : : : ; en â òî÷êå íà÷àëà êîîðäèíàò ðàññìàòðèâàåòñÿ áàçèñ � e1; � e2; : : : ; � en è n-ðàçðÿäíîå ñëîâî
d1; d2; : : : ; dn , ãäådi èç àëôàâèòà {-2; -1; 0; 1; 2}. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñ ÿ êîíñòðóêöèÿ, êîãäà îêîëî
òî÷êè 00: : : 0 n-êóáû âûñòóïàþò êàê îðòàíòû, îáðàçóÿ n-îêðåñòíîñòü, è n-ðàçðÿäíîå ïÿòåðè÷íîå ñëîâî îä-
íîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè èç ýòèõ îðòàíòîâ, â òîì ÷èñëå ì îæåò ñîîòâåòñòâîâàòü è öåëèêîì íåêîòîðîìó
îðòàíòó, êîãäà âñå ñèìâîëû â ñëîâå òîëüêî -2 è 2. Áóäåì íàçûâà òü òàêèå îáúåêòû êðîññ-êóáàíòàìè.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì âûïèøåì ïîðàçðÿäíûå ïðàâèëà îïåðà öèè óìíîæåíèÿ:

� 2 
 � 2 = � 2;
� 2 
 � 1 = � 1; � 1 
 � 1 = � 1;
� 2 
 0 = 0; � 1 
 0 = ; 1; 0 
 0 = 0;
� 2 
 1 = ; 1; � 1 
 1 = ; 2; 0 
 1 = ; 1; 1 
 1 = 1;
� 2 
 2 = 0; � 1 
 2 = ; 1; 0 
 2 = 0; 1 
 2 = 1; 2 
 2 = 2;

ãäå áóäåì ñ÷èòàòü; 1 çà îäèí ñèìâîë èç àëôàâèòà, à ; 2 � çà äðóãîé â ðàñøèðåííîì (ñåìåðè÷íîì) àëôàâèòå
f; 1; ; 2; � 2; � 1; 0; 1; 2g; ïðèíÿòûå çäåñü îáîçíà÷åíèÿ óäîáíû äëÿ ìíåìîíèêè: ; 1 ñîîòâåòñòâóåò �ïðîõîäó� ïî
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îäíîìó ðåáðó n-êóáà äëÿ ìèíèìàëüíîãî ïóòè, à ; 2 � ïî äâóì ðåáðàì. Îòñþäà äëÿ êðîññ-êóáàíòîâ (111222)
è (0-2-1-1-2-2) ïîëó÷àåì äëèíó ìèíèìàëüíîãî ïóòè (ðèñ. 2):

Ï (111222; 0-2-1-1-2-2) = ; 1; 1; 2; 100 ! L min = 1 + 1 + 2 + 1 = 5 :

Ðèñ. 2. 6-êóá (êóáàíò 222222) (à), êóáè÷åñêàÿ 6-îêðåñòíîñòü, òîíèðîâàíû òðè îðòàíòà, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò êðîññ-êóáàíòàì 222222; 2-2-22-22; 22-2-2-2-2 (á); äëèíà ìèíèìàëüíîãî ïóòè

ìåæäó êðîññ-êóáàíòàìè (â); ðåáðà ïîêàçàíû íå âñå

Ïðèâåäåì ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñëà k-ãðàíåé ïðè îðòàíòíîé n-ìåðíîé îêðåñòíîñòè, êîòîðûå
ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ äàííûìè äëÿ n-êóáà:

n-êóá n-îêðåñòíîñòü

êîäèðîâàíèå k-ãðàíåé òðîè÷íîå ïÿòåðè÷íîå
(êóáàíòîâ)

êîäèðîâàíèå ýëåìåíòîâ ìîíîèäà ÷åòâåðè÷íîå ñåìåðè÷íîå
(êóáàíòû è ïñåâäîêóáàíòû) (îäèí äîï. ñèìâîë) (äâà äîï. ñèìâîëà)

êîìáèíàòîðíàÿ ñõåìà K 1 = (1 + 2) n K 2 = (2 + 3) n

Â êîìáèíàòîðíîé ñõåìå K 1 = (1 + 2) n ÷èñëî 1 ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó ñèìâîëîâ (â äàííîì ñëó÷àå îäíîã î
ñèìâîëà �2�), îáîçíà÷àþùèõ ÷èñëî ðàçðÿäîâ â êîäèðîâàíèè ñî ìíîæèòåëåé äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ, à
÷èñëî 2 ñîîòâåòñòâóåò äâóì ñèìâîëàì �0� è �1� äëÿ êîäèðîâàíè ÿ òðàíñëÿöèè. Îòñþäà ÷èñëî k-ãðàíåé â
n-êóáå ðàâíî k-ìó ÷ëåíó ðàçëîæåíèÿ, ò.å. Ñ k

n 2n � k . Àíàëîãè÷íî äëÿ ñõåìû K 2 = (2 + 3) n ÷èñëî 2 ðàâíî
÷èñëó ñèìâîëîâ (�2� è �-2�) äëÿ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ, à ÷è ñëî 3 ðàâíî ÷èñëó ñèìâîëîâ (�-1�, �0�, �1�) äëÿ
êîäèðîâàíèÿ òðàíñëÿöèè. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ÷èñëî ãðàíåé âñ åõ ðàçìåðíîñòåé â n-îêðåñòíîñòè ðàâíî 5n ,
à ÷èñëî k-ìåðíûõ ãðàíåé ðàâíî C k

n 2k 3n � k .
Â ðàìêàõ ìíîæåñòâà êðîññ-êóáàíòîâ ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ 3-ñôåðû. Íà÷íåì ñ ðàñ-

ñìîòðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ 2-ñôåðû äëÿ 3-îêðåñòíîñòè, êîòîðîå á óäåò èñïîëüçîâàíî êàê àíàëîãèÿ äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ 3-ñôåðû. Òàê, íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî òðàäèöèîííîå èçîáðàæå íèå äëÿ 3-îêðåñòíîñòè ñ ëåãêî âîñïðèíè-
ìàåìûìè âîñåìüþ îêòàíòàìè. Îáùåå ÷èñëî 2-ãðàíåé (2-êðîññ- êóáàíòîâ) â ñîîòâåòñòâèè ñ (5) ðàâíî 36, èç
êîòîðûõ 12 ñîäåðæàò íà÷àëî êîîðäèíàò (îäèí èç òðåõ ñèìâîëîâ â ñëîâå ðàâåí 0). Òàêèì îáðàçîì, 24 äâó-
ìåðíûõ ãðàíåé îáðàçóþò çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîðô íîå 2-ñôåðå. Äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðåäñòàâèòü
îòîáðàæåíèå âåðøèí îêðåñòíîñòè íà ïîâåðõíîñòü åäèíè÷íîé ñ ôåðû. Òàê, êîîðäèíàòû êàæäîé âåðøèíû
3-îêðåñòíîñòè (êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ï ðîñòîìó ïðàâèëó

ren (V i ! V i� ) = Vi (di 1; di 2; di 3) ! V �
i

�
d�

i 1; d�
i 2; d�

i 3

�
; ãäå d�

ij = dij

 q X �
�dij

�
�2

! � 1

: (6)
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðàñêðîé ñôåðû èç 24 êîíãðóýíòíûõ �ê âàäðàòîïîäîáíûõ� êóñêîâ ñ ðåáðàìè �
äóãàìè áîëüøèõ êðóãîâ åäèíè÷íîé ñôåðû.

Ðèñ. 3. Îòîáðàæåíèå íà ñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà âåðøèí êóáè ÷åñêîé 3-îêðåñòíîñòè: à) ïðèìåð
êóáîèäíîé êîíôîðìíîé ñôåðû S2 â ïðîåêòå MIT-gcm; á) 4-îêðåñòíîñòü è 3-ãðàíè íà åå ãðàíèöå

(ïîêàçàíû íå âñå), âåðøèíû êîòîðûõ îòîáðàæàþòñÿ íà 3-ñôåðó ñîãëàñíî (6).
Íà îäíîé èç 3-ãðàíåé èç S3 ïîêàçàíà òðèàíãóëÿöèÿ

Àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ 4-îêðåñòíîñòè ïðèâîäÿò ê 80 âåð øèíàì ( 3n � 1, âñå âåðøèíû 4-îê-
ðåñòíîñòè áåç íà÷àëà êîîðäèíàò), 64 òðåõìåðíûì ãðàíÿì ( n2n èç îáùåãî ÷èñëà 3-ìåðíûõ ãðàíåé) íà
ãðàíèöå îêðåñòíîñòè êàê �çàãîòîâêå� äëÿ 3-ñôåðû. Íà ÿçûêå ê óáàíòîâ (4-õ ðàçðÿäíûõ ïÿòåðè÷íûõ ñëîâ)
ýòî èìååò ëàêîíè÷íóþ ôîðìó � ãðàíèöà 4-îêðåñòíîñòè ñîñòîèò èç âñåõ 3-êóáàíòîâ ÷åòûðåõðàçðÿäíûõ
ñëîâ, ó êîòîðûõ òðè ðàçðÿäà ñ ñèìâîëàìè {-2; 2} è îäèí ðàçðÿä ñ ñèìâîëàìè {-1, 1}. Ñòûêîâêà ýòèõ ãðàíåé
ïî äâóìåðíûì ãðàíÿì îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êóáàíòîâ, êàê è âû÷èñëåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Äëÿ ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 3-ñôåðû ðàññìîòðèì òàêîå ðàçáèå íèå ìíîæåñòâà íîìåðîâ ðàçðÿäîâ ñëîâà
(êóáàíòà) íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà ìîùíîñòüþ n1 è n2, ÷òî äëÿ âñåõ i è j âûïîëíåíî

n = n1 + n2; part ( n) = n1; n2; f 1; 2; : : : ; ng = f p11; p12; : : : ; p1n 1 g [ f p21; p22; : : : ; p2n 2 g; p1i 6= p2j :

Ìíîæåñòâî âñåõ ïàð òàêèõ ïîäìíîæåñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç � = f P1s ; P2sg, s = 1 � Cn 1
n .

Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû P1s ; P2s ðàçðÿäû ñ íîìåðàìè èç P1s ñîäåðæàò ñèìâîëû èç
íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà àëôàâèòà, à ðàçðÿäû ñ íîìåðàìè èç P2s ñîäåðæàò îñòàëüíûå ñèìâîëû àëôàâèòà,
òî ýòî ôîðìàëüíî ìîæíî îáîçíà÷èòü òàê: � (P1) 2 f :; : : :g; � (P2) 2 f :; : : :g. Â öåëîì, îïèðàÿñü íà (6), ìîæíî
çàïèñàòü ñæàòîå ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñíà÷àëà ìíîæåñò âà êóáàíòîâ (3-ãðàíåé), îòîáðàæàåìûõ íà
3-ñôåðó, à çàòåì ïîñëå ïåðåíîìèðîâêè êîîðäèíàò âåðøèí è S3 åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â ñëåäóþùåì âèäå:

S3(D ) =
n

8 D : dim D = 4; part (4) = 3 ; 1; jP1j = 3; jP2j = 1; � (P1) 2 f� 2; 2g; � (P2) 2 f� 1; 1g
o

;

S3 = ren
�
V i ! V i� =S3(D )

�
:

(7)

Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ S3(D ) ïîêàçàíà íà ðèñ. 4. Êîíñòðóêöèÿ (7) áåç òðóäà ýêñòðàïîëèðóå òñÿ è íà
ñëó÷àén-ðàçìåðíîñòè:

Sn (D ) =
n

8 D : dim D = n + 1; part( n + 1) = n; 1; jP1j = n; jP2j = 1; � (P1) 2 f� 2; 2g; � (P2) 2 f� 1; 1g
o

;

Sn = ren
�
V i ! V i� =Sn (D )

�
:
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Ðèñ. 4. Òðåõìåðíûå ãðàíè êóáè÷åñêîé 4-îêðåñòíîñòè (à), îòî áðàæàåìûå íà S3 (áîëåå òåìíûì öâåòîì
âûäåëåíû äâå èç íèõ, íà îäíîé èç íèõ ïîêàçàíî äàëüíåéøåå ðàçá èåíèå); á) îñòàëüíûå 3-ãðàíè,

íå âõîäÿùèå â S3(D )

Êóáè÷åñêèå ãðàíè 3-ñôåðû äîïóñêàþò ñîâìåñòèìóþ ïî îáùèì äâ óìåðíûì ãðàíÿì ïðèìèòèâíóþ òðè-
àíãóëÿöèþ ïåðâîãî òèïà [9], êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó ÷èñëà âåðøèí ïî ÷èñëó ñõîäÿùèõñÿ (0,1,2,3)
â íèõ äèàãîíàëåé â ãðàíÿõ (1,3,3,1). Íà ðèñ. 3 îäíà èç ãðàíåé ï îêàçàíà ñ òðèàíãóëÿöèåé.

Ðèñ. 5. Êóáîèäíûå �ïàòðóáîê� (à) è êîëåíî (á); ñáîðêà êîíñòð óêöèè (â); ñèìâîëîì �*�
ïîìå÷åíû ðàçëè÷íûå îðèåíòàöèè ñîñòàâëÿþùèõ

Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûé ïîäõîä, âîçìîæíî ñîçäàòü íàáîð ìåòðè êî-òîïîëîãè÷åñêèõ çàãîòîâîê ðàçìåð-
íîñòåé > 3 äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñîñòàâëåíèÿ èç íèõ áîëåå ñëîæíûõ êîíñòðóê öèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îñòà-
íîâèìñÿ íà äâóõ � öèëèíäðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà (òî÷íåå, çâåí à öèëèíäðà � â áûòó �ïàòðóáîê�) è èçîãíó-
òîì öèëèíäðà (â áûòó �êîëåíî�). Îñíîâîé äëÿ êîíñòðóèðîâàíè ÿ ÿâëÿåòñÿn-îêðåñòíîñòü è ìíîæåñòâî âñåõ
k-ãðàíåé âñåõ2n îðòàíòîâ îêîëî íà÷àëà êîîðäèíàò. Äëÿ íàãëÿäíîñòè íà ðèñ. 5 ì åòîä ïîÿñíåí äëÿ òðåõìåð-
íîãî ñëó÷àÿ, à çàòåì ýêñòðàïîëèðîâàí äëÿ ðàçìåðíîñòè n. Òàê, ìíîæåñòâî êóáàíòîâ â êâàäðàòíîé òðóáå

ñ îñüþ âäîëü e1 ìîæíî çàïèñàòü Cd2 = S2(D ) n
n

8 D : D
�
3; � (d1) 2 f� 1; 1g; � (3 � d1) 2 f� 2; 2g

� o
; 1(d)

îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûé ðàçðÿä â ñëîâàõ èìååò ñèìâîëû -1, 1, à 3� 1(d) � îñòàâøèåñÿ 2 ðàçðÿäà. Ìíîæåñòâî
ñîñòîèò èç 16 k-êóáàíòîâ, âåðøèíû êîòîðûõ çàòåì ïðîåöèðóþòñÿ íà ñîîñíûé ö èëèíäð åäèíè÷íîãî ðàäèó-
ñà. Òàêèì îáðàçîì ðåàëèçóåòñÿ îòîáðàæåíèå êâàäðàòíûõ ãðàí åé íà ãðàíè ñ äâóìÿ ðåáðàìè � åäèíè÷íûìè
îòðåçêàìè è äâóìÿ ðåáðàìè � äóãàìè �= 4 îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ïðèìåíÿ -
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åòñÿ è ïðè ïîñòðîåíèè �êîëåíà�, ïðè êîòîðîì óäàëÿþòñÿ äâà ñì åæíûõ îðòàíòà, íàïðèìåð îðòîãîíàëüíûå
âåêòîðû e1 è e2.

4. Ìàøèííîå ïðåäñòàâëåíèå, ïîðàçðÿäíûå (ñîâìåùåííûå) îïå ðàöèè, îðãàíèçàöèÿ ïàìÿòè
è ñóïåðâû÷èñëåíèÿ. Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèé (ñâîäÿùèåñÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ê ïîðàç-
ðÿäíûì îïåðàöèÿì) îáëàäàþò ñâîéñòâîì ëèíåéíîé çàâèñèìîñò è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé îò ðàçìåðíîñòè n
ïðîñòðàíñòâà è ïîýòîìó ìîãóò áûòü îòíåñåíû ê ïðèåìàì ñóïåðâ û÷èñëåíèé; êðîìå òîãî, äîëæíû áûòü
áîëåå äåòàëüíî ðàññìîòðåíû èõ âîçìîæíûå ìàøèííûå ðåàëèçàö èè.

Ìàøèííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êóáàíòîâ èçëîæåíî â [11] è ñîñòî èò â ñëåäóþùèõ çàìåíàõ ìíåìîíè÷å-
ñêèõ (óäîáíûõ äëÿ íàãëÿäíîñòè) ñèìâîëîâ â êîäû äâîè÷íîé àðè ôìåòèêè: ; ! 0, 0 ! 1, 1 ! 2 è 2 ! 3. Â
ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû óìíîæåíèå êóáàíòîâ èç n-êóáà ñâîäèòñÿ ê ïîðàçðÿäíîìó ëîãè÷åñêîìó óìíîæå-
íèþ 2n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë.

Äëÿ êðîññ-êóáàíòîâ ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå íå ïðèâîäèò ê òà êîé óäîáíîé äâîè÷íîé èíòåðïðåòàöèè.
Â êóáàíòàõ ìîíîèäàëüíàÿ ñòðóêòóðà äîñòèãàåòñÿ äîáàâëåíèå ì ê àëôàâèòó òîëüêî îäíîãî ñèìâîëà ; (ïå-
ðåõîä îò òðîè÷íîãî êîäèðîâàíèÿ ê ÷åòâåðè÷íîìó). Ïðè êðîññ- êóáàíòàõ òà æå ñòðóêòóðà òðåáóåò äâóõ
äîïîëíèòåëüíûõ ñèìâîëîâ (ïåðåõîä îò ïÿòåðè÷íîãî ê ñåìåðè÷ íîìó êîäèðîâàíèþ).

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî áîëüøèíñòâî îïåðàöèé îòíîñèòñÿ ê ðàçðÿäó ïîðàçðÿäíûõ; ñëåäîâàòåëüíî,
â íèõ çàëîæåíî ïîòåíöèàëüíîå ñâîéñòâî îäíîâðåìåííîé (ñîâì åùåííîé) îáðàáîòêè âñåõ ðàçðÿäîâ ñëîâà
(êóáàíòà) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n, ò.å. íåçàâèñèìîñòè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè âðåìåíè âûïîëí åíèÿ
îò n. Çäåñü ìîæíî ãîâîðèòü î äâîéíîì ñîâìåùåíèè: ñîâìåùåíèè â óì íîæåíèè êàê äåéñòâèÿ âûÿñíåíèÿ
îáùåé ãðàíè êóáàíòîâ (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) è ìåòðè÷åñêèõ ñâ îéñòâ (äëèíû ìèíèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó
êóáàíòàìè, åñëè îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ) è îïåðàöèîííîì ñîâìåù åíèè ïðè îäíîâðåìåííîì âû÷èñëåíèè âñåõ
ðàçðÿäîâ ïðîèçâåäåíèÿ.

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ õàóñäîðôîâîé-õýììèíãîâîé ìåòðèêè ïåðå âåäåíà èç çàäà÷è ñëîæíîñòè O
�
2n

�
â

çàäà÷ó ñëîæíîñòè O(2n) (äâîéíîé ïðîõîä ïî ðàçðÿäàì ñëîâà ñ èçìåíåíèåì ñèìâîëîâ ïî î ïåðàöèè õàóñäîð-
ôîâà ñæàòèÿ).

Ñæàòàÿ ôîðìà îïèñàíèÿ n-ñôåðû Sn â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè (äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé) ìîæåò
áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ðàçâåðíóòóþ ôîðìó, òðåáóþùóþ çíà÷èòå ëüíûõ îáúåìîâ ïàìÿòè èç-çà ñòåïåíí�îãî
õàðàêòåðà ÷èñëà ãðàíåé, à çàòåì âíîâü ñâåðíóòà. Ïîñêîëüêó ê óáàíòû, ðàññìàòðèâàåìûå êàê ñëîâà, äîïóñ-
êàþò ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå, òî öåëåñîîáðàçíî ä ëÿ òàêîãî ïîëíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ êóáàíòîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ n-ãðàíÿì â Sn , ââåñòè ýíóìåðàòîð è äåíóìåðàòîð.

Îáùåå ÷èñëî ãðàíåé (êðîññ-êóáàíòîâ) â Sn ðàâíî n2n . Åñëè ðàññìàòðèâàòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêè âïîëíå
óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ òàêèõ êðîññ-êóáàí òîâ, òî îíà ëåãêî ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Q1, Q2, Q3, Q4: Q1-ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáàíòîâ êàê ñëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ñèìâîëà
-2; Q2-ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ ñ ïåðâûì ñèìâîëîì â ñëîâå -1; Q3-ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ ñ ïåð-
âûì ñèìâîëîì â ñëîâå 1; Q4-ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ ñ ïåðâûì ñèìâîëîì â ñëîâå 2.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç jQi j ÷èñëî ñëîâ â i -é ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ïîäñ÷åò äàåò çíà÷åíèÿ
jQ1j = jQ4j = ( n � 1)2n � 1 è jQ2j = jQ3j = 2 n � 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäêîâûé íîìåð êóáàíòà â îáùåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè N

�
Dn (� 2)

�
= 0+� 1(n� 1); N

�
Dn (� 1)

�
= ( n� 1)2n � 1+� 2n� 1; N

�
Dn (1)

�
= n2n � 1+� 3n� 1;

N
�
Dn (2)

�
= ( n + 1)2 n � 1 + � 4n � 1. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ � 2 è � 3 âñå ïîñëåäóþùèå ðàçðÿäû èìåþò ñèìâîëû

òîëüêî -2 èëè 2. Îòñþäà, çàìåíèâ -2 íà 0, à 2 íà 1, ñðàçó ïîëó÷àå ì â äâîè÷íîì âèäå ÷èñëî, ðàâíîå � 2, � 3.
Òàêóþ çàìåíó îáîçíà÷èì R(n � s), ãäås � íîìåð ðàçðÿäà, äëÿ êîòîðîãî ds 2 f� 1; 1g.

Â ñëó÷àå� 1 è � 4 ýòî äîáàâëåíèå ê íîìåðó îò êóáàíòà áåç ïåðâîãî ñèìâîëà, ò.å. ðàçìåðíîñòè n � 1, ñ
òîé æå ñòðóêòóðîé. Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ, ÷òî D = d1; d2; : : : ; ds ; : : : ; dn , ãäå òîëüêî ds = f� 1; 1g, è ïðèíÿâ

A i =

(
0; ïðè di = � 2;

(n � i )2n � i ; ïðè di = 2;
Bs =

(
0; ïðè ds = � 1;

2s ïðè ds = 1 ;
(8)

ìîæíî çàïèñàòü N (D) =
s:ds= f� 1;1gX

i =1

A i + Bs + R(n � s) + 1 ; i = 1 � s : ds = f� 1; 1g. Èç (8) ëåãêî âûòåêàåò

ïðàâèëî äåíóìåðàöèè. Â ÷àñòíîñòè, 64 ãðàíè äëÿ S3 îáðàçóþò jQ1j = 24, jQ2j = jQ3j = 8 , jQ4j = 24 è
N (2 -2 2 1) = 40 + 0 + : : : .

Ìàòðèöà ñìåæíîñòè (ïî äâóìåðíûì ãðàíÿì) äëÿ 3-ãðàíåé, âõîä ÿùèõ â S3, îáðàçóåòñÿ çàìåíîé (â
ìàòðèöå ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ýòèõ 64 êóáàíòîâ) ÷ëåíîâ ìàòðè öû íà åäèíèöû, êîòîðûå èìåþò òàêîé
âèä: äâà ñèìâîëà èç {-2; 2} è äâà ñèìâîëà èç {-1; 0; 1}, à îñòàëü íûå ÷ëåíû ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè 0. Åñëè
ìàòðèöó ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé îáîçíà÷èòü Ì

�
Ï (D i ; D j )

�
, à ìàòðèöó ñìåæíîñòåé îáîçíà÷èòü M

�
S(D i ; D j )

�
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è ñîîòâåòñòâåííî èõ ÷ëåíû Ï ij è Sij , òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷èò âèä

Ì
�
Ï (D i ; D j )

�
! M

�
S(D i ; D j )

�
; ãäåSij =

(
1; åñëè â Ï ij 2 ðàçðÿäà èç {-2, 2} è 2 ðàçðÿäà èç {-1, 0, 1};

0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ:

Ýëåìåíòû ìàòðèöû M s ñîäåðæàò äàííûå î òîì, êàêèå ãðàíè èìåþò äëèíó ìèíèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó
ñîáîé, ðàâíóþ s. Âçÿâ ïðîèçâîëüíûé ÷ëåí ìàòðèöû (èç ñèììåòðè÷íîñòè ïîñòðî åíèÿ îíè âñå ýêâèâàðè-
àíòíû) è ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñóììèðîâàâ åäèíèöû â ñîîòâåòñ òâóþùèõ ñòðîêàõ (ïî ñòåïåíÿì s), ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêâèäèñòàíòíûõ, äëÿ êàæäîãî s, ÷èñëà ãðàíåé. Óñëîâíî ìîæíî íàçâàòü ýòè ÷èñëà
(äëÿ êàæäîãî s) s-ì ôðîíòîì îò èñõîäíîé ãðàíè. Äëÿ n = 3 è S2 òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç 24
ãðàíåé: 1 (0-é ôðîíò), 4 (1-é ôðîíò), 7, 7, 4, 1 (6-é ôðîíò). Äë ÿ n = 4 è S3 èìååì 64 ãðàíåé: 1, 6, 11, 14,
14, 11, 6, 1.

Êîîðäèíàòû 80 âåðøèí íà åäèíè÷íîé S3: 16 âåðøèí
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è îäíà 0; 24 âåðøèíû, ó êîòîðûõ äâå êîîðäèíàòû �
1

p
2

è äâå ðàâíû 0; 8 âåðøèí

ñ îäíîé êîîðäèíàòîé � 1 è òðåìÿ êîîðäèíàòàìè, ðàâíûìè 0.
Ðàññìîòðèì àíàëîã êîíôîðìíîé êóáîèäíîé ñôåðû S2, èñïîëüçóåìîé â ìîäåëè ãëîáàëüíîé öèðêóëÿ-

öèè, ðàçðàáîòàííîé ó÷åíûìè Ìàññà÷óñåòñêîãî òåõíîëîãè÷åñ êîãî èíñòèòóòà [8], äëÿ ñëó÷àÿ ñêîíñòðóèðî-
âàííîé âûøå åäèíè÷íîé S3.

Êàæäàÿ 3-ãðàíü (êóáàíò) îêðåñòíîñòè, îòîáðàæàåìàÿ íà îäèí ôðàãìåíò ñôåðû S3, ìîæåò áûòü ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïîäåëåíà íà 8 (êàæäîå ðåáðî ïîäåëåíî ïîïîëàì), 6 4 (ðåáðà ïîäåëåíû íà 4 ðàâíûå ÷àñòè) è ò.ä.
òðåõìåðíûõ êóáèêîâ, êîîðäèíàòû âåðøèí êîòîðûõ ëåãêî âû÷èñ ëÿþòñÿ. Ïðè îòîáðàæåíèè ýòèõ êóáèêîâ
íà S3 äëÿ îáðàçîâàíèÿ áîëåå ìåëêîé ìîçàèêè èõ êîîðäèíàòû ïðåîáðà çóþòñÿ ñîãëàñíî (6).

Äëÿ õðàíåíèÿ òàêîé èçìåëü÷åííîé ñòðóêòóðû âîçìîæíî ïðèìåí åíèå äâóõóðîâíåâîé ñõåìû: êóáàíò
(3-ãðàíü) è êîîðäèíàòû íà ïîäåëåííûõ òðåõ ðåáðàõ, îòìå÷åíí ûõ â êóáàíòå ñèìâîëàìè -2 è 2. Êîîðäè-
íàòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçðÿäó êóáàíòà ñ ñèìâîëîì -1 èëè 1, î ñòàåòñÿ ñ ýòèì çíà÷åíèåì. Òàê, íàïðè-
ìåð, äëÿ êóáàíòà (3-ãðàíè) 2-212, êàæäîå ðåáðî êîòîðîãî ïîä åëåíî íà 4 ðàâíûõ îòðåçêà, ñëåäóþùàÿ
çà íèì çàïèñü 1/2, -3/4, 1, 1/4 îçíà÷àåò òðåõìåðíûé êóá êàê äå êàðòîâî ïðîèçâåäåíèå òðåõ îòðåçêîâ�
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êîíôîðìíàÿ êóáîèäíàÿ ñôåðà (èñïîëüçó ÿ òåðìèíîëîãèþ MIT) 4- S3 ñîäåðæèò64� 64
ïñåâäîêóáè÷åñêèõ êèðïè÷à.

Îáîçíà÷àÿ ñòåïåíü äâîè÷íîé äèñêðåòèçàöèè ÷åðåç k äëÿ ñôåðû Sn , èìååì îáùåå ÷èñëî ïñåâäîêóáè-
÷åñêèõ êèðïè÷åé: A = ( n + 1)2 n +1 2kn = ( n + 1)2 (k+1) n +1 : Ýòî ÷èñëî ìîæåò ñëóæèòü äëÿ ãðóáîé îöåíêè
ìàøèííîé ïàìÿòè ïðè õðàíåíèè äàííûõ çàäàííîãî îáúåìà, ïðèâ ÿçàííûõ ê êàæäîìó òàêîìó êèðïè÷ó, â
ìîäåëÿõ, îïèðàþùèõñÿ íà ñòðóêòóðó Sn . Òàê, äëÿ äîñòèæåíèÿ óðîâíÿ 64- S3 (àíàëîãè÷íîãî MITgcm), ò.å.
k = 6 , áóäåì èìåòü A = 4 � 222 � 16� 106.

Ïðåæäå ÷åì îáñóäèòü, êàêîå âëèÿíèå ìîãóò îêàçàòü ðàññìîòðå ííûå ïîñòðîåíèÿ íà ñòðóêòóðíûå âîç-
ìîæíîñòè ñóïåðêîìïüþòåðîâ (êîìáèíàòîðíûé õàðàêòåð è ìíîã îìåðíîñòü ãîâîðÿò â ïîëüçó èñïîëüçîâàíèÿ
ïðåäåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé) èëè ïðèäàííûõ ê íèì ñ ïåöïðîöåññîðîâ, îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ðå-
øåíèå ìíîãèõ çàäà÷ ìåòîäîì ñåòîê, êàê ïðàâèëî, ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè � ñîçäàíèå ïîäõîäÿùåé äëÿ
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ïðèìåíÿåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñåòêè (êàê ïðàâèëî, íåñòðóê òóðèðîâàííîé), à çàòåì ñîáñòâåííî ïðèìå-
íåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ýòè äâå ÷àñòè ìîãóò íàõîäèòüñÿ â ïî ñòîÿííîì âçàèìîäåéñòâèè, êîððåêòèðóÿ
ïðîöåññ âû÷èñëåíèé, â òîì ÷èñëå è óëó÷øåíèåì ãåîìåòðèêî-òî ïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñåòêè.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå â ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìå ïðåäïîëàãàåòñ ÿ íàëè÷èå òðåõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü �
êîíñòðóèðîâàíèå n-ìíîãîáðàçèÿ (â íàøåì ñëó÷àå íà êóáè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ), âò îðàÿ ÷àñòü � äèñêðåòè-
çàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ (â òîì ÷èñëå è òðèàíãóëÿöèÿ) è òðåòüÿ ÷àñ òü � ïðèìåíåíèå ñîáñòâåííî ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ, êàê â íàøåì ñëó÷àå, íà áàç å ïðåäëîæåííûõ ñïåöèàëüíûõ ïîðàç-
ðÿäíûõ îïåðàöèé íàä êóáàíòàìè, îáðàçóþùèõ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó-ìîíîèä (ò.å. àëãåáðàè÷åñêèìè
ìåòîäàìè è ìåòîäàìè ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè). Õàðàêòåð òàêè õ âû÷èñëåíèé äàåò îñíîâàíèÿ îòíåñòè èõ ê
ðàçðÿäó ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé. Îòñþäà è âîçìîæíàÿ àïïàðàò íàÿ ïîääåðæêà â ñèìâîëüíûõ îïåðàöèÿõ.
Óðîâåíü ïðîñòåéøèõ îïåðàöèé íàä ñèìâîëàìè ìîæíî õàðàêòåðè çîâàòü òàêèìè ïðèìåðàìè îïåðàöèé íàä
ñëîâàìè èëè ïîäìíîæåñòâàìè ñëîâ: ïîäñ÷åò ÷èñëà ðàçðÿäîâ ñ ç àäàííûì ñèìâîëîì; îïðåäåëåíèå ïåðâîãî
(ïîñëåäíåãî) íîìåðà ðàçðÿäà ñ çàäàííûì ñèìâîëîì; çàìåíà îä íîãî çàäàííîãî ñèìâîëà íà äðóãîé çàäàííûé;
ïåðåñòàíîâêà ñèìâîëîâ â äâóõ çàäàííûõ ðàçðÿäàõ.

Î ïîñëåäíåé îïåðàöèè íàäî ñêàçàòü îñîáî. Òàê, â ýòþäíîé çàäà ÷å î �ìíîãîìåðíîì ìåòðî� ïðè ïîèñêå
îïòèìàëüíûõ âàðèàíòîâ ñóùåñòâåííûå çàòðàòû óéäóò íà ïåðåñ òàíîâêè ìíîæåñòâ ñèìâîëîâ (â ïðèâåäåí-
íîì ïðèìåðå ñòîëáöîâ ñèìâîëîâ â ïîäìíîæåñòâàõ êóáàíòîâ). Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå òàêîå äåéñòâèå ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê çàäàííîå ïåðåñòàíîâêîé (ïîäñòàíîâêîé) ñîäåðæèìîãî ðàçðÿäîâ îòäåëüíûõ ñëîâ èëè
ïîäìíîæåñòâ ñëîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðå÷ü èäåò î ðåàëèçàöèè í à êîìïüþòåðå äåéñòâèé ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû (èëè åå ïîäãðóïï) ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå ñëîâ ñ îïð åäåëåííîé ñòðóêòóðîé (â íàøåì ñëó÷àå �
êóáàíòîâ).

Âñå ýòè îñîáåííîñòè ïðè îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé äëÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé, êîòîðûå ìîæíî îò-
íåñòè ê êëàññó ñóïåðâû÷èñëåíèé (ïîíèìàåìûõ â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå), èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü
ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñîâ îðãàíèçàöèè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è íàáîðà ñïåöèàëüíûõ îïåðàöèé â áóäóùèõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîãðàììíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òàêèõ èíñòðóì åíòàëüíûõ ñðåäñòâ ðåàëèçóåòñÿ íà
ñóïåðêîìïüþòåðå ÌÃÓ �×åáûøåâ�.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü çà ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó ðàá îòû Â. À. Ñàäîâíè÷åìó, Ë. Í. Êîðî-
ëåâó, À. Â. Òèõîíðàâîâó, À. Í. Òîìèëèíó.
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