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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА

В ТРЕХМЕРНОМ ЦИЛИНДРЕ

А. Н. Демидова1, Я.М. Жилейкин2

Предложены и обоснованы условия устойчивости решения задачи Коши для уравнения Гельм-
гольца по начальным данным в зависимости от спектрального состава начальных функций и
их погрешностей. Задача рассматривается в трехмерном полубесконечном цилиндре. Изучена
устойчивость конечно-разностной схемы по начальным данным, предназначенной для числен-
ного решения задачи Коши для уравнения Гельмгольца в трехмерном цилиндре с прямоуголь-
ным сечением. Получены ограничения на шаги разностной схемы, обеспечивающие ее устойчи-
вость. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 08–01–00285).
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1. Введение. Линейные и нелинейные волновые процессы играют важную роль в различных об-
ластях физики и техники. Многие из них описываются волновыми уравнениями. Если закон колебаний
физической среды гармонически зависит от времени, то волновое уравнение можно преобразовать к урав-
нению Гельмгольца.

При исследовании ряда волновых задач возникает необходимость решать задачу Коши для уравнения
Гельмгольца. Однако в общем случае такая задача для эллиптических уравнений является некорректно
поставленной из-за неустойчивости решения [1]. Это обусловливает особую значимость вопроса выяснения
условий устойчивости решения задачи Коши для уравнения Гельмгольца [2].

В настоящей статье выполнен анализ зависимости устойчивости решения задачи Коши для уравне-
ния Гельмгольца в трехмерном полубесконечном цилиндре от спектрального состава начальных функций
и функций погрешности, а также исследуется устойчивость по начальным данным конечно-разностной
схемы, используемой для численного решения задачи Коши.

Выбор цилиндра в качестве области решения обусловлен тем, что задачи о распространении оптиче-
ских пучков в нелинейных средах часто решаются именно в такой области.

2. Анализ устойчивости задачи Коши для уравнения Гельмгольца в трехмерном полу-
бесконечном цилиндре. Пусть G — трехмерный полубесконечный цилиндр:

G =
{
(x, y, z) : (x, y) ∈ G2, z > 0

}
,

где G2 — ограниченная область с достаточно гладкой границей Γ. Рассмотрим в области G задачу Коши
для уравнения Гельмгольца:

∂2A

∂z2
+
∂2A

∂x2
+
∂2A

∂y2
+ k2A = 0, (x, y, z) ∈ G;

A = 0, (x, y) ∈ Γ, z > 0; A(x, y, 0) = A0(x, y),
∂A(x, y, z)

∂z

∣∣∣∣
z=0

= A1(x, y), (x, y) ∈ G2.

(1)

Решение задачи Коши для уравнения Гельмгольца неустойчиво в том случае, когда при заданной
начальной погрешности, не превосходящей ε0, погрешность решения задачи возрастает с ростом z. Реше-
ние задачи Коши устойчиво, когда погрешность решения ограничена некоторой константой, умноженной
на ε0.

Проведем анализ устойчивости решения задачи Коши (1) в зависимости от спектра начальных функ-
ций и спектра погрешностей. Для этого используем метод Фурье.
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Решение задачи (1) будем искать в виде разложения

A(x, y, z) =
∑

j

Aj(z)uj(x, y) (2)

по собственным функциям задачи

∆⊥uj(x, y) + λjuj(x, y) = 0, (x, y) ∈ G2,

△⊥ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, uj(x, y)

∣∣
(x,y)∈Γ

= 0.

Здесь uj и λj , j = 1, . . ., — собственные функции и собственные значения. Будем называть
{
Aj(z)

}

спектром решения A(x, y, z).
Для вычисления Aj(z) получаем задачу Коши

d2Aj
dz2

− λjAj + k2Aj = 0, Aj
∣∣
z=0

= A0
j ,

dAj
dz

∣∣∣∣
z=0

= A1
j , j = 1, . . . , (3)

где A0
j и A1

j — коэффициенты разложения функций A0(x, y) и A1(x, y) по собственным функциям
{
uj
}
.

Общее решение уравнения в задаче (3) имеет вид

Aj =





c
(1)
j e−iz

√
k2−λj + c

(2)
j eiz

√
k2−λj , λj < k2,

c
(1)
j e−z

√
λj−k2 + c

(2)
j ez

√
λj−k2 , λj > k2,

c
(1)
j + c

(2)
j z, λj = k2.

(4)

Определим решение задачи (3) следующим образом:

Aj =





A0
je

−iz
√
k2−λj , λj < k2,

A0
je

−z
√
λj−k2 , λj > k2,

A0
j , λj = k2.

При λj > k2 и λj = k2 такой выбор Aj обусловливается условием невозрастания решения при z → ∞,
а при λj < k2 — выделением волны, распространяющейся в положительном направлении оси z (“волна+”).

Следовательно, чтобы выделить решение “волна+” уравнения Гельмгольца, коэффициенты A1
j долж-

ны удовлетворять условию A1
j = βjA

0
j , где βj =

{
−i
√
k2 − λj , λj 6 k2

−
√
λj − k2, λj > k2.

Справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть погрешности начальных функций ε0(x, y) и ε1(x, y) удовлетворяют следующим

условиям:

1) ε0(x, y) и ε1(x, y) — ограничены;

2) в спектре функций ε0(x, y) и ε1(x, y) компоненты ε
(0)
j = 0, ε

(1)
j = 0 при любом j, для которого

λj > M , где 0 < M < k2.
Тогда решение задачи Коши (1) устойчиво.

Доказательство. Пусть начальные условия заданы с погрешностью: Ã0(x, y) = A0(x, y) + ε0(x, y),

Ã1(x, y) = A1(x, y) + ε1(x, y). Тогда для вычисления коэффициентов c̃
(1)
j и c̃

(2)
j в (4) получаем следующие

системы:
c̃
(1)
j + c̃

(2)
j = A0

j + ε
(0)
j , βj c̃

(1)
j − βj c̃

(2)
j = βjA

0
j + ε

(1)
j при λj 6M,

c̃
(1)
j + c̃

(2)
j = A0

j , βj c̃
(1)
j − βj c̃

(2)
j = βjA

0
j при λj > M.

Решения этих систем имеют вид

c̃
(1)
j = A0

j +
ε
(0)
j

2
+

iε
(1)
j

2
√
k2 − λj

, c̃
(2)
j =

ε
(0)
j

2
−

iε
(1)
j

2
√
k2 − λj

при λj 6M,

c̃
(1)
j = A0

j , c̃
(2)
j = 0 при λj > M.
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Следовательно, коэффициенты Ãj(z) в разложении (2) функции Ã(x, y, z) представляются следующим
образом:

Ãj(z) =





(
A0
j +

ε
(0)
j

2
+

iε
(1)
j

2
√
k2 − λj

)
e−iz

√
k2−λj +

(
ε
(0)
j

2
−

iε
(1)
j

2
√
k2 − λj

)
eiz

√
k2−λj при λj 6M,

A0
je

−iz
√
k2−λj при M < λj < k2,

A0
j при λj = k2,

A0
je

−z
√
λj−k2 при λj > k2.

Оценим квадрат нормы разности функций Ã(x, y, z) и A(x, y, z):

∥∥Ã−A
∥∥2 =

∑

j

∣∣Ãj −Aj
∣∣2 =

∑

λj6M

∣∣Ãj −Aj
∣∣2 +

∑

λj>M

∣∣Ãj −Aj
∣∣2 6

∑

λj6M

(
∣∣ε(0)j

∣∣2 +
∣∣ε(1)j

∣∣2

k2 − λj

)
.

По условию теоремы погрешности ε0(x, y) и ε1(x, y) ограничены:
∥∥ε0
∥∥2 6 l1 и

∥∥ε1
∥∥2 6 l2, где l1 и l2 —

некоторые константы и норма понимается в смысле пространства L2. Таким образом, имеем

∥∥Ã−A
∥∥2 6 ‖ε‖2, где

1

2
‖ε‖2 = max

{
l21,

l22
a

}
, a =

{
k2 −M при k2 −M < 1,

1 при k2 −M > 1.
(5)

Из оценки (5) следует, что решение задачи Коши (1) устойчиво. Что и требовалось доказать.

Теорема 2. Пусть в спектре погрешности начальной функции ε0(x, y) существует хотя бы одно j,

такое, что ε
(0)
j 6= 0, а λj > k2. Тогда решение задачи Коши (1) неустойчиво.

Доказательство. Пусть у начальной функции A0(x, y) спектр погрешности ε0(x, y) состоит из одной

j∗-й компоненты, т.е. ε
(0)
j∗ 6= 0, λj∗ > k2, а при всех остальных j выполнено ε

(0)
j = 0. Тогда для вычисления

коэффициентов c̃
(1)
j и c̃

(2)
j в (4) получаем системы

c̃
(1)
j + c̃

(2)
j = A0

j + ε
(0)
j , βj c̃

(1)
j − βj c̃

(2)
j = βjA

0
j при j = j∗,

c̃
(1)
j + c̃

(2)
j = A0

j , βj c̃
(1)
j − βj c̃

(2)
j = βjA

0
j при остальных j.

Решения этих систем имеют вид

c̃
(1)
j = A0

j +
ε
(0)
j

2
, c̃

(2)
j =

ε
(0)
j

2
при j = j∗,

c̃
(1)
j = A0

j , c̃
(2)
j = 0 при остальных j.

Тогда коэффициенты Ãj(z) в разложении (2) функции Ã(x, y, z) приобретают вид

Ãj(z) =





(
A0
j +

ε
(0)
j

2

)
e−z

√
λj−k2 +

ε
(0)
j

2
ez

√
λj−k2 при j = j∗,

A0
je

−iz
√
k2−λj при λj < k2,

A0
j при λj = k2,

A0
je

−z
√
λj−k2 при λj > k2.

Оценим квадрат нормы разности функций Ã(x, y, z) и A(x, y, z):

∥∥Ã−A
∥∥2 =

∑

j

∣∣Ãj −Aj
∣∣2 =

∣∣Ãj∗ −Aj∗
∣∣2 =

∣∣ε(0)j∗
∣∣2

4

(
e−z

√
λj∗−k

2

+ ez
√
λj∗−k

2

)2
>

∣∣ε(0)j∗
∣∣2

4
e2z

√
λj∗−k

2

. (6)

Из оценки (6) следует, что погрешность решения экспоненциально возрастает по z. Следовательно,
решение задачи Коши (1) неустойчиво. Что и требовалось доказать.
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3. Анализ устойчивости численного решения задачи Коши для уравнения Гельмгольца.
В работе [3] было проведено исследование устойчивости численного решения задачи Коши для уравнения
Гельмгольца. Задача Коши рассматривалась для канала двумерного пространства.

Проведем анализ устойчивости численного решения задачи Коши для уравнения Гельмгольца в трех-
мерном цилиндре с прямоугольным сечением.

Пусть область G2 — прямоугольник
{
0 < x < lx, 0 < y < ly

}
с границей Γ. В области G = G2 × (0, Z]

рассмотрим задачу Коши для уравнения Гельмгольца

∂2A

∂z2
+
∂2A

∂x2
+
∂2A

∂y2
+ k2A = 0, (x, y, z) ∈ G,

A(x, y, 0) = g(x, y),
∂A(x, y, z)

∂z

∣∣∣∣
z=0

= g1(x, y), (x, y) ∈ G2,

A(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Γ× (0, Z].

Введем функцию v следующим образом: A = ve−ikz . Тогда для v получим задачу Коши

∂2v

∂z2
− 2ik

∂v

∂z
+
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0, (x, y, z) ∈ G,

v(x, y, 0) = g(x, y),
∂v(x, y, z)

∂z

∣∣∣∣
z=0

= f(x, y), (x, y) ∈ G2,

v(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Γ× (0, Z].

(7)

Введем сетку Ωh по переменным x и y:

Ωh =
{
(xl, yj) |xl = lhx, yj = jhy, l = 0, . . . , Nx, j = 0, . . . , Ny, hxNx = lx, hyNy = ly

}
.

Множество точек сетки Ωh, принадлежащих Γ, обозначим γh, а множество внутренних точек — ωh. Тогда
Ωh = ωh ∪ γh. По переменной z введем равномерную сетку ωz =

{
zn = nhz, n = 0, . . . , Nz, Nzhz = Z

}
.

Введем обозначения

unlj = u(xl, yj , zn), unzz,lj =
un+1
lj − 2unlj + un−1

lj

h2z
, u ẑ,lj =

un+1
lj − un−1

lj

2hz
,

Λunlj = unxx,lj + unyy,lj =
unl+1,j − 2unlj + unl−1,j

h2x
+
unl,j+1 − 2unlj + unl,j−1

h2y
.

Дифференциальную задачу (7) аппроксимируем разностной схемой

unzz,lj − 2ikunẑ,lj +
1

2

(
Λun−1

lj + Λun+1
lj

)
= 0, l = 1, . . . , Nx − 1, j = 1, . . . , Ny − 1, n = 1, . . . , Nz − 1,

u0lj = g(xl, yj) = glj , u1lj = ϕ(xl, yj) = ϕlj , (xl, yj) ∈ Ωh,

unlj = 0, (xl, yj) ∈ γh, n = 1, . . . , Nz.

(8)

Проведем исследование устойчивости задачи (8) методом Фурье. Для этого рассмотрим задачу на
собственные значения для пятиточечного разностного оператора Лапласа:

u xx,lj + u yy,lj + λulj = 0, (xl, yj) ∈ ωh,

ulj = 0, (xl, yj) ∈ γh.

Собственными значениями и собственными функциями пятиточечного разностного оператора Лапласа

являются λm =
4

h2x
sin2

πmxhx
2lx

+
4

h2y
sin2

πmyhy
2ly

и µ(xl, yj) =
2√
lxly

sin
πmxxl
lx

sin
πmyyj
ly

соответственно,

где m = (mx,my), mx = 1, . . . , Nx − 1, my = 1, . . . , Ny − 1. Решение задачи (8) можно представить в виде

u(xl, yj , zn) =

M∑

m=1

am(zn)µ(xl, yj), где M = (Nx − 1)(Ny − 1). (9)
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Обозначим anm = am(zn). Тогда для вычисления anm получим следующее разностное уравнение:

(
1− ikhz −

λmh
2
z

2

)
an+1
m − 2anm +

(
1 + ikhz +

λmh
2
z

2

)
an−1
m = 0.

Будем искать решение этого уравнения в виде anm = cmq
n. Для q получаем уравнение

(
1− ikhz −

λmh
2
z

2

)
q2 − 2q+

(
1 + ikhz +

λmh
2
z

2

)
= 0. (10)

Обозначим D = λm− (k2 + λ2mh
2
z/4). Пусть λm такое, что D 6 0; тогда решение уравнения (10) имеет вид

qm =
1± ihz

√
|D|

1− ikhz − λmh2z/2
. Комплексные числа q1m и q2m запишем в показательной форме

q1m = eiψ1m , где ψ1m = arctg
khz + (1− λmh

2
z/2)hz

√
|D|

1− λmh2z/2 + kh2z
√
|D|

,

q2m = eiψ2m , где ψ2m = arctg
khz − (1− λmh

2
z/2)hz

√
|D|

1− λmh2z/2 + kh2z
√
|D|

.

Пусть λm такое, что D > 0; тогда qm =
1± hz

√
|D|

1− ikhz − λmh2z/2
. В показательной форме числа q1m и q2m

представляются в виде q1m = ρ1me
iψm и q2m = ρ2me

iψm , где

ρ1m =

√
1 + hz

√
D√

1− hz
√
D

, ρ2m =

√
1− hz

√
D√

1 + hz
√
D

, ψm = arctg
khz

1− λmh2z/2
.

Общее решение имеет вид

anm =

{
c
(1)
m eiψ1mn + c

(2)
m eiψ2mn при D 6 0,

c
(1)
m ρn1me

iψmn + c
(2)
m ρn2me

iψmn при D > 0.

В решении (9) задачи (8) для anm выберем следующие значения:

anm =

{
gme

iψ2mn при D 6 0,

gmρ
n
2me

iψmn при D > 0.

Здесь gm = (g, µm) — коэффициент Фурье функции g(xl, yj). При D > 0 такой выбор значений anm обу-
словливается условием невозрастания решения при увеличении n, а при D 6 0 — выделением волны,
распространяющейся в положительном направлении оси z.

Таким образом, рассматривается частный случай задачи Коши, когда для выделения решения “вол-
на+” начальная функция ϕ(xl, yj) должна удовлетворять условию ϕm = eiψ2mgm, где gm и ϕm — коэф-
фициенты Фурье функций g(xl, yj) и ϕ(xl, yj) соответственно.

Исследуем вопрос об устойчивости разностной схемы (8) по начальным данным. Справедливы следу-
ющие теоремы.

Теорема 3. Если для всех m выполняется неравенство D 6 0, то разностная схема (8) устойчива

по начальным данным.

Доказательство. Оценим норму функции un+1 в дискретном пространстве Lh2 . В силу ортонорми-
рованности базиса

{
µm
}

получаем

∥∥un+1
∥∥2 =

Nx−1∑

l=1

hx

Ny−1∑

j=1

hy
∣∣un+1
lj

∣∣2 =

M∑

m=1

∣∣an+1
m

∣∣2 =

M∑

m=1

∣∣eiψ2m
∣∣2∣∣gmeiψ2mn

∣∣2;

следовательно,
∥∥un+1

∥∥ 6 max
m

∣∣eiψ2m

∣∣ ∥∥un
∥∥. Так как

∣∣eiψ2m

∣∣ = 1 при любом m, то

∥∥un+1
∥∥ 6

∥∥un
∥∥. (11)



168 вычислительные методы и программирование. 2008. Т. 9

На основании (11) получаем
∥∥un+1

∥∥ 6
∥∥un

∥∥ 6
∥∥un−1

∥∥ 6 . . . 6
∥∥u0
∥∥. Это означает устойчивость схемы

(8) по начальным данным в норме пространства Lh2 . Что и требовалось доказать.

Теорема 4. Если существует хотя бы одно значение m, при котором D > 0, то разностная схе-

ма (8) неустойчива по начальным данным.

Доказательство. Пусть начальные функции g и ϕ заданы с погрешностью

ũ0lj = glj + ε
(0)
lj , ũ1lj = ϕlj + ε

(1)
lj .

Предположим, что при некотором m∗ выполняется неравенство D > 0. Тогда для коэффициентов c̃
(1)
m∗ и

c̃
(2)
m∗ получаем систему

c̃
(1)
m∗ + c̃

(2)
m∗ = gm∗ + ε

(0)
m∗ ,

c̃
(1)
m∗ρ1m∗eiψm∗ + c̃

(2)
m∗ρ2m∗eiψm∗ = gm∗ρ2m∗eiψm∗ + ε

(1)
m∗ .

Решение этой системы имеет вид

c̃
(1)
m∗ =

ε
(0)
m∗ρ2m∗

ρ2m∗ − ρ1m∗

− ε
(1)
m∗e−iψm∗

ρ2m∗ − ρ1m∗

, c̃
(2)
m∗ = gm∗ +

ε
(0)
m∗ρ1m∗

ρ1m∗ − ρ2m∗

− ε
(1)
m∗e−iψm∗

ρ1m∗ − ρ2m∗

.

Справедлива оценка
∣∣ ãnm∗ − anm∗

∣∣ =
∣∣c̃ (1)m∗ρn1m∗ + δm∗ρn2m∗

∣∣ >
∣∣c̃ (1)m∗

∣∣ρn1m∗ −
∣∣δm∗

∣∣,

где δm∗ =
ε
(1)
m∗e−iψm∗ − ε

(0)
m∗ρ1m∗

ρ2m∗ − ρ1m∗

. Оценим норму функции ũn − un в пространстве Lh2 . Из (9) в силу

ортонормированности базиса {µm} получаем

∥∥ũn − un
∥∥ =

√√√√
M∑

m=1

∣∣ ãnm − anm
∣∣2 >

∣∣ ãnm∗ − anm∗

∣∣ >
∣∣ c̃ (1)m∗

∣∣ρn1m∗ −
∣∣δm∗

∣∣.

Так как ρ1m∗ > 1, то из последнего неравенства следует, что с ростом n увеличивается погрешность
решения, т.е. разностная схема (8) неустойчива по начальным данным. Что и требовалось доказать.

Проанализируем устойчивость разностной схемы (8) по начальным данным в зависимости от величин
hz, hx, hy. Справедливы следующие теоремы.

Теорема 5. Если hz > 1/k , 0 < hx < ∞, 0 < hy < ∞, то разностная схема (8) устойчива по

начальным данным.

Доказательство. Рассмотрим D как функцию от λm: D(λm) = λm −
(
k2 +

λ2mh
2
z

4

)
. Корнями этого

трехчлена являются λm =
2

h2z

(
1±
√
1− k2h2z

)
. Если hz >

1

k
, то hzk > 1; следовательно, многочлен D(λm)

не имеет действительных корней и D(λm) < 0 для любого λm. Тогда из теоремы 3 следует, что разностная
схема (8) устойчива по начальным данным. Что и требовалось доказать.

Рассмотрим случай, когда lx = ly = l, hx = hy = h, Nx = Ny = N .

Теорема 6. Если h >
2
√
2

k
, 0 < hz <∞, то разностная схема (8) устойчива по начальным данным.

Доказательство. Так как h >
2
√
2

k
, то k2 >

8

h2
. Для любого собственного значения λm справедливо

неравенство λm <
8

h2
. Отсюда следует, что k2 > λm. Из этого неравенства вытекает, что k2+

λ2mh
2
z

4
> λm.

Следовательно,D(λm) < 0 при любом λm. Тогда из теоремы 3 следует, что разностная схема (8) устойчива
по начальным данным. Что и требовалось доказать.

Теорема 7. Если hz <
4π

(π2 + 4)k
и h 6

πhz√
2

, то разностная схема (8) неустойчива по начальным

данным.

Доказательство. Рассмотрим m = mx = my, удовлетворяющее неравенствам

l
√
1−

√
1− k2h2z

2hz
6 m 6

l
√
1 +

√
1− k2h2z

πhz
.
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Из условий теоремы следует, что такое значение m существует. Можно показать, что для соответствую-
щего λm выполняются неравенства

2(1−
√
1− k2h2z )

h2z
6 λm 6

2(1 +
√
1− k2h2z )

h2z
. (12)

Левая и правая части в (12) — корни многочленаD(λm). Из неравенства (12) вытекает, чтоD(λm) > 0.
Тогда из теоремы 4 следует, что разностная схема (8) неустойчива по начальным данным. Что и требова-
лось доказать.

Из результатов анализа устойчивости численного решения задачи Коши следует, что при указанном
соотношении между шагами разностной схемы рассматриваемая задача устойчива и может быть решена
конечно-разностными методами. Главную роль в этом случае играет разностная аппроксимация диффе-
ренциальной задачи.
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