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СПОСОБ СТАБИЛИЗАЦИИ СЕТОЧНО-ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ

СХЕМ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ГАЗОДИНАМИКИ

А. В. Сафронов1

Рассмотрен алгоритм подавления нефизических скачков, возникающих при расчете зон разре-
жения сеточно-характеристическим методом в случае смены знака характеристик.
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сеточно-характеристический метод, зоны разрежения.

1. Постановка задачи. Схема С. К. Годунова численного решения уравнений газодинамики является
наиболее эффективной с точки зрения точности и надежности получения решений сложных течений.
Метод основан на аппроксимации параметров на границах ячеек разностной сетки с помощью точного
решения задачи Римана о распаде газодинамического разрыва. Схематически начальный разрыв газа с
различными состояниями в левом и правом полупространстве распадается на три волны: на левую волну,
контактный разрыв и правую волну. В зависимости от начального перепада давления левые и правые
волны могут быть как волнами разрежения, так и ударными волнами. Точное решение задачи о распаде
разрыва требует трудоемкого решения нелинейной системы уравнений методом итераций.

В настоящей статье рассматриваются консервативные варианты сеточно-характеристических мето-
дов (СХМ), предложенных в [1 – 4], которые интерпретируются как схемы с аппроксимацией параметров
на границах ячеек разностной сетки на основе приближенного решения задачи о распаде разрыва. Ап-
проксимация в рамках СХМ соответствует линеаризованному решению задачи о распаде разрыва с двумя
скачками типа ударных волн. Данные схемы экономичны и в ряде случаев эффективны, однако в связи с
тем, что волны разрежения в задаче распада разрыва не учитываются в случае смены знака характери-
стик, в численных расчетах появляются нефизические скачки. Достаточно полный обзор СХМ и способов
устранения нефизических решений можно найти в работах [5, 6]. В настоящей работе представлен новый
способ устранения указанных недостатков СХМ.

2. Разностная схема. Кратко опишем численный метод на примере нестационарных одномерных
уравнений газодинамики

Ut + Fx = 0, U = {ρ, ρu, ρE}T, F (U) = {ρu, ρu2 + P, ρuE + Pu}T, (1)

где U — вектор консервативных переменных, F — вектор потока, ρ — плотность газа, u — скорость, P —

давление, E =
P

ρ(γ − 1)
+

u2

2
— полная внутренняя энергия на единицу объема, γ — показатель адиабаты.

Разностную схему запишем в консервативном виде: Un+1

i = Un
i − ∆t

∆x
(Fi+1/2−Fi−1/2), где n — номер

шага по времени с интервалом ∆t, i — номер ячейки сетки по оси x c разбиением ∆x.
В рамках СХМ поток на границах ячеек Fi+1/2 представляется в виде

Fi+1/2 =
1

2
(Fi+1 + Fi)−

1

2
Di+1/2(Ui+1 − Ui), (2)

где D — диссипативная матрица.

Введем в рассмотрение якобиан A =
∂F

∂U
. В силу гиперболических свойств уравнений (1) матрица A

имеет действительные собственные значения, полный набор собственных векторов и представляется в
виде A = R−1ΛR. Здесь Λ = diag (u− c, u, u+ c) — диагональная матрица собственных значений, соответ-
ствующих наклонам характеристик, c — скорость звука, H — полная энтальпия, R — матрица собственных
векторов и

R−1 =







1 1 1

u− c u u+ c

H − uc u2/2 H + uc






.
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Рис. 1. Точное решение (——) , схема Roe (◦),
схема Roe+Stab (×)

Согласно СХМ диссипативная мат-
рица определяется следующим образом:

Di+1/2 = R−1|Λ|R, (3)

где |Λ| = diag
(

|u − c|, |u|, |u+ c|
)

.
В работе [1] компоненты матрицы A

при вычислениях (3) определяются ариф-
метическим осреднением по параметрам
в соседних ячейках сетки. В работе [2]
предложен специальный выбор аппрокси-
мации матрицы A с точным выполнением
соотношений:

F (Ui+1)−F (Ui) = A(Ui+1, Ui)(Ui+1−Ui).

Выражения для расчета компонентов
матрицы A(Ui+1, Ui) согласно “осредне-

нию” Roe [2] имеют вид: u =
sui+1 + ui

s+ 1
,

H =
sHi+1 +Hi

s+ 1
, c2 = (γ − 1)(H − u2/2),

s =

√

ρi+1

ρi
. В этом случае поток на гра-

ницах ячеек (2) соответствует линеаризо-
ванному решению задачи о распаде раз-
рыва с выполнением соотношений, оди-
ночных на разрывах. Схема Roe хорошо
зарекомендовала себя при расчете тече-
ний с ударными волнами и контактными разрывами, однако также имеет проблемы, связанные с отсут-
ствием численной диссипации в областях с нулевыми собственными значениями матрицы A [5].

Алгоритмы, позволяющие устранить этот недостаток, обычно добавляют в указанных областях чис-
ленную диссипацию путем корректировки способов вычисления величин собственных значений (проце-
дуры “энтропийной” коррекции), а также включают в рассмотрение “звуковую точку” [5, 6]. Однако в
работе [6] показано, что имеющиеся способы не гарантируют получения решения СХМ в случае расчета
зон сильного разрежения.
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Рис. 2. Схема Roe (◦), схема Roe+Stab (×)

3. Способ регуляризации СХМ. В настоящей работе предлагается следующий “стабилизатор” для
подавления нефизических численных решений, появляющихся в СХМ при смене знака характеристик в
зонах разрежения: Fi+1/2 = FRoe

i+1/2+Stabi+1/2, где FRoe
i+1/2 — аппроксимация параметров на границах ячеек

по схеме [1, 2], Stab — “стабилизатор”, имеющий вид

Stabi+1/2 =











F

(

Ui + Ui+1

2

)

− Fi + Fi+1

2
, ui+1 − ui > 0,

0, ui+1 − ui < 0.

(4)
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Рис. 3. Точное решение (——) , схема Roe+Stab (◦),
схема Годунова (×)

Как показывает линеаризованный ана-
лиз, оператор (4) дает численную дисси-
пацию ∼ ∆u в зонах разрежения (при
∆u = ui+1 − ui > 0). Поскольку на
контактных разрывах ∆u = 0, то в
этом случае диссипация в (4) отсутству-
ет. На ударных волнах (∆u < 0) опе-
ратор (4) равен 0. Основное сглаживаю-
щее свойство (4) состоит в следующем.
В зонах появления нефизических скачков
при смене знака характеристик состав-
ляющие вектора потока не претерпевают
разрыв, а скачок “простых” переменных
обусловлен тем, что заданный вектор по-
тока допускает два решения, которые со-
ответствуют дозвуковому и сверхзвуково-
му течениям. Оператор (4) дает числен-
ную диссипацию, пропорциональную раз-
ности величин скоростей в этих нефизи-
ческих решениях, и, тем самым, сглажи-
вает скачок.

Как показывают численные расчеты,
диссипативные свойства оператора (4)
увеличиваются, если вместо вектора кон-
сервативных переменных U используется
вектор Roe:

Y = {√ρ ,
√
ρ u,

√
ρH}T.

Кроме того, в численных расчетах зон разрежения существенно улучшает результаты ограничение,
обеспечивающее положительность аппроксимации импульса [7]:

(ρu2 + P )i+1/2 = max
(

(ρu2 + P )i+1/2, fix
)

, где fix = 10−6. (5)

4. Результаты численных расчетов. В качестве иллюстрации на рис. 1 – 4 приведены результаты
расчетов одномерных тестовых задач работы [6], решение которых сеточно-характеристическими метода-
ми вызывает трудности. Для сравнения на рис. 3 и 4 приведены результаты расчетов по известной схеме
Годунова [8]. Исходные данные задач помещены в таблице, где x0 — начальное положение разрыва, tk —
конечное время.

Начальные условия: в момент времени t = 0 при x < x0 параметры газа задавались равными ве-
личинам с индексом 1, при x > x0 — величинам с индексом 2. Число разбиений N = 100, ∆x = 1/100,
CFL = 0.9.

Тест № ρ1 u1 P1 ρ2 u2 P2 x0 tk

1 1 0.75 1 0.125 0 0.1 0.3 0.2

2 1 −2 0.4 1 2 0.4 0.5 0.15

На рис. 1 – 4 указаны также численные и аналитические параметры течения в момент времени tk.
На рис. 1 приведены результаты расчетов теста 1, полученные по схеме [2, 3] и с учетом предложенного

способа регуляризации (4). Как видно из рисунка, в расчетах по “классической” схеме [2, 3] при переходе
звуковой точки в волне разрежения (смене знака характеристики u− c) появляется нефизический скачок,
тогда как применение “стабилизатора” (4) устраняет его. На рис. 2 показаны изменения составляющих
вектора потока. Видно, что нефизических скачков потоков нет и в случае “классической” схемы Roe. Из
данных рис. 1, 2 видно, что предложенный “стабилизатор” включается главным образом в зонах появления
нефизических решений.

Как показано в работе [6], схема [2, 3] с различными имеющимися алгоритмами стабилизации не
позволяет провести расчет теста 2. С применением соотношения (4) получено численное решение. На
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рис. 3 приведены расчеты теста 2 по схеме Roe c учетом (4), а на рис. 4 — по схеме Roe с применением
соотношений (4) и (5).
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Рис. 4. Точное решение (——) , схема Roe+Stab+fix (◦),
схема Годунова (×)

Из данных на рис. 4 видно, что огра-
ничение (5) значительно улучшает ре-
зультаты при расчете зон сильного раз-
режения. Этот факт относится и к дру-
гим разностным схемам газодинамики на
основе приближенного решения задачи о
распаде разрыва [7, 9].

Результаты расчетов, приведенные
на рис. 4 по схеме Roe c использовани-
ем (4) и (5), близки к расчетам по схеме
Годунова. При этом рассматриваемая схе-
ма в 3–4 раза экономичнее, чем схема [8]
c аппроксимацией параметров на грани-
цах ячеек на основе точного итерацион-
ного решения задачи о распаде разрыва.

Таким образом, предложенный спо-
соб регуляризации позволяет адекватно
проводить расчет зон сильного разреже-
ния при смене знака характеристик, что
значительно расширяет диапазон приме-
нимости сеточно-характеристических ме-
тодов.

Рассмотренный подход эффективен
также и для пространственных задач.
Подпрограмма на языке FORTRAN для
двумерного случая расчета потоков на
границах ячеек сетки по схеме [3] с пред-
ложенными “заплатками” (4) и (5) может быть получена у автора настоящей статьи.
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