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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ПРИ ФИЛЬТРАЦИИ

ФЛЮИДА К ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ СКВАЖИНЕ

П.Е. Морозов1, М.Х. Хайруллин1, М.Н. Шамсиев1

На основе численного моделирования трехмерного притока жидкости к горизонтальной сква-
жине (ГС) и регуляризирующих итерационных алгоритмов предложен подход для интерпрета-
ции результатов гидродинамических исследований ГС. Задача нестационарного притока жид-
кости к ГС решается методом конечных элементов. Построение конечно-элементной сетки осу-
ществляется с помощью алгоритма триангуляции Делоне. Для решения систем линейных алгеб-
раических уравнений используются методы подпространств Крылова с предобусловливанием.

Ключевые слова: горизонтальная скважина, фильтрационные параметры, обратная задача, метод
конечных элементов, методы подпространств Крылова.

1. Введение. В настоящее время при разработке месторождений широко применяется технология
бурения горизонтальных скважин. Горизонтальные скважины имеют значительно бо́льшую область дре-
нирования, чем вертикальные. Длина горизонтальных стволов может достигать нескольких сотен метров.
Они являются неотъемлемым элементом разработки многих месторождений, особенно расположенных на
шельфе.

Одним из основных методов определения фильтрационно-емкостных параметров пласта являются
гидродинамические исследования скважин. В большинстве практически интересных случаев изменение
давления при работе вертикальной скважины в конечном открытом пласте в течение длительного времени
носит логарифмический характер. Для случая притока флюида к горизонтальной скважине получаются
более сложные зависимости изменения давления от времени, связанные с особенностями фильтрационного
течения. Несмотря на хорошо развитую теорию интерпретации кривых восстановления давления (КВД)
в горизонтальных скважинах по идентифицированным режимам [1], при обработке реальных КВД возни-
кают затруднения. Начало и окончание периодов, соответствующих отдельным режимам течения, зависят
не только от параметров пласта, но и от скин-эффекта (степени загрязнения призабойной зоны пласта),
эффективной длины горизонтального ствола, от его положения относительно кровли и подошвы, степени
искривленности и т.д.

В работе предлагается новый подход к интерпретации результатов гидродинамических исследований
горизонтальных скважин на основе методов регуляризации [2, 3]. В отличие от существующих графоана-
литических методов не требуется идентификации режимов течения. Приток флюида к стволу горизон-
тальной скважины моделируется численно, т.е. решается трехмерная задача фильтрации.

2. Моделирование притока флюида к горизонтальной скважине. Для расчета гидродинами-
ческих характеристик и режимов работы горизонтальных скважин были предложены различные анали-
тические формулы [4, 5], а также подходы, основанные на численном моделировании притока жидкости к
ГС. Один из распространенных подходов численного моделирования горизонтальной скважины основан
на сопряжении конечно-разностной аппроксимации течения в пласте и аналитической модели течения в
окрестности скважины [6]. В работе [7] для моделирования ГС, имеющей произвольную траекторию в
пласте, используется ph-адаптивный метод конечных элементов. При этом ГС моделируется в виде трубы
из пористого материала с большой проницаемостью (108 мкм2). В работе [8] рассматривается решение
стационарной задачи фильтрации флюида к ГС в анизотропном пласте методом граничных элементов.

Процесс нестационарной фильтрации флюида в анизотропном пласте, вскрытом горизонтальной
скважиной (рис. 1), описывается дифференциальным уравнением [5]
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Рис. 1. Схема пласта, вскрытого горизонтальной скважиной
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Здесь s = k/µ, k — тензор коэффициентов проницаемости в главных осях, µ— коэффициент динамической
вязкости флюида, β∗ — коэффициент упругоемкости, pk — пластовое давление, pc — забойное давление,
Sc — поверхность ГС, ∂V = ∂V1 ∪ ∂V2 — внешняя граница области V (рис. 1), n — единичный вектор
нормали.

Задача (1) – (4) соответствует случаю, когда на ГС задано забойное давление. Если на ГС задан
расход, то в этом случае граничное условие задается в виде

−
(

s∇p,n
)
∣

∣

Sc
= q(x, y, z, t), (5)

где q(x, y, z, t) — приток флюида, приходящийся на единицу поверхности ствола ГС. Приток q(x, y, z, t)
в условии (5) вычисляется из предположения, что давление на поверхности ствола горизонтальной сква-

жины постоянно и Q(t) =

∫

Sc

q(x, y, z, t) dσ, где Q(t) — дебит горизонтальной скважины.

Пласт, вскрытый горизонтальной скважиной, моделируется двухсвязной областью. Для разбиения
области фильтрации V на элементы используется алгоритм Боуэра–Уотсона (Bowyer–Watson) [9], осно-
ванный на идее последовательного добавления точек в частично построенную триангуляцию Делоне.

Внутренняя граница представляется в виде цилиндрической полости, повторяющей траекторию сква-
жины. Скважина разбивается на сегменты (см. рис. 2а). На основании каждого сегмента строится впи-
санный правильный многоугольник (рис. 2б), вершины которого принадлежат множеству узлов области.
В результате триангуляции всей области поверхность скважины разбивается на треугольники (основания
примыкающих к скважине тетраэдров).

Рис. 2. Моделирование ГС: а) разбиение ГС на сегменты, б) основание сегмента

Для построения системы алгебраических уравнений относительно неизвестных узловых значений
используется процедура МКЭ в форме метода Галеркина [10]. Согласно этому методу неизвестная пере-

менная p аппроксимируется на элементе V e в виде p ≈ pe =

n
∑

i=1

peiN
e
i , где pe — аппроксимация решения
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на элементе V e, pei — неизвестные значения функции p в узлах элемента, Ne
i — базисные функции, ассо-

циированные с элементом.
В случае стационарной фильтрации получается система линейных алгебраических уравнений, ко-

торую можно представить в виде [K] p = f , p =
{

pe1, p
e
2, . . . , p

e
n

}T
, где K = {ki,j} — глобальная мат-

рица проводимости, p — вектор решения, f — вектор правой части. Дебит скважины Q можно пред-
ставить как сумму притоков, приходящихся на узлы, принадлежащих поверхности ствола скважины:

Q =
∑
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fi =
∑

i∈S

n
∑

j=1

ki,jpj. Здесь S — множество номеров узлов на поверхности скважины.

Условие постоянства давления на поверхности скважины учитывается в виде дополнительного урав-
нения, связывающего дебит, давление в скважине (забойное давление pc) и давление в близлежащих узлах.
Это уравнение получается суммированием строк с номерами из множества S матрицы проводимости. Ко-

эффициенты дополнительного уравнения вычисляются следующим образом: k∗n+1,j =
∑

i∈S

ki,j , j = 1, n,

k∗n+1,n+1 =

n
∑

j=1

k∗n+1,j . Отметим, что с введением дополнительного уравнения расширенная матрица ста-

новится несимметричной.
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}дополнительное уравнение

Граничное условие (3) удовлетворяется автоматически. Граничные условия первого рода (2), (4) соот-
ветствуют случаю, когда давление на контуре питания или на скважине задано. В результирующей мат-
рице они учитываются обычным способом. Например, если i-й узел — узел, в котором давление задано,
то в i-ю строку матрицы вносятся нули за исключением диагональной позиции, в которую помещается 1,
а в i-ю позицию вектора свободных членов помещается известное значение давления.

Результирующая матрица является разреженной, положительно определенной и несимметричной в
силу учета граничных условий. Для решения системы линейных алгебраических уравнений используются
методы подпространств Крылова с предобусловливанием [11, 12]: метод сопряженных градиентов (CG),
метод бисопряженных градиентов (Bi-CG), квадратичный метод сопряженных градиентов (CGS), метод
квазиминимальных невязок (QMR), метод обобщенных минимальных невязок (GMRES), стабилизиро-
ванный метод бисопряженных градиентов (Bi-CGSTAB).

Пример 1. Модельный пласт имеет следующие данные: длина и ширина пласта A = B = 500 м,
толщина пласта C = 25 м, kx = ky = 0, 02 мкм2, kz = 0, 01 мкм2, µ = 25 мПа·с, давление на контуре
pk = 5 МПа, подошва и кровля пласта непроницаемы. Требуется определить забойное давление при
условии, что ГС работает с постоянным дебитомQ = 10 м3/сут. Скважина имеет волнообразный профиль,
длина ствола скважины l = 300 м, радиус скважины rc = 0,1 м.

Рис. 3. Разбиение пласта на элементы

В расчетной области была построена сгущающаяся к скважине тетраэдральная сетка (рис. 3), со-
стоящая из 66 665 элементов. Результирующая система линейных алгебраических уравнений решается
методами CGS, BiCG, BiCGSTAB, BiCGSTAB-P, GMRES и QMR с предобусловливанием [12]. В качестве
предобусловливающей матрицы M используется точечный предобусловливатель Якоби (M = D) и предо-
бусловливатель, основанный на неполной факторизации матрицы системы уравнений (M = ILU(0)) [12].
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Применение указанных предобусловливателей не требует больших вычислительных затрат и в большин-
стве случаев улучшает сходимость итерационных методов. Кроме того, рассматривается случай решения
системы линейных уравнений без предобусловливателя (M = E).

В табл. 1 приводится расчетное время решения системы линейных уравнений и количество итераций
для достижения заданной точности. Знак * в таблице означает, что количество итераций превышает за-
данное максимальное число итераций (бралось равным количеству неизвестных), ** — метод расходится,
*** — предобусловливатель “несовместим” с данным методом.

Таблица 1
Результаты расчетов

M CGS BiCG BiCGSTAB BiCGSTAB-P GMRES QMR
E итерации ** 5267 * * * 4447

время (сек.) ** 34 * * * 59
D итерации * 1765 1333 1225 3833 ***

время (сек.) * 12 11 11 180 ***
ILU(0) итерации 621 675 579 560 1129 ***

время (сек.) 9 10 9 9 25 ***

На рис. 4 приводятся графики сходимости для методов BiCGSTAB, BiCGSTAB-P, GMRES(150). Они
показывают поведение невязки решения ‖rn‖ = ‖b − Apn‖ в зависимости от итераций. Как следует из
рис. 4, для данной задачи методы BiCGSTAB, BiCGSTAB-P с предобусловливателем ILU(0) являются
наиболее эффективными.
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Рис. 4. Сходимость методов: Рис. 5. Вычисленные кривые падения
1 — BiCGSTAB, 2 — BiCGSTAB-P, 3 — GMRES давления: � — на основе МКЭ, ◦ — Eclipse-100

Если профиль скважины является горизонтальным, то для моделирования притока флюида к ГС
эффективным является метод конечных разностей. В этом случае ГС аппроксимируется параллелепипе-
дом, площадь поверхности которого совпадает с площадью поверхности ствола скважины. Область филь-
трации покрывается конечно-разностной сеткой, сгущающейся к стволу скважины. Система линейных
алгебраических уравнений, которая получается в результате аппроксимации задачи, решается методом
неполной факторизации Булеева [13].

Другой подход заключается в замене двухсвязной области фильтрации односвязной. Он состоит в
сопряжении конечно-разностной аппроксимации течения в пласте и аналитической модели течения в
окрестности скважины. При этом используется равномерная сетка, где для расчета притока флюида из
блока (i, j, k) в скважину применяется модель Писмана для анизотропного пласта (скважина параллельна
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оси x) [14]:

qi,j,k =
2π

√

kykz∆x(pi,j,k − pc)

µ ln(re/rc)
, re = 0,28

[

(

kz/ky
)1/2

∆y2 +
(

ky/kz
)1/2

∆z2
]1/2

(

kz/ky
)1/4

+
(

ky/kz
)1/4

,

где pi,j,k — значение давления в расчетном блоке, pc — забойное давление, re — эквивалентный радиус,
на котором давление равно pi,j,k.

Пример 2. Рассматривается модельный пласт с данными примера 1. Скважина расположена в цен-
тре пласта параллельно кровле и подошве. Требуется вычислить дебит ГС при условии, что скважина
работает с постоянным забойным давлением pc = 4 МПа.

Таблица 2
Результаты расчетов

Количество узлов Модель Писмана МКР МКЭ
сетки Q, м3/сут Q, м3/сут Q, м3/сут
5040 6,535 7,454 7,502
10560 6,585 7,068 7,094
20944 6,618 6,870 6,905

В табл. 2. приводятся результаты расчетов методом конечных разностей и конечных элементов в
зависимости от количества узлов сетки. В расчетах для двухсвязной области использовалась сгущающаяся
к стволу скважины сетка узлов. При расчетах по модели Писмана использовалась равномерная сетка
узлов.

При нестационарной фильтрации результирующая система уравнений запишется в виде

(

[K] +
[C]

∆tn

)

pn+1 =
[C]

∆tn
pn + f, p =

{

pe1, p
e
2, . . . , p

e
n

}T
,

где C =
{

ci,j
}

— матрица демпфирования, ∆tn — шаг по времени.
Далее выполняется сравнение результатов численного решения задачи нестационарной фильтрации

флюида к ГС, полученных с помощью метода конечных элементов и пакета ECLIPSE-100.
Пример 3. Предполагается, что добывающая горизонтальная скважина находится в центре изолиро-

ванного пласта, имеющего форму параллелепипеда. Скважина частично вскрывает пласт в направлении
оси x. Параметры пласта и скважины, используемые при моделировании, были взяты из работы [6].

На рис. 5 представлены результаты расчетов, полученные на основе МКЭ и с помощью коммерческого
пакета ECLIPSE-100. Результаты расчетов хорошо согласуются.

3. Постановка и метод решения обратной коэффициентной задачи. Рассматривается обрат-

ная задача определения главных значений тензора проводимости s = k/µ в случае, когда процесс филь-
трации в области V описывается системой уравнений (1) – (3), (5). Дополнительно на скважине известно
изменение давления:

p
∣

∣

Sc
= φ(t). (6)

Решение обратной задачи (1) – (3), (5), (6) сводится к минимизации функционала

J( s ) =

T
∫

0

(

φ(t) − pв(t)
)2
dt, (7)

где φ(t) — наблюдаемые значения забойного давления, pв(t) — вычисленные значения забойного давления.
Итерационная последовательность для минимизации функционала (7) строится градиентным мето-

дом [2]:

sn+1 = sn + αndn, sn = [snx , s
n
y , s

n
z ],

где dn — направление спуска, αn — шаг спуска, который вычисляется из условия min
αn

J(sn + αndn).
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От задачи минимизации (7) при условии выполнения (1) – (3), (5) перейдем к задаче безусловной
минимизации при помощи функционала Лагранжа (ψ(x, y, z, t) — множитель Лагранжа):

Φ( s ) = J( s ) +

T
∫

0

∫

V

ψ
(

β∗
∂p

∂t
−∇( s∇p)

)

dV dt.

Используя условие стационарности функционала Лагранжа δΦ( s ) = 0, получим следующую систему
уравнений, определяющую сопряженную краевую задачу:

β∗
∂ψ

∂t
= −∇( s∇ψ), 0 6 t 6 T, (x, y, z) ∈ V,

ψ(x, y, z, T ) = 0, ψ
∣

∣

∂V1

= 0,

( s∇ψ,n)
∣

∣

∂V1

= 0, ( s∇ψ,n)
∣

∣

Sc
= q∗(x, y, z, t),

где величина q∗(x, y, z, t) удовлетворяет условию

∫

Sc

q∗(x, y, z, t) dσ = −2
(

φ(t) − pв(t)
)

.

Формулы для градиентов функционала невязки относительно главных значений тензора проводимо-
сти имеют вид

J ′

sx = −

T
∫

0

∫

V

∂p

∂x

∂ψ

∂x
dV dt, J ′

sy = −

T
∫

0

∫

V

∂p

∂y

∂ψ

∂y
dV dt, J ′

sz = −

T
∫

0

∫

V

∂p

∂z

∂ψ

∂z
dV dt.

Если два из трех главных значений тензора проводимости совпадают, например sh = sx = sy, но
sh 6= sV = sz , то, как известно, среда называется поперечно-изотропной, или трансверсально-изотропной.
В этом случае составляющие градиента функционала невязки имеют вид

J ′

sh = −

T
∫

0

∫

V

(∂p

∂x

∂ψ

∂x
+
∂p

∂y

∂ψ

∂y

)

dV dt, J ′

sV = −

T
∫

0

∫

V

∂p

∂z

∂ψ

∂z
dV dt.

Для однородного пласта sx = sy = sz = s и выражение для градиента функционала имеет вид

J ′

s = −

T
∫

0

∫

V

(∇p,∇ψ) dV dt.

Для исследования устойчивости предложенного алгоритма в модельную КВД вводились случайным
образом погрешности. Результаты численных экспериментов показали, что предложенный вычислитель-
ный алгоритм устойчив относительно погрешностей исходной информации и позволяет оценить фильтра-
ционные свойства пласта с достаточной для практики точностью. Далее рассматривается пример интер-
претации результатов гидродинамических исследований в горизонтальной скважине № 1947 (Сиреневское
месторождение, Татарстан).

Пример 4. При расчетах использовались следующие значения величин: длина пласта A = 510 м;
ширина пласта B = 400 м; толщина пласта C = 31 м; пластовое давление pc = 3,37 МПа; дебит скважины
Q = 8,6 м3/сут; упругоемкость пласта β∗ = 2 · 10−4 1/МПа; время исследования скважины T = 21 сут;
количество измерений забойных давлений — 23.

На рис. 6 представлен профиль скважины в продуктивном пласте. Длина горизонтальной части ство-
ла составляет 310 м.

Результаты интерпретации кривой откачки представлены на рис. 7. Оценка параметра проводимости
для однородного пласта составила s = 5,62 · 10−4 мкм2/мПа·с, для анизотропного пласта

sx = sy = 5,0 · 10−4 мкм2/мПа · с, sz = 2,9× 10−4 мкм2/мПа · с.
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Рис. 6. Траектория ГС № 1947 Рис. 7. ГС № 1947. Интерпретация кривой
откачки: ♦ — экспериментальная кривая,

◦ — вычисленная кривая

4. Заключение. В данной работе предлагается подход для расчета гидродинамических характе-
ристик ГС, основанный на моделировании горизонтального ствола скважины конечно-разностной или
конечно-элементной сеткой. При интерпретации результатов гидродинамических исследований ГС данный
подход позволяет оценить анизотропию пласта и не требует, в отличие от графоаналитических методов,
идентификации режимов течения.
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