
374 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2026, 27 (3), 374–389. doi 10.26089/NumMet.v27r324

doi 10.26089/NumMet.v27r324 УДК 519.63

Метод граничных элементов для вычисления 2D емкостей
в задачах экстракции

В. В. Сазонов
Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова,

факультет космических исследований,
Москва, Российская Федерация

ORCID: 0000-0002-6168-7438, e-mail: sazonov@cosmos.msu.ru

М. М. Хапаев
Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова,

факультет вычислительной математики и кибернетики,
Москва, Российская Федерация

ORCID: 0000-0003-0701-7043, e-mail: vmhap@cs.msu.ru

Аннотация: В работе рассматриваются двумерные задачи вычисления электростатической
матрицы емкости, возникающие при математическом моделировании микроэлектронных струк-
тур с помощью эквивалентных схем с сосредоточенными параметрами на этапе физической ве-
рификации (задача экстракции). Такие задачи имеют ряд особенностей, к которым относится
сложная структура диэлектриков и проводников, а также необходимость корректной генера-
ции данных для массовых вычислений. Для численного решения применяется метод граничных
элементов, использующий представление решения в виде потенциала простого слоя. Рассматри-
ваются две современные реализации этого известного подхода, основанные на простом методе
Галеркина и нестандартном методе коллокации, дополненные априорно генерируемой адапти-
рованной вычислительной сеткой. Проводится сравнение сходимости, точности и быстродей-
ствия этих алгоритмов. Метод Галеркина точнее для систем уравнений с матрицей умеренной
размерности, тогда как коллокационная процедура быстрее в случае матриц большой размер-
ности. Оба алгоритма достаточно эффективны и могут быть использованы как составная часть
вычислительных методов экстракции. Обсуждаются дополнительные задачи, связанные с вы-
числением матрицы емкости, в том числе моделирование плавающих проводников и вычисление
производных емкостей по геометрическим и другим параметрам.
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Abstract: The paper considers two-dimensional problems of calculating the electrostatic capacitance
matrix that arise in mathematical modeling of microelectronic structures using equivalent circuits
with lumped parameters at the stage of physical verification (the extraction problem). Such problems
have a number of features, including the complex structure of dielectrics and conductors and the
necessity of correct data generation for mass computations. For a numerical solution, the boundary
element method is used, which is based on the representation of the solution as a potential of a simple
layer. Two modern implementations of this well-known approach are considered, based on application
of the simple Galerkin method and the non-standard collocation method both supplemented by
a priori generated adapted computational mesh. A comparison of the convergence, accuracy and
performance of these algorithms is carried out. The Galerkin method is more accurate for systems of
equations with a matrix of moderate dimension, whereas the collocation procedure is faster in the case
of matrices of large dimensions. Both algorithms are quite efficient and can be used as an integral
part of extraction computational algorithms. Additional problems related to the calculation of a
capacitance matrix are discussed, including the modeling of floating conductors and the calculating
capacitance derivatives by geometric and other parameters.
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1. Введение. Проектирование интегральных схем является многоступенчатым процессом, вклю-
чающим ряд задач математического моделирования, в том числе задачи вычислительной геометрии и
генерации математических моделей микросхем в виде эквивалентных схем, состоящих из сопротивлений,
емкостей, индуктивностей, транзисторов, диодов и других схемных элементов [1–3]. Задачу генерации
такой математической модели принято называть задачей экстракции соответствующей схемы [1, 4, 5].
Предметом настоящей работы является решение вспомогательной задачи экстракции, состоящей в вы-
числении так называемых двумерных, или погонных, (2D) емкостей нескольких проводников. С помощью
этих емкостей можно построить полную и достаточно точную эквивалентную схему для микроэлектрон-
ных структур [4].

Проблема вычисления емкостных коэффициентов микроэлектронных структур относится к числу
задач, наиболее требовательных к быстродействию и памяти ЭВМ. В связи с этим современные алгоритмы
генерации эквивалентных схем либо ограничиваются простыми аппроксимациями емкостей элементарных
структур, что не обеспечивает нужной точности вычислений, либо используют двумерные (2D) модели
проводников [4, 6]. Однако в последнем случае требуется производить большое число (сотни тысяч и мил-
лионы) достаточно точных вычислений матрицы емкостей однородных двумерных структур со сложной
конфигурацией проводников и диэлектриков, что является важной особенностью задачи экстракции.

В настоящей работе рассматриваются особенности постановки 2D задачи вычисления физической
матрицы емкостей и проводится сравнение результатов, полученных при помощи двух достаточно эф-
фективных алгоритмов, основанных на методе граничных элементов (Boundary Element Method, BEM).
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Реализация этих алгоритмов входит в состав разрабатываемого в настоящий момент в России программ-
ного обеспечения проектирования СБИС.

Для вычисления матрицы емкостей могут быть применены метод конечных элементов, метод конеч-
ных разностей, статистические методы и различные версии BEM. Обзор таких работ представлен в [7].
Особенности рассматриваемых задач затрудняют применение метода конечных элементов [8] и метода ко-
нечных разностей. Первой особенностью является неограниченная область (полупространство), в которой
ищется решение задачи электростатики. Второй особенностью является сложная структура неоднородной
вмещающей диэлектрической среды, в которой, как правило, относительная диэлектрическая проницае-
мость кусочно-постоянна, что затрудняет автоматическое построение вычислительных сеток. Кроме того,
эффективное применение метода конечных элементов и метода конечных разностей для вычисления пол-
ной матрицы емкостей требует многократного решения задач с разными краевыми условиями. С другой
стороны, метод конечных элементов является безальтернативным для задач с непрерывно меняющей-
ся диэлектрической проницаемостью. Примером достаточно эффективного применения нестандартного
метода конечных элементов является работа [9].

Для среды с кусочно-постоянной диэлектрической проницаемостью эффективным методом является
BEM [10, 11], или иначе метод граничных интегральных уравнений в различной формулировке. В данном
подходе эти уравнения включают в себя интегралы по поверхностям проводников и границ (интерфей-
сов) между диэлектриками с различными постоянными относительными диэлектрическими проницаемо-
стями. Традиционно в задачах экстракции применяется прямой BEM [5, 7, 12], в котором интегральные
уравнения получаются с помощью третьей формулы Грина [13]. В прямом методе граничных элементов
неизвестными для диэлектрических интерфейсов являются две функции — потенциал и его нормальная
производная.

Альтернативным и более простым методом получения интегральных уравнений служит так назы-
ваемый непрямой BEM, в котором уравнения получаются с помощью потенциала простого слоя [13].
Искомыми величинами в этом случае являются плотности поверхностных зарядов для проводников и ин-
терфейсов между областями с разными диэлектриками. Для интерфейсов, в отличие от прямого метода,
неизвестной является единственная функция — плотность потенциала простого слоя.

Характерной особенностью рассматриваемых задач является сложная структура диэлектриков и
большое число интерфейсных границ. Поэтому непрямой метод, по сравнению с прямым, приводит к
системам линейных уравнений значительно меньшей размерности. Вместе с тем матрица системы линей-
ных уравнений прямого метода обладает определенной блочной разреженностью, что позволяет ускорить
решение системы линейных уравнений с этой матрицей [12], в том числе с помощью простой техники
разреженных матриц [14, 15].

В настоящей работе используется вычислительный подход на основе непрямого метода граничных
элементов [10]. Этот вычислительный метод приводит к плотно заполненной матрице системы линейных
уравнений. Особенностью подхода настоящей работы является априорно генерируемая квазинеравномер-
ная сетка [16] для решения интегральных уравнений теории потенциала [17, 11]. Эта сетка учитывает
асимптотическое поведение решения [34, 19] в угловых и узловых точках расчетной области.

Для дискретизации и численного решения интегральных уравнений [10] применяется метод Галер-
кина в известной простой реализации [20] и переработанный нестандартный алгоритм коллокации [21].
Исследуется точность и быстродействие этих алгоритмов в типичных задачах экстракции. При одинако-
вой точности метод коллокации более быстр, однако метод Галеркина более точен и надежен на грубой
сетке. Показано, как эти алгоритмы можно дополнить и использовать для вычисления частичных емко-
стей, а также для учета так называемых плавающих проводников с нулевым полным зарядом. Приводится
модификация этих алгоритмов для вычисления производных емкостных коэффициентов по параметрам,
которыми могут быть геометрические размеры и диэлектрические проницаемости.

2. Постановка задачи.

2.1. Описание многослойной структуры микросхем. Микроэлектронные устройства произво-
дятся при помощи процессов последовательного формирования слоев металлизации и диэлектриков [3].
Толщины слоев и другие различные параметры слоев известны и хранятся в файлах описания технологии
процесса. Кроме этого, там хранится дополнительная информация, необходимая для корректного моде-
лирования физических структур. Так, ширина протяженных проводников отличается от заданной при
проектировании в силу особенностей процесса литографии. Эта ширина должна быть скорректирована,
данные для этого также содержатся в технологическом файле.
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Существует несколько способов описания технологического процесса. Стандартом на сегодняшний
день является формат ICT, разработанный компанией Cadence Design Systems. Его полное описание
приводится в документации к программным продуктам этой компании, но она не является публич-
ной. В открытом доступе имеются ICT-файлы [22, 23], содержащие описание технологических процессов
Skywater 130 и gpdk045. Для наших вычислений мы будем использовать эти данные.

Для рассматриваемой в работе электростатической задачи из файла описания технологического
процесса берутся толщины и относительные диэлектрические проницаемости планарных диэлектрических
слоев. Кроме планарных диэлектриков, также имеются конформные диэлектрики, которые “облегают”
металлические проводники, повторяя их форму. Возможно также наличие произвольных диэлектрических
включений.

Проводники, как правило, имеют прямоугольное или трапециевидное сечение и расположены в со-
ответствующих слоях. Допустимы некоторые структуры, составленные из прямоугольников.

Каждый проводник (возможно многосвязный) имеет уникальный номер. Проводник с номером 0
является референсным и его электростатический потенциал всегда равен нулю. Таким проводником яв-
ляется подложка микросхемы, от которой отсчитываются все высоты металлических и диэлектрических
слоев.

Пример простой двумерной структуры, полученной поперечным сечением группы параллельных
друг другу проводников, находящихся в среде с планарными и конформными диэлектриками, приведен
на рис. 1. Геометрическая модель проводников, диэлектриков и внешних границ полностью описывается с
помощью 𝐾 непересекающихся отрезков прямых (сегментов) 𝑆𝑘, опирающихся на узловые точки. Сегмен-
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Рис. 1. Пример поперечного сечения трех протяженных проводников для процесса Skywater 130. Показаны:
а) проводники net 1, net 2, net 3, б) границы диэлектриков (зеленые сегменты), в) внешняя граница,

ограничивающая расчетную область. Приведены величины относительных диэлектрических проницаемостей с
обеих сторон граничных интерфейсных сегментов. Для внешней границы одна из диэлектрических

проницаемостей равна нулю. Для внутренней части проводников значение 𝜀 не используется и принято равным
нулю. Показаны 40 узловых точек и 38 сегментов, из них 12 используются для описания металлов

Fig. 1. Example of a cross section of three extended conductors for the Skywater 130 process. Shown are: a) conductors
net 1, net 2, net 3, b) boundaries of dielectrics (green segments), c) external boundary limiting the computational

domain. The values of the relative dielectric constants on both sides of the boundary interface segments are presented.
For the outer boundary, one of the dielectric constants is equal to zero. For the inner part of the conductors, the value 𝜀

is not used and is assumed to be zero. The figure contains 40 nodes and 38 segments,
12 of which are used to describe metals
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ты могут быть горизонтальными, вертикальными или наклонными в случае трапециевидных проводников.
На рис. 1 представлено 38 сегментов и 40 точек, причем только 12 сегментов относятся к проводникам.

Далее будем полагать, что все величины имеют безразмерный вид, в котором координаты и длины
сегментов приведены к микронам, потенциалы — к вольтам, а погонные емкости — к фемтофарадам на
микрон.

2.2. Задача вычисления матрицы емкости. Пусть 𝐷 — ограниченная область в 𝑅2, 𝜕𝐷 — ее
внешняя граница, Γ — все внутренние границы 𝐷, разделяющие ее на подобласти с постоянными относи-
тельными диэлектрическими проницаемостями 𝜀(𝑟), 𝜕𝐶𝑗 — границы сечений проводников, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 ,
где 𝑁 — число сечений проводников, причем номер 0 зарезервирован за референсным, возможно мно-
госвязным, проводником, 𝜙(𝑟) — потенциал электрического поля, 𝑟 = (𝑥, 𝑦). Будем полагать, что 𝜕𝐷

имеет ориентацию против часовой стрелки, а 𝜕𝐶𝑗 — по часовой стрелке, причем последние могут быть
многосвязными. Обозначим за 𝜕𝐶0 границу, являющуюся частью 𝜕𝐷 при 𝑦 = 0, которая также может
иметь внутренние компоненты. Внутренние границы Γ могут быть ориентированы произвольно. Поло-
жительным направлением нормали 𝑛 ко всем кривым будем считать левое, которое для границ 𝜕𝐷 и
𝜕𝐶𝑗 направлено внутрь области. Таким образом, для Γ определены диэлектрические проницаемости 𝜀−𝑖
и 𝜀+𝑖 . Для 𝜕𝐷 и 𝜕𝐶𝑗 определена величина 𝜀+𝑗 , а 𝜀−𝑖 = 0. Все внутренние и внешние границы 𝜕𝐷, Γ, 𝜕𝐶𝑗

представляют собой объединение некоторых сегментов 𝑆𝑘.
Матрица емкости определяется и вычисляется в рамках электростатики.
Пусть 𝑉𝑗 — потенциалы проводников 𝜕𝐶𝑗 , причем здесь 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 . Тогда задача электростатики

для потенциала 𝜙(𝑟) имеет вид

∇ ·
(︀
𝜀(𝑟)∇𝜙(𝑟)

)︀
= 0, 𝑟 ∈ 𝐷, 𝑟 /∈ {Γ, 𝜕𝐶𝑗}, (1)[︀

𝜙(𝑟)
]︀
= 0, 𝑟 ∈ Γ, (2)[︂

𝜀(𝑟)
𝜕𝜙(𝑟)

𝜕𝑛

]︂
= 0, 𝑟 ∈ Γ, (3)

𝜀+0 (𝑟)
𝜕𝜙(𝑟)

𝜕𝑛
= 0, 𝑟 ∈ 𝜕𝐷, (4)

𝜙(𝑟) = 𝑉𝑗 , 𝑟 ∈ 𝜕𝐶𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑁, (5)

𝜙(𝑟) = 0, 𝑟 ∈ 𝜕𝐶0. (6)

Здесь [𝜙(𝑟)] означает скачок функции, т.е. разность предельных значений слева и справа на ориен-
тированном контуре [13].

Данная задача иллюстрируется рис. 1. Референсный проводник 𝜕𝐶0 на рисунке отсутствует, так как
соответствующее краевое условие при 𝑦 = 0 учтено в вычислительном методе с помощью функции Грина
и принципа отражения [13].

Кроме многослойных планарных диэлектриков, в рассматриваемых задачах присутствуют конформ-
ные диэлектрики, облегающие металлические проводники. Для любых реальных технологических процес-
сов число различных диэлектрических областей может быть весьма велико.

Для каждого проводника можно вычислить полный заряд

𝑄𝑖 = 2𝜋

∮︁
𝜕𝐶𝑖

𝜀+𝑖 (𝑟)
𝜕𝜙(𝑟)

𝜕𝑛
𝑑𝑙, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁. (7)

Здесь 𝜕𝜙(𝑟)/𝜕𝑛 = ∇𝜙(𝑟) · 𝑛.
Решение задачи (1)–(6) зависит от 𝑁 потенциалов проводников 𝑉𝑖. Пусть 𝑄 = (𝑄1, . . . , 𝑄𝑁 )𝑇 , 𝑉 =

(𝑉1, . . . , 𝑉𝑁 )𝑇 . Так как задача линейна, то 𝑄 и 𝑉 связаны соотношением

𝑄 = 𝐶𝑉 , (8)

где 𝐶 — это физическая матрица емкости [24] размером 𝑁 × 𝑁 . Эта матрица симметрична 𝐶 = 𝐶𝑇 и
положительно определена (𝐶 > 0), если существует референсный проводник 𝜕𝐶0, а если не существует, то
неотрицательно определена (𝐶 ⩾ 0). Недиагональные элементы матрицы емкости отрицательны (𝐶𝑖𝑗 < 0).
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Взаимная емкость проводника 𝑖 и референсного проводника имеет вид

𝐶𝑖0 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶𝑖𝑗 .

Таким образом, решив 𝑁 раз задачу (1)–(6) с правыми частями вида 𝑉 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)𝑇 и вы-
числив полные заряды (7), можно найти все элементы матрицы емкости (8) по столбцам. Для численного
решения (1)–(6) удобно использовать подход на основе интегральных уравнений.

2.3. Интегральные уравнения. Поскольку геометрическая модель расчетной области состоит из
сегментов, перейдем к рассмотрению уравнений по этим сегментам 𝑆𝑘, где 𝑘 = 1, . . . ,𝐾.

Представим решение (1)–(6) в виде потенциала простого слоя с функцией Грина 𝐺(𝑟,𝑝) и плотностью
𝜇𝑘(𝑝):

𝜙(𝑟) =

𝐾∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑆𝑘

𝐺(𝑟,𝑝)𝜇𝑘(𝑝)𝑑𝑙, 𝐺(𝑟,𝑝) = ln

(︂
|𝑟 − 𝑝̄|
|𝑟 − 𝑝|

)︂
, (9)

где 𝑟 = (𝑥, 𝑦), 𝑝 = (𝑥′, 𝑦′), 𝑝̄ = (𝑥′,−𝑦′), а интегрирование в (9) ведется по переменным 𝑝 и 𝑝̄ [13].
Функция Грина может быть выбрана как 𝐺(𝑟,𝑝) = − ln(|𝑟 − 𝑝|) или 𝐺(𝑟,𝑝) = ln(|𝑟 − 𝑝̄|/|𝑟 − 𝑝|). В

последнем случае референсного проводника 𝜕𝐶0 в явном виде может и не быть.
Из свойств потенциала простого слоя [13] следуют уравнения для плотности 𝜇𝑘(𝑝):

𝐾∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑆𝑘

𝐺(𝑟,𝑝)𝜇𝑘(𝑝)𝑑𝑙 = 𝑉𝑗 , 𝑟 ∈ 𝑆𝑖, 𝑆𝑖 ∈ 𝜕𝐶𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑁, (10)

−𝜋(𝜀+𝑖 + 𝜀−𝑖 )𝜇𝑖(𝑟) + (𝜀+𝑖 − 𝜀−𝑖 )

𝐾∑︁
𝑘=1

∫︁
𝑆𝑘

𝜕𝐺(𝑟,𝑝)

𝜕𝑛𝑖
𝜇𝑘(𝑝)𝑑𝑙 = 0, 𝑟 ∈ 𝑆𝑖, 𝑆𝑖 ∈ {Γ, 𝜕𝐷}, (11)

𝑄𝑗 = 2𝜋
∑︁

𝑆𝑘∈𝜕𝐶𝑗

∫︁
𝑆𝑘

𝜀+𝑗 𝜇𝑘(𝑝)𝑑𝑙. (12)

Формула (12) справедлива только для объемных проводников конечной толщины.
Обычно метод граничных элементов формулируется непосредственно для уравнений (10)–(12). Од-

нако удобнее перейти к интегрированию по безразмерному параметру. Пусть все сегменты 𝑆𝑘 задаются с
помощью параметра 𝜉 ∈ [0, 1], 𝑙𝑘 = |𝑆𝑘| — длина сегмента 𝑆𝑘, 𝜆𝑖 = (𝜀+𝑖 − 𝜀−𝑖 )/(𝜀

+
𝑖 + 𝜀−𝑖 ). Обозначим 𝑟𝑚(𝜉)

точку на параметризованном сегменте 𝑆𝑚. Пусть 𝜎𝑘(𝜉) = 𝑙𝑘 · 𝜇𝑘(𝑟𝑘(𝜉)). Тогда уравнения (10)–(12) можно
переписать в следующем виде:

𝐾∑︁
𝑘=1

1∫︁
0

𝐺(𝑟𝑖(𝜉0), 𝑟𝑘(𝜉))𝜎𝑘(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑉𝑗 , 𝜉0 ∈ (0, 1), 𝑆𝑖 ∈ 𝜕𝐶𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑁, (13)

−𝜋
𝜎𝑖(𝜉0)

𝑙𝑖
+ 𝜆𝑖

𝐾∑︁
𝑘=1

1∫︁
0

𝜕𝐺(𝑟𝑖(𝜉0), 𝑟𝑘(𝜉))

𝜕𝑛𝑖
𝜎𝑘(𝜉)𝑑𝜉 = 0, 𝑆𝑖 ∈ {Γ, 𝜕𝐷}, (14)

𝑞𝑘 =

1∫︁
0

2𝜋𝜀+𝑘 𝜎𝑘(𝜉)𝑑𝜉, 𝑄𝑗 =
∑︁

𝑆𝑘∈𝜕𝐶𝑗

𝑞𝑘, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁. (15)

Для вычисления 𝑚-го столбца матрицы емкости решаются уравнения (13)–(15) с потенциалами 𝑉𝑗 = 𝛿𝑗𝑚
проводников в правой части (13), так что для фиксированного 𝑗 значение 𝑉𝑗 = 1 при 𝑗 = 𝑚 и 𝑉𝑗 = 0 при
𝑗 ̸= 𝑚. Тогда, согласно (8), 𝐶𝑗𝑚 = 𝑄𝑗 .
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3. Вспомогательные задачи.

3.1. Частичные емкости. Для некоторых задач экстракции необходимо представить емкости как
сумму определенных компонент. Например, нужно выделить емкость, связанную с нижней границей про-
водника, которая имеет физический смысл уточненной емкости простого конденсатора, образованного
нижней границей проводника и референсной плоскостью. Представим границу проводника 𝑗 в виде объ-

единения 𝑀𝑗 частей: 𝜕𝐶𝑗 =
𝑀𝑗⋃︀
𝑚=1

𝜕𝐶𝑗,𝑚. Тогда емкость 𝐶𝑖𝑗 можно представить в виде суммы 𝑀𝑗 частичных

емкостей 𝐶𝑖,𝑗,𝑚:

𝐶𝑖,𝑗 =

𝑀𝑗∑︁
𝑚=1

𝐶𝑖,𝑗,𝑚, 𝐶𝑖,𝑗,𝑚 =
∑︁

𝑆𝑘∈𝜕𝐶𝑗,𝑚

2𝜋

1∫︁
0

𝜀+𝑘 𝜎𝑘(𝜉)𝑑𝜉.

Величины 𝜎𝑘(𝜉) соответствуют решениям основной задачи вычисления компонент матрицы емко-
сти (13)–(15).

3.2. Плавающие проводники. Плавающими проводниками называют проводники, потенциал ко-
торых 𝑉 не определен, а их полный заряд (15) 𝑄 = 0. Плавающие проводники не представлены в матрице
емкости, но оказывают влияние на значения ее элементов.

Существует два подхода к решению задачи с плавающими проводниками. Первый заключается в
вычислении полной матрицы емкости с включением плавающих проводников как обычных. После этого
матрица преобразуется к матрице меньшей размерности с использованием условия 𝑄 = 0.

Второй подход состоит в учете влияния плавающих проводников на этапе вычисления матрицы
емкости. Для этого уравнения (13)–(14) дополняются условиями для плавающего проводника 𝜕𝐶𝑚

∑︁
𝑆𝑘∈𝜕𝐶𝑚

2𝜋

1∫︁
0

𝜀+𝑘 𝜎𝑘(𝜉)𝑑𝜉 = 0,

а потенциал 𝑉𝑚 считается искомой величиной. Плавающих проводников может быть несколько.
3.3. Производные емкости по параметрам. Помимо задачи вычисления физической матрицы

емкостей, также представляет интерес задача вычисления производных компонент матрицы по парамет-
рам [25–30]. Параметры могут быть как геометрическими, например, ширина и толщина проводников [25],
так и относительными диэлектрическими проницаемостями. Производные могут быть вычислены с помо-
щью варьирования параметров и численного дифференцирования, но такие результаты могут оказаться
неточными, а также требуют многократного решения полной задачи вычисления емкостей.

Производные по параметру могут быть использованы для варьирования результатов вычислений без
решения полной задачи. Пусть 𝐶(𝑠) — некоторая емкость, 𝐶(𝑠̄) — ее номинальное значение, 𝑠 — параметр,
тогда 𝐶(𝑠) ≈ 𝐶(𝑠̄) + 𝐶 ′

𝑠(𝑠̄) · (𝑠− 𝑠̄).
Известен подход на основе прямого дифференцирования исходных уравнений в виде (10)–(12), однако

он достаточно громоздок [26]. Простое решение базируется на рассмотрении уравнений с интегралами в
безразмерной форме и с постоянными пределами интегрирования (13)–(15) и дифференцировании по
геометрическим параметрам (Direct Differentiation Method, DDM). Для краткости рассмотрим случай
𝐺(𝑟,𝑝) = − ln(|𝑟 − 𝑝|) и будем полагать, что направление нормали не зависит от параметра.

Запишем уравнения (13), (14) в операторной форме. Параметров может быть несколько. В этом
случае обозначим за 𝑠 вектор параметров. Тогда

𝐴(𝑠)𝜎(𝑚)(𝑠) = 𝑉 (𝑚). (16)

При нахождении 𝑚-го столбца матрицы емкостей считаем, что потенциал проводника 𝑚 равен единице,
а потенциалы остальных проводников равны нулю. В общем случае требуется вычислить ∇𝑠𝐶𝑘𝑚(𝑠). Для
этого необходимо знать производные 𝜕𝐶𝑘𝑚(𝑠)/𝜕𝑠, где 𝑠 ∈ 𝑠. На первом этапе нужно решить (16) для
номинальных значений параметров.

Пусть 𝑠 — геометрический параметр, например ширина некоторого проводника. Введем следующие
обозначения:

𝛿𝑗(𝜉) = 2𝜋𝜀+𝑗
𝜕𝜎𝑗

𝜕𝑠
, 𝜈𝑗(𝜉) =

𝜕𝑟𝑗(𝜉)

𝜕𝑠
. (17)
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Тогда для фиксированного значения 𝑚 справедливо равенство

𝜕

𝜕𝑠
𝐶𝑚𝑛(𝑠) =

∑︁
𝑗∈𝜕𝐶𝑛

1∫︁
0

𝛿𝑗(𝜉)𝑑𝜉. (18)

Дифференцируя (13)–(15) по параметру 𝑠 ∈ 𝑠, получим интегральные уравнения для 𝛿𝑘(𝜉) ((19) —
для проводников и (20) — для интерфейсов и границ области):

𝐾∑︁
𝑘=1

1∫︁
0

𝐺
(︀
𝑟𝑖(𝜉0), 𝑟𝑘(𝜉)

)︀
𝛿𝑘(𝜉)𝑑𝜉 = −

𝐾∑︁
𝑘=1

1∫︁
0

(𝜈𝑖(𝜉0)− 𝜈𝑘(𝜉))∇𝐺
(︀
𝑟𝑖(𝜉0), 𝑟𝑘(𝜉)

)︀
𝜎𝑘(𝜉)𝑑𝜉, (19)

− 𝜋𝛿𝑖(𝜉0)

𝑙𝑖
+ 𝜆𝑖

𝐾∑︁
𝑘=1

1∫︁
0

𝜕𝐺
(︀
𝑟𝑖(𝜉0), 𝑟𝑘(𝜉))

)︀
𝜕𝑛𝑖

𝛿𝑘(𝜉)𝑑𝜉 =

= −𝜋𝜎𝑖(𝜉0)

𝑙2𝑖

𝜕𝑙𝑖
𝜕𝑠

− 𝜆𝑖

𝐾∑︁
𝑘=1

1∫︁
0

(︀
𝑛𝑖(𝜉0),∇2

𝑟𝐺
(︀
𝑟𝑖(𝜉0), 𝑟𝑘(𝜉)

)︀
(𝜈𝑖(𝜉0)− 𝜈𝑘(𝜉))

)︀
𝜎𝑘(𝜉)𝑑𝜉. (20)

Сначала решается основная задача (13)–(15), затем система (19), (20), которая отличается от основной
только правой частью, а после вычисляется (18). Необходимыми входными данными для метода прямого
дифференцирования служат производные координат узловых точек по параметру 𝑠.

Известная техника сопряженных уравнений [27, 28] (Adjoint Differentiation Method, ADJM) может
быть адаптирована для уравнений (13), (14). Пусть для проводника 𝑚 задан потенциал 𝑉𝑚 = 1, а осталь-
ные проводники имеют нулевой потенциал. Решение этой задачи позволяет определить емкости 𝐶𝑛𝑚(𝑠),
𝑛 = 1, . . . , 𝑁 . Рассмотрим вычисление производной 𝜕𝐶𝑛𝑚(𝑠)/𝜕𝑠.

Пусть 𝑞(𝑚) — вектор (размерности 𝐾) полных зарядов на сегментах с компонентами

𝑞
(𝑚)
𝑘 =

1∫︁
0

2𝜋𝜀+𝑘 𝜎
(𝑚)
𝑘 (𝜉)𝑑𝜉, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾,

а вектор 𝑣(𝑛) (тоже размерности 𝐾) с компонентами 0 или 1, такой что выполняется равенство

𝐶𝑛𝑚(𝑠) = 𝑄𝑛 =
∑︁

𝑆𝑘∈𝜕𝐶𝑛

𝑞
(𝑚)
𝑘 = (𝑣(𝑛), 𝑞(𝑚)). (21)

Таким образом,
𝜕

𝜕𝑠
𝐶𝑛𝑚(𝑠) = (𝑣(𝑛),

𝜕

𝜕𝑠
𝑞(𝑚)(𝑠)).

Дифференцируя (16), получаем

𝐴(𝑠)𝛿(𝑚)(𝑠) +
𝜕𝐴(𝑠)

𝜕𝑠
𝜎(𝑚)(𝑠) = 0,

𝛿(𝑚)(𝑠) = −𝐴−1(𝑠)
𝜕𝐴(𝑠)

𝜕𝑠
𝜎(𝑚)(𝑠),

𝜕

𝜕𝑠
𝐶𝑛𝑚(𝑠) =

∑︁
𝑆𝑘∈𝜕𝐶𝑛

1∫︁
0

𝛿
(𝑚)
𝑘 (𝑠)𝑑𝜉 = −

1∫︁
0

(︂
(𝐴−1)𝑇 (𝑠)𝑣(𝑛),

𝜕𝐴(𝑠)

𝜕𝑠
𝜎(𝑚)(𝑠)

)︂
𝑑𝜉 =

=

⎛⎝𝑤(𝑛),

1∫︁
0

𝜕𝐴(𝑠)

𝜕𝑠
𝜎(𝑚)(𝑠)𝑑𝜉

⎞⎠ , (22)

𝐴𝑇𝑤(𝑛) = −𝑣(𝑛). (23)

Метод ADJM удобнее для вычисления градиента 𝐶𝑛𝑚(𝑠) по нескольким параметрам 𝑠.
При решении (13), (14) проекционными методами уравнения DDM и ADJM записываются для дис-

кретной сеточной задачи.
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4. Геометрический препроцессор. Полный вычислительный алгоритм нахождения матрицы ем-
кости состоит из двух компонент — геометрического препроцессора и вычислительного модуля.

Входными данными для геометрического препроцессора служит файл описания технологического
процесса и данные о проводниках, расположенных в определенных слоях металлизации. Результатом ра-
боты этой части алгоритма является формирование конфигурации сегментов и узловых точек, на которые
опираются сегменты. Сегменты не могут пересекаться, а имеют лишь общие начальные и конечные точки.
Сегменты могут быть частью границ проводников, интерфейсами между различными диэлектрическими
средами или частью внешней границы.

Формирование сегментов 𝑆𝑘 происходит последовательно: сначала определяются фигуры проводни-
ков, потом добавляются непланарные части конформных диэлектриков, затем добавляются их планарные
части и планарные диэлектрики. Размер области вычисления по ширине и высоте задается исходя из со-
ображений точности и скорости вычислений. Ширина выбирается кратной высоте всех проводников с
таким расчетом, чтобы все емкости не менялись при увеличении этой ширины. Для задачи с нижним
референсным проводником обычно достаточно выбрать расстояние от краев проводников до боковых гра-
ниц равным 3–5 высотам проводников. Результат работы препроцессора приведен на рис. 1, однако на
нем внешние границы для удобства представления показаны ближе, чем в расчетах.

5. Метод граничных элементов.

5.1. Метод Бубнова–Галеркина. Принципиальной особенностью задачи (13), (14) является син-
гулярность решения в угловых и узловых точках внутренних и внешних границ [19, 34]. Таким образом,
в узловых точках, являющихся концами сегментов 𝑆𝑘, функции 𝜇𝑘(𝑟) не всегда определены, а функции
𝜎𝑘(𝜉) или их производные в точках 𝜉 = 0 и 𝜉 = 1 могут обращаться в бесконечность. Поэтому для реше-
ния (13), (14) методом Галеркина обычно используют кусочно-постоянные базисные и пробные функции,
так как они не требуют задания значений в граничных точках.

Для каждого сегмента 𝑆𝑘 нужно ввести сетку из 𝑛𝑘 ячеек на интервале параметризации (0, 1) исходя
из параметра точности ℎ, так что 𝑛𝑘 = 𝑙𝑘/ℎ. Величина ℎ либо считается заданной, либо вычисляется
автоматически как, например, минимальная ширина проводников в файле описания технологии, деленная
на 4, т.е. min 𝑙𝑘/4.

Сеткой и ее ячейками в нашем случае являются сегменты, получаемые путем разбиения на части
исходных сегментов. Число сегментов разбиения определяет размерность сеточной системы линейных
уравнений. Число и размер сегментов разбиения обусловливают точность и быстродействие всего алго-
ритма [16]. Целью процедуры разбиения является получение сетки минимальной размерности, обеспечи-
вающей хорошую точность. Математически корректная, асимптотически правильная и простая процедура
разбиения исходных сегментов описана ранее в [11, 17] для задачи без диэлектриков. Эта процедура со-
стоит в полиномиальном сгущении сетки к угловым точкам проводников в зависимости от величины угла
между сегментами. В случае, если к угловой точке примыкает диэлектрический интерфейс, то изменяется
порядок сингулярности [19]. Однако точно подбирать степень сгущения не обязательно: расчеты показы-
вают, что квадратичный порядок сгущения сетки обеспечивает хорошую точность во всех случаях [21].

После применения процедуры разбиения исходных сегментов система уравнений по-прежнему име-
ет вид (13), (14). Однако теперь 𝐾 =

∑︀
𝑘

𝑛𝑘 означает общее число ячеек вычислительной сетки и может

достигать нескольких тысяч. Далее полагается 𝜎𝑘(𝜉) = 𝑞𝑘/𝑙𝑘, и каждое уравнение интегрируется по от-
резку [0, 1]. В результате приходим к системе линейных уравнений с плотно заполненной матрицей 𝐴 и
матрицей правых частей 𝑉 размером 𝐾 ×𝑁 :

𝐴𝑞 = 𝑉 , (24)

(𝐴)𝑖𝑗 =
1

𝑙𝑖𝑙𝑗

1∫︁
0

1∫︁
0

𝐺(𝑟𝑖(𝜉0), 𝑟𝑗(𝜉))𝑑𝜉𝑑𝜉0, 𝑟𝑖 ∈ 𝜕𝐶𝑖, (25)

(𝐴)𝑖𝑗 = −𝜋𝛿𝑖𝑗/𝑙𝑖 + 𝜆𝑖
1

𝑙𝑖𝑙𝑗

1∫︁
0

1∫︁
0

𝜕𝐺(𝑟𝑖(𝜉0), 𝑟𝑗(𝜉))

𝜕𝑛𝑖(𝜉0)
𝑑𝜉𝑑𝜉0, 𝑟𝑖 ∈ {Γ, 𝜕𝐷}, (26)

где 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝐾) и 𝑟𝑗 ∈ 𝑆𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝐾. Интегралы в (25), (26), включая сингулярные при 𝑖 =

𝑗, вычисляются аналитически [20]. Искомые величины полных поверхностных зарядов 𝑞𝑘 относятся к
сегментам 𝑆𝑘.
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Плавающие проводники с неопределенным потенциалом и нулевым полным зарядом увеличивают
размерность матрицы линейных уравнений на несколько строк и столбцов.

Для вычисления производных емкостей по параметрам решение базовой задачи (24) надо дополнить
решением уравнений DDM (19), (20) или ADJM (22), (23). Сформулируем эту задачу для метода ADJM
и метода Галеркина. Пусть 𝑠 — вектор геометрических параметров. Для вычисления емкостей 𝐶𝑚𝑛(𝑠)

сначала решается система сеточных уравнений (16). Представим 𝐶𝑚𝑛 (21) в виде скалярного произведения
𝑞(𝑚)(𝑠) и вектора 𝑣(𝑛) размерностью 𝐾 =

∑︀
𝑘

𝑛𝑘, имеющего компоненты 0 и 1:

𝐶𝑚𝑛(𝑠) =
(︀
𝑣(𝑛), 𝑞(𝑚)(𝑠)

)︀
.

Дифференцируя 𝐴(𝑠)𝑞(𝑚)(𝑠) = 𝑉 (𝑚) и полагая 𝐴𝑇 (𝑠)𝑤(𝑛) = −𝑣(𝑛), получаем

∇𝑠𝐶𝑚𝑛(𝑠) =

𝐾∑︁
𝑗=1

𝑣
(𝑛)
𝑗 · ∇𝑠𝑞

(𝑚)(𝑠) =
(︁
𝑤(𝑛),∇𝑠

(︀
𝐴(𝑠)𝑞(𝑚)(𝑠)

)︀)︁
.

Таким образом, метод вычисления производных ADJM, как и DDM, помимо решения основной систе-
мы линейных уравнений, дополнительно требует решения систем с той же матрицей и другими правыми
частями. Для вычисления этих правых частей необходимо выполнить 𝑂(𝐾2) арифметических операций.
Алгоритмы ADJM и DDM могут различаться по быстродействию в зависимости от числа проводников
и параметров. Дополнительными входными данными для вычисления производных (чувствительности)
по геометрическим параметрам служат производные координат узловых точек сегментов по параметрам
𝜈𝑗(𝜉) (17).

Алгоритм DDM может быть применен для вычисления производных емкостей по относительным
диэлектрическим проницаемостям.

5.2. Коллокация и кусочно-полиномиальная аппроксимация. Метод коллокации на основе
кусочно-линейной аппроксимации для системы (13), (14) использует ту же неравномерную сетку для
каждого исходного сегмента, что и метод Галеркина, однако измельчение сегментов не производится,
и аппроксимируются непосредственно уравнения (13), (14) [21]. В отличие от описанного выше метода
Галеркина, искомые значения плотности зарядов 𝜎𝑘(𝜉) соответствуют узлам сетки каждого сегмента,
а не ячейкам. Краевые точки сегментов 𝜉 = 0 и 𝜉 = 1 узлами сетки не являются. Для внутренних
ячеек используется стандартная линейная аппроксимация 𝜎𝑘(𝜉) ≈ 𝜎ℎ

𝑘,𝑖 + (𝜉 − 𝜉𝑖)(𝜎
ℎ
𝑘,𝑖+1 − 𝜎ℎ

𝑘,𝑖)/(𝜉𝑖+1 − 𝜉𝑖),

где 𝑖 = 1, . . . , 𝑛𝑘, а на ячейках сетки (0, 𝜉1) и (𝜉𝑛𝑘
, 1) применяется постоянная аппроксимация 𝜎𝑘(𝜉) ≈

𝜎ℎ
𝑘,1, 𝜎𝑘(𝜉) ≈ 𝜎ℎ

𝑘,𝑛𝑘
соответственно, так что сеточная функция 𝜎ℎ

𝑘 аппроксимирует сингулярное решение на
𝑆𝑘 в интегральной норме.

Пусть 𝜙ℎ(𝜉) — базисные функции кусочно-линейной интерполяции, 𝜉0 = 0, 𝜉𝑛𝑘
= 1. Матричные

элементы сеточных уравнений метода коллокации

𝐴𝜎ℎ = 𝑉 (27)

имеют вид

(𝐴)𝑖𝑗 =

𝜉𝑗+1∫︁
𝜉𝑗−1

𝐺
(︀
𝑟𝑘(𝜉𝑖), 𝑟𝑚(𝜉)

)︀
𝜙ℎ
𝑗 (𝜉)𝑑𝜉, 𝑆𝑘 ∈ 𝜕𝐶, (28)

(𝐴)𝑖𝑗 = −𝜋𝛿𝑖𝑗/𝑙𝑘 + 𝜆𝑖

𝜉𝑗+1∫︁
𝜉𝑗−1

𝜕𝐺(𝑟𝑘(𝜉𝑖), 𝑟𝑚(𝜉))

𝜕𝑛𝑖(𝜉𝑖)
𝜙ℎ
𝑗 (𝜉)𝑑𝜉, 𝑆𝑘 ∈ {Γ, 𝜕𝐷}. (29)

Здесь 𝜕𝐶 — общая граница проводников, Γ — все внутренние границы расчетной области, 𝑟𝑚 ∈ 𝑆𝑚,
𝑚 = 1, . . . ,𝐾. Интегралы в (28), (29) находятся численно с использованием квадратур Гаусса. Сингулярная
часть интеграла (28) при 𝑖 = 𝑗 выделяется и интегрируется аналитически [21].

По сравнению с методом Галеркина описанный метод коллокации имеет более высокий порядок ап-
проксимации. С другой стороны, оба метода дискретизации при вычислении емкостей обладают свойством
сверхсходимости [17], которая, однако, доказана только для модельных уравнений. Поэтому реальная точ-
ность и быстродействие алгоритмов могут быть установлены только в ходе расчетов, результаты которых
приведены ниже.
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5.3. Решение системы сеточных уравнений. Непрямой метод граничных элементов основан на
использовании потенциала простого слоя, и для каждого граничного сегмента искомой величиной явля-
ется плотность потенциала простого слоя 𝜎𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾. Прямой метод граничных элементов, обычно
применяемый в задачах экстракции [5, 12], использует третью формулу Грина с двумя функциями: по-
тенциалом 𝑣(𝜉) и его нормальной производной 𝜕𝑣(𝜉)/𝜕𝑛. На проводниках 𝜕𝐶𝑖 известен потенциал 𝑣(𝜉) и
ищется 𝜕𝑣(𝜉)/𝜕𝑛, на внешней границе 𝜕𝑣(𝜉)/𝜕𝑛 = 0, а искомой величиной является 𝑣(𝜉). На интерфейс-
ных сегментах искомыми величинами являются обе функции: 𝑣(𝜉) и 𝜕𝑣(𝜉)/𝜕𝑛. Таким образом, непрямой
метод использует меньше искомых функций, чем прямой. При дискретизации на одинаковых сетках это
приводит к значительной разности в размерности матриц сеточных линейных уравнений. Так как чис-
ло интерфейсных сегментов, как правило, является доминирующей величиной по сравнению с числом
сегментов других типов (рис. 1), то непрямой метод представляется более эффективным, несмотря на
известную блочно-разреженную структуру матрицы прямого метода [12].

Оба алгоритма (аппроксимация Галеркина и метод коллокации) используют одну и ту же сетку зна-
чений параметра 𝜉 на каждом сегменте 𝑆𝑘. Размерность матрицы 𝐴 в (24), (27) приблизительно одинакова
и составляет

∑︀
𝑘

𝑛𝑘, где 𝑛𝑘 — число узлов или ячеек сетки на каждом сегменте. Для решения систем линей-

ных уравнений (24), (27) с 𝑁 правыми частями используется реализация LU разложения из библиотеки
Eigen [14].

5.4. Программа. Геометрический препроцессор и вычислительные методы Галеркина и коллокации
реализованы на C++ в рамках проекта по экстракции и моделированию микроэлектронных структур.

Программа метода коллокации представляет собой переработку и усовершенствование алгоритма [21]
и программы [31, 32].

6. Расчеты и сравнение вычислительных алгоритмов. Приведем данные о быстродействии
и точности метода Галеркина (далее для краткости GBEM) и метода коллокации (CBEM) для простой
характерной структуры, представленной на рис. 2. Эта структура состоит из трех проводников, причем
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Рис. 2. Структура из трех проводников net 1, net 2, net 3, для которой выполнялись расчеты контроля точности
и быстродействия. Приведены величины относительных диэлектрических проницаемостей для областей,

включающих конформные диэлектрики. Также представлены узлы неравномерной сетки, адаптированной к
решению. Показана неоднородная расчетная сетка для всех сегментов

Fig. 2. Structure of three conductors net 1, net 2, net 3, for which accuracy and performance control calculations were
performed. The values of relative dielectric constants for domains including conformal dielectrics are presented.

Projection mesh nodes adapted to the solution are also shown. A heterogeneous computational mesh for
all segments is presented
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проводники 1 и 2 расположены симметрично относительно середины проводника 3, так что 𝐶13 = 𝐶23.
Показана неоднородная сетка со сгущением в областях всех возможных особенностей решения, а так-
же проекции угловых точек проводников для формирования структур типа плоского конденсатора, что
увеличивает точность расчетов.

Нижняя граница, соответствующая однородному краевому условию первого рода, на рис. 2 отсут-
ствует, а краевое условие учитывается с помощью функции Грина. Структура на рисунке имеет умерен-
ную ширину. Расчеты проводились для более широкой структуры, так что краевые эффекты на удаленной
границе оказывают незначительное влияние на результат.

Полное время одного расчета складывается из времени работы геометрического препроцессора, вре-
мени формирования матрицы сеточных уравнений и времени решения сеточных уравнений. Время геомет-
рического препроцессора незначительно. Остальные данные (время заполнения матрицы, факторизация
вместе со временем решения, а также полное время расчета) приведены на рис. 3. Как можно видеть,
алгоритм CBEM несколько быстрее GBEM при одинаковой точности.

Данные о точности также приведены на рис. 3 на кривых, соответствующих полному времени расче-
тов. Эта точность является относительной и определяется как максимальная относительная погрешность
между всеми элементами матрицы емкостей. Максимальную относительную погрешность имеют недиа-
гональные элементы 𝐶𝑖𝑗 .

Соотношение 𝐶13 = 𝐶23 выполняется с точностью, показанной на рис. 3. Результаты GBEM и CBEM
в пределах вычислительной погрешности согласуются как между собой, так и с результатами программы
FasterCap [33]. Однако FasterCap, как правило, уступает в быстродействии при той же точности расчетов.
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Рис. 3. Быстродействие и точность алгоритмов GBEM (по методу Галеркина) и CBEM (по методу коллокации).
Графики “CBEM fill BEM matrix” и “GBEM fill matrix” демонстрируют время вычисления матриц уравнений по

методу граничных элементов; “CBEM LU+solve” и “GBEM LU+solve” соответствуют полному времени
факторизации и последующему решению системы линейных уравнений с помощью библиотеки Eigen; “CBEM

total time (fill+solve)” и “GBEM total time (fill+solve)” иллюстрируют полное время решения интегральных
уравнений. Достигнутая точность связана с размерностью матриц и полным временем вычислений и указана на

кривых времени расчета

Fig. 3. Performance and accuracy of GBEM (Galerkin-based method) and CBEM (collocation-based method)
algorithms. The “CBEM fill BEM matrix” and “GBEM fill matrix” plots show the calculation time of the equation

matrices of the boundary element method; “CBEM LU+solve” and “GBEM LU+solve” correspond to the total time of
factorization and subsequent solution of the linear equation system using the Eigen library; “CBEM total time

(fill+solve)” and “GBEM total time (fill+solve)” represent the total time for solving integral equations. The achieved
accuracy is related to the matrix dimension and the total computation time and is shown on the calculation time curves
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Расчеты проводились на ПК с процессором Ryzen 7 5825U и операционной системой Linux без ис-
пользования многопоточности.

Расчеты чувствительности по алгоритму DDM (18)–(20) были представлены ранее в [25].

7. Выводы. В статье представлена постановка двумерной задачи вычисления матрицы емкостей,
а также связанные с ней дополнительные задачи, возникающие при проектировании микроэлектронных
структур. Эти задачи имеют ряд особенностей, главной из которых является большое число внутренних
границ между средами с постоянными относительными диэлектрическими проницаемостями. Для числен-
ного решения предложен метод граничных элементов на основе потенциала простого слоя. Таким образом,
искомыми величинами служат плотности поверхностных зарядов на проводниках и границах диэлектри-
ческих сред. Эта хорошо известная форма сведения задачи электростатики к интегральным уравнениям
отличается от принятого в задачах экстракции прямого метода, основанного на использовании третьей
формулы Грина, меньшим числом неизвестных функций и меньшей размерностью матрицы дискретных
сеточных уравнений (хотя и плотно заполненной). Граничные интегральные уравнения решаются проек-
ционными методами Галеркина, а также при помощи специально разработанного алгоритма коллокации
повышенного порядка аппроксимации. Главной особенностью нашей реализации этих алгоритмов слу-
жит автоматический априорный выбор неравномерных сеток, обеспечивающий высокую точность при
умеренной размерности системы линейных сеточных уравнений. Оба алгоритма реализованы в среде об-
щего проекта экстракции эквивалентных схем для моделирования и проектирования микроэлектронных
структур. Проведено исследование точности и быстродействия алгоритмов. Метод коллокации несколько
быстрее метода Галеркина при одинаковой точности для задач с матрицей линейных уравнений большой
размерности. С другой стороны, поскольку матричные элементы в методе Галеркина вычисляются ана-
литически, то он более надежен в случае грубых сеток и больших структур. Описанный в работе вариант
метода Галеркина удобнее и проще в реализации при переносе на трехмерные задачи.
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