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Аннотация: В работе предлагается новый двухуровневый нейросетевой подход к совместной
инверсии гравитационных и магнитных полей в задаче поиска полезных ископаемых. Нижний
уровень использует две эквивалентные по архитектуре нейронные сети. Одна вычисляет рас-
пределение источников гравитационного поля в заданной области по измерениям этого поля на
некоторой удаленной поверхности. Вторая находит в той же области распределение источников
магнитного поля по измерениям магнитного поля. На верхнем уровне вычисляется структурная
невязка двух полученных распределений источников, которая определяет “степень различия”
их геометрий. Результирующая нейронная сеть обучается таким образом, чтобы структурная
невязка была минимальной. В итоге эта двухуровневая система реализует вычислительный
алгоритм, который находит геометрически близкие источники полей различной природы. Те-
стовые расчеты демонстрируют высокое качество совместной инверсии модельных гравитаци-
онных и магнитных полей в рамках предложенного подхода.
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Abstract: The paper proposes a new two-level neural network approach to joint inversion of
gravitational and magnetic fields in the problem of mineral exploration. The lower level uses
two neural networks with equivalent architecture. The first network calculates the distribution of
gravitational field sources in a given domain based on measurements of this field on a certain remote
surface. The second one finds the distribution of magnetic field sources in the same area based on
magnetic field measurements. At the upper level, a structural residual between the two obtained
source distributions is calculated, which determines the “degree of difference” of their geometries.
The resulting neural network is trained to minimize this structural discrepancy. As a result, this
two-level system implements a computational algorithm that finds geometrically close sources of
fields of different nature. Test simulations demonstrate the high quality of joint inversion of model
gravitational and magnetic fields within the proposed approach.
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structural residual.
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1. Введение. Задачи инверсии потенциальных полей, которые часто возникают в гравиразведке и
магниторазведке, являются важной составляющей практического поиска полезных ископаемых. Среди
таких задач существенный интерес представляют те, которые связаны с восстановлением формы и места
залегания трехмерных рудных структур. Данными здесь служат различные измерения гравитационных
и магнитных полей. Поиск по этим данным распределений источников гравитационного (магнитного)
поля принято называть обратной задачей гравиметрии (магнитометрии). Как правило, соответствующие
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обратные задачи математически ставились и решались раздельно [2–5]. Однако в последнее время возник
большой интерес к их совместному решению (см., например, обзор [6]).

Каждая из указанных обратных задач является некорректно поставленной, и при их раздельном
решении часто используется тихоновская регуляризация [4, 7, 8]. Как пример, можно привести работу [9].
Также используются методы, в которых регуляризация обеспечивается достаточно детальной априорной
информацией о решении. Априорная информация может быть использована и для упрощения процедур
решения. Например, если известно, что восстанавливаемый подземный объект имеет слоистую структуру
с известной плотностью каждого слоя, то можно поставить обратную задачу о восстановлении формы
поверхностей, разделяющих эти слои [10, 11]. В этом случае исходная задача восстановления трехмер-
ной области залегания рудного пласта сводится к двумерной задаче определения поверхностей раздела.
Полученное понижение размерности решаемой задачи существенно уменьшает ее вычислительную слож-
ность. Если же никакой априорной информации о решении нет, то задачи инверсии потенциальных полей
приходится решать в общей (трехмерной) постановке. Это, в свою очередь, сопряжено со значительны-
ми теоретическими и вычислительными трудностями. Еще большие сложности возникают при попытках
совместной инверсии полей.

В данной работе мы рассматриваем проблему совместной инверсии потенциальных полей, предпо-
лагая, что источники гравитационного и магнитного поля сосредоточены в одной и той же области и
имеют одну и ту же параметризованную геометрическую форму. Наша цель — найти пространственную
структуру и место залегания единого рудного тела, состоящего из этих источников. Данными для реше-
ния этой задачи служат измерения потенциальных полей (гравитационного и магнитного), создаваемых
рудным телом на поверхности рельефа местности или вблизи нее. Предлагаемый нами подход к реше-
нию этой задачи будет основан на использовании нейронных сетей и методов машинного обучения [12].
Как нам представляется, такая методика открывает возможности для развития эффективных подходов
именно в трехмерной совместной инверсии потенциальных полей. Основанием служит выразительная
способность нейронных сетей, то есть возможность эффективно воспроизводить сложные зависимости.

При проектировании и использовании нейронных сетей необходимо решить несколько проблем: вы-
брать тип и архитектуру нейронной сети, выбрать параметры обучения, задать критерий обучения (функ-
цию потерь, loss), адекватно задать множество данных для обучения (датасет, dataset). Все эти аспекты
должны отражать специфику решаемой задачи, и об этом будет сказано ниже. Но для задачи совместной
инверсии потенциальных полей с помощью нейронных сетей возникает и ряд дополнительных проблем.
Большинство из них связано с некорректностью решаемой обратной задачи.

Прежде всего, это неединственность ее решения [2, 3, 13]. Одному и тому же набору измерений
гравитационного и/или магнитного поля на заданной поверхности могут отвечать различные по геомет-
рическим конфигурациям и физическим свойствам наборы трехмерных подземных источников. Другая
проблема — это неустойчивость решений задачи инверсии по отношению к малым возмущениям данных:
“близким” данным (в рассматриваемой метрике) могут соответствовать существенно разные подземные
структуры. Это может приводить к неприемлемым ошибкам определения таких характерных особенно-
стей рудных структур, как разломы и трещины. Наконец, третья проблема — это невозможность оценить
точность полученных решений обратной задачи без наличия детальной априорной информации о реше-
нии. Эта проблема связана именно с некорректностью решаемой обратной задачи, и она хорошо известна
из теории решения некорректно поставленных задач [8, 14].

В принципе, все эти проблемы решаются в обычных (не нейросетевых) подходах к задачам инвер-
сии полей путем конечномерной параметризации их источников с известной плотностью или магнитными
свойствами вещества. Тогда источники образуют компактное множество в соответствующем функцио-
нальном пространстве, и решение обратной задачи часто оказывается однозначным и устойчивым по
отношению к возмущениям данных. На компактном классе решений можно также получить и оценку их
точности [8, 14, 15]. Эту идею удобно применить также в нейросетевом подходе за счет использования
специализированного датасета.

При обучении нейронных сетей весьма важен не только достаточный объем датасета, но и его каче-
ственный (по виду представителей) состав. Он должен включать в себя данные и результаты совместной
инверсии именно для используемых параметрических классов источников. Желательно также включать
туда результаты обработки геофизических данных, хотя количество таких результатов в открытом досту-
пе весьма мало. Соответственно, для построения адекватного датасета приходится частично генерировать
решения обратных задач из моделей и, по возможности, дополнять такие искусственные данные реаль-
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ными. В общем случае при минимуме априорной информации о решении в задачах совместной инверсии
полей от тел различной нерегулярной формы приходится использовать только синтетический датасет.
Его параметризация в значительной степени влияет на устойчивость решений обратной задачи. В него
удобно включать такие параметризованные формы источников потенциальных полей, как комбинации
призм и ступенек различной формы с известной плотностью вещества, а также тела нерегулярной фор-
мы, которые сгенерированы на основе некоторого стохастического процесса из случайного набора кубиков
меньшего размера [16]. Возможны также и другие способы получения датасета из различных трехмерных
тел нерегулярной формы [17]. В любом случае такой датасет должен учитывать имеющуюся априорную
информацию о решении. В частности, это может быть статистическая информация от экспертов-геологов,
которая включает в себя различные геологические сценарии и оценки [18].

Обучение всякой нейронной сети основано на минимизации функции потерь — невязки точных и
приближенных решений для обучающей части датасета. Эти невязки могут иметь различную форму.
Поскольку нейронная сеть в конечном итоге решает некорректную обратную задачу, вид функции потерь
вместе с датасетом должен обеспечивать однозначность и устойчивость решения. Выбор функции потерь
определяет также качество (точность) работы нейронной сети. С другой стороны, функция потерь в нашем
случае должна отражать специфику совместности инверсии полей. Поэтому мы будем использовать
для обучения нейронной сети так называемые структурные функции потерь. Здесь целесообразно дать
краткие пояснения по этому поводу.

В геофизике для обычной (не нейросетевой) совместной обработки разнородных входных данных
хорошо зарекомендовал себя с точки зрения обеспечения устойчивости решения так называемый струк-
турный подход [19–21]. Примером популярных реализаций структурного подхода является использова-
ние в качестве функции потерь функционала кросс-градиентов, коэффициента “Dice-Sorensen” [22] и др.
Эти функционалы определяют меру сходства двух множеств и могут быть использованы для сравнения
пространственных структур источников гравитационного и магнитного поля при известных плотностях
вещества и его магнитных характеристиках. Важной в структурном подходе является идея использования
составной невязки, включающей в себя ряд функционалов различного “физического смысла” с весами.
Именно ее мы и будем применять в нашем нейросетевом алгоритме.

Обсудим проблему выбора вида и архитектуры нейронной сети для решения задачи совместной ин-
версии потенциальных полей. Для решения многомерных задач раздельной инверсии хорошо показали
себя сверточные нейронные сети (СНС, CNN, Convolutional Neural Networks) (см., например, [23, 24]). По-
следний всплеск интереса к нейросетевому анализу данных напрямую связан именно с их применением.
В геофизике обработка данных при помощи СНС широко применяется для раздельной инверсии геофи-
зических данных разной природы: сейсмических [25], электромагнитных [26, 27] и т.д. Для раздельной
инверсии гравитационных и магнитных полей также применялись различные СНС-модели, и они проде-
монстрировали свою эффективность (см. [28, 29] и др.). Из нескольких архитектур таких сетей наиболее
перспективной, на наш взгляд, является сверточная нейронная сеть с аббревиатурой “U-Net” [30]. Имеют-
ся различные модификации этой архитектуры (Unet++ [31], Unet3++ [32]). Применение таких сетей для
решения трехмерных задач георазведки было описано в [11].

В нашей работе предлагается алгоритм совместной инверсии гравитационных и магнитных полей,
основанный на так называемом двухуровневом нейросетевом подходе. “Нижний” уровень включает две
вспомогательных нейронных сети типа U-Net. Одна вычисляет пространственное распределение источни-
ков гравитационного поля (с известной плотностью вещества) в некоторой области по измерениям этого
поля на удаленной поверхности. Другая решает аналогичную задачу для источников магнитного поля
(с известными магнитными характеристиками) в той же области по измерениям на той же поверхности.
Геометрически датасет для совместного обучения нейронных сетей строится на основе синтетических (мо-
делей) рудных тел различной формы, генерируемых при помощи некоторого стохастического алгоритма
из элементарных объектов (например, кубиков). Для каждого такого тела путем решения прямых задач
строятся включающиеся в датасет раздельные распределения гравитационного и магнитного полей на
выбранной “поверхности измерений”. Выходные результаты двух нейросетей, представляющие собой рас-
пределения источников, объединяются для дальнейшего обучения на “верхнем” уровне. Непосредственно
они используются для вычисления общей функции потерь (взвешенной структурной невязки). Послед-
няя включает в себя невязочные функционалы (вообще говоря, различного вида) для гравитационных и
магнитных решений так, чтобы в итоге обеспечить близость границ распределения источников гравитаци-
онного и магнитного полей. В функцию потерь могут быть включены также функционалы, отражающие
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различные априорные ограничения. Эта функция потерь и используется для обучения всей нейросетевой
системы.

Приведенные ниже результаты нашей работы структурированы следующим образом. В разделе 2 да-
ются формулы решения прямой задачи для расчета гравитационного и магнитного полей в заданных точ-
ках по заданным плотностям распределения источников гравитационного и магнитного поля. В разделе 3
описывается метод решения обратной задачи с помощью нейронных сетей типа U-Net и вид структурной
невязки. Также приводится описание состава и метода построения датасета. В разделе 4 обсуждаются
результаты модельных вычислительных экспериментов с помощью предложенного нейросетевого метода
совместной инверсии потенциальных полей.

2. Постановка прямых задач магнитометрии и гравиметрии. Для решения прямой задачи
вычисления магнитного поля по распределению источников используется следующая математическая
модель. Будем предполагать, что некоторый объем 𝑉 заполнен магнитными массами с интенсивностью
намагниченности (вектором намагниченности) M (r) =

(︀
𝑀𝑥(r),𝑀𝑦(r),𝑀𝑧(r)

)︀𝑇 , где r = (𝑥, 𝑦, 𝑧), r ∈
𝑉 . Известно (см., например, [33]), что индукция магнитного поля B(r𝑠) =

(︀
𝐵𝑥(r𝑠), 𝐵𝑦(r𝑠), 𝐵𝑧(r𝑠)

)︀𝑇 ,
создаваемая в точке r𝑠 = (𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) /∈ 𝑉 , где магнитных масс нет, может быть представлена в виде

B(r𝑠) =
𝜇0

4𝜋

∫︁∫︁∫︁
𝑉

(︂
3
(︀
M (r), r − r𝑠

)︀
(r − r𝑠)

|r − r𝑠|5
− M (r)

|r − r𝑠|3

)︂
𝑑𝑣. (1)

Для простоты будем считать, что область 𝑉 есть параллелепипед вида 𝑉 = [𝑋min, 𝑋max]×[𝑌 min, 𝑌 max]×
[𝑍min, 𝑍max]. Тогда соотношение (1) можно переписать в более удобной для численного решения форме:

B(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
𝜇0

4𝜋

𝑋max∫︁
𝑋min

𝑌 max∫︁
𝑌 min

𝑍max∫︁
𝑍min

K𝑀 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)M (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧. (2)

Здесь K𝑀 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) — матричная функция, имеющая следующий вид:

K𝑀 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
1

𝑅5

⎛⎜⎝ 3(𝑥− 𝑥𝑠)
2 −𝑅2 3(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠) 3(𝑥− 𝑥𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

3(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑥− 𝑥𝑠) 3(𝑦 − 𝑦𝑠)
2 −𝑅2 3(𝑦 − 𝑦𝑠)(𝑧 − 𝑧𝑠)

3(𝑧 − 𝑧𝑠)(𝑥− 𝑥𝑠) 3(𝑧 − 𝑧𝑠)(𝑦 − 𝑦𝑠) 3(𝑧 − 𝑧𝑠)
2 −𝑅2

⎞⎟⎠ ,

где
𝑅 = |r − r𝑠| =

√︀
(𝑥− 𝑥𝑠)2 + (𝑦 − 𝑦𝑠)2 + (𝑧 − 𝑧𝑠)2.

Вычисление векторного поля B(𝑥, 𝑦, 𝑧) осуществляется путём дискретизации соотношения (2). Мы
используем ее простейшую форму. Область 𝑉 разбивается на 𝑁 подобластей с номерами {𝑖}, 𝑖 = 1, 𝑁 .
Координаты (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) — это положение некоторого геометрического центра 𝑖-й подобласти, а ее объем
есть ∆𝑣𝑖. В этих центрах задаются значения M (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖). В результате вместо равенства (2) мы получаем
систему равенств

B(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ) =
𝜇0

4𝜋

𝑁∑︁
𝑖=1

K𝑀 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖, 𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 )M (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)∆𝑣𝑖, 𝑗 = 1, 𝑆. (3)

Здесь набор координат (𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ), 𝑗 = 1, 𝑆, определяет положения 𝑆 точек, в которых сенсоры из-
меряют магнитную индукцию B(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠), создаваемую телом. Мы считаем, что эти точки расположе-
ны в прямоугольнике на некоторой фиксированной плоскости, удаленной от 𝑉 так, что (𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ) ∈
[𝑋min

𝑠 , 𝑋max
𝑠 ]× [𝑌 min

𝑠 , 𝑌 max
𝑠 ]× {𝑧𝑠𝑗 = 𝑍𝑠}, 𝑍𝑠 /∈ [𝑍min, 𝑍max].

Равенства (3) будем представлять в матричной форме

𝑏𝐵 = 𝐴𝑀 𝑥𝑀 .

Матрица 𝐴𝑀 и векторы 𝑥𝑀 и 𝑏𝐵 имеют следующую блочную структуру:

𝐴𝑀 =
𝜇0

4𝜋

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
K𝑀

11 ∆𝑣1 K𝑀
12 ∆𝑣2 . . . K𝑀

1𝑁 ∆𝑣𝑁

K𝑀
21 ∆𝑣1 K𝑀

22 ∆𝑣2 . . . K𝑀
2𝑁 ∆𝑣𝑁

...
...

. . .
...

K𝑀
𝑆1 ∆𝑣1 K𝑀

𝑆2 ∆𝑣2 . . . K𝑀
𝑆𝑁 ∆𝑣𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑥𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
M 1

M 2

...
M𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑏𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
B1

B2

...
B𝑆

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Здесь блок K𝑀
𝑗𝑖 вычисляется для пары точек (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) и (𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ); блок M 𝑖 вектора 𝑥𝑀 содержит

набор сеточных значений компонент вектор-функции M в точке (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖); блок B𝑗 вектора 𝑏𝐵 содержит
набор вычисленных в точке (𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ) компонент вектор-функции B . В явном виде эти блоки задаются
следующим образом:

K𝑀
𝑗𝑖 =

1

𝑅5
𝑗𝑖

⎛⎜⎝ 3(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗 )
2 −𝑅2

𝑗𝑖 3(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗 )(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗 ) 3(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗 )(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗 )

3(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗 )(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗 ) 3(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗 )
2 −𝑅2

𝑗𝑖 3(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗 )(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗 )

3(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗 )(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗 ) 3(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗 )(𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗 ) 3(𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗 )
2 −𝑅2

𝑗𝑖

⎞⎟⎠ ,

где
𝑅𝑗𝑖 =

√︁
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑠𝑗 )

2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝑠𝑗 )
2 + (𝑧𝑖 − 𝑧𝑠𝑗 )

2;

M 𝑖 =

⎛⎜⎝𝑀𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)

𝑀𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)

𝑀𝑧(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)

⎞⎟⎠ , B𝑗 =

⎛⎜⎝𝐵𝑥(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 )

𝐵𝑦(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 )

𝐵𝑧(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 )

⎞⎟⎠ .

Формулы для другой прямой задачи — вычисления потенциала гравитационного поля по распре-
делению источников [33] — строятся в той же области их расположения и в том же прямоугольнике
положений сенсоров. Если прямоугольный параллелепипед 𝑉 заполнен веществом с объемной плотно-
стью вещества 𝜌̄(r), r ∈ 𝑉 , то потенциал 𝜙̄(r𝑠) гравитационного поля, индуцируемый этим веществом в
точке r𝑠 = (𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) расположения сенсора, представляется в виде

𝜙̄(r𝑠) = 𝐺

∫︁∫︁∫︁
𝑉

𝜌̄(r)
|r − r𝑠|

𝑑𝑣. (4)

Здесь 𝐺 — гравитационная постоянная. По аналогии с (2) равенство (4) запишем в виде:

𝜙̄(𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) = 𝐺

𝑋max∫︁
𝑋min

𝑌 max∫︁
𝑌 min

𝑍max∫︁
𝑍min

𝐾𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)𝜌̄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣, (5)

где

𝐾𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠) =
1

𝑅
=

1√︀
(𝑥− 𝑥𝑠)2 + (𝑦 − 𝑦𝑠)2 + (𝑧 − 𝑧𝑠)2

.

Используя ту же схему конечномерной аппроксимации интегрального уравнения (5), получим сле-
дующий набор равенств:

𝜙̄(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ) = 𝐺

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐾𝐺(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖, 𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ) 𝜌̄(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)∆𝑣𝑖, 𝑗 = 1, 𝑆, (6)

который в матричной форме принимает вид

𝑏𝜙 = 𝐴𝐺 𝑥𝜌.

Здесь матрица 𝐴𝐺 и векторы 𝑥𝜌 и 𝑏𝜙 выражаются формулами

𝐴𝐺 = 𝐺

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐾𝐺

11 ∆𝑣1 𝐾𝐺
12 ∆𝑣2 . . . 𝐾𝐺

1𝑁 ∆𝑣𝑁

𝐾𝐺
21 ∆𝑣1 𝐾𝐺

22 ∆𝑣2 . . . 𝐾𝐺
2𝑁 ∆𝑣𝑁

...
...

. . .
...

𝐾𝐺
𝑆1 ∆𝑣1 𝐾𝐺

𝑆2 ∆𝑣2 . . . 𝐾𝐺
𝑆𝑁 ∆𝑣𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑥𝜌 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜌1

𝜌2
...
𝜌𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑏𝜙 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜙1

𝜙2

...
𝜙𝑆

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

причем

𝐾𝐺
𝑗𝑖 =

1

𝑅𝑗𝑖
, 𝜌𝑖 = 𝜌̄(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖), 𝜙𝑗 = 𝜙̄(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ).

Приведенные формулы позволяют по заданному набору точек (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖), 𝑖 = 1, 𝑁 , значениям объе-
мов ∆𝑣𝑖, источникам гравитационного поля 𝜌𝑖 = 𝜌̄(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) в объемах ∆𝑣𝑖, источникам магнитного поля
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(значениям плотности магнитного момента M 𝑖 = M (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) в ∆𝑣𝑖) вычислить в точках с координатами
(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ), 𝑗 = 1, 𝑆, значения 𝜙𝑗 = 𝜙̄(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ) и B𝑗 = B(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ), соответствующие гравитаци-
онному и магнитному полю.

Замечание. В случае расчетов для реальных гравитационных аномалий величины 𝜌𝑖 интерпретиру-
ются как превышения элементов плотности рудного тела над плотностью окружающих грунтов. Таким
образом, существенно отличные от нуля величины 𝜌 гарантируются лишь для значительных гравитаци-
онных аномалий, вызываемых рудным телом.

Сделаем важное модельное уточнение. Из геофизических исследований известно, что намагничен-
ность наиболее распространенных рудных тел индуцируется глобальным геомагнитным полем Земли, ко-
торое в масштабах типичных задач геологоразведки (∼ 10 км) можно считать постоянным. Как следствие,
все векторы намагниченности M (𝑥, 𝑦, 𝑧) в различных точках исследуемой области при таких размерах ис-
следуемого тела можно считать сонаправленными. Такое предположение в определенной степени можно
интерпретировать и как неизменность вектора намагниченности при его регистрации сенсорами, которые
движутся над магнитной аномалией. Это мы и будем предполагать, задавая постоянное направление орта
вектора M . Сделанное допущение позволяет искать только длину 𝑚̄ вектора M . Ей будет сопоставляться
не вся вектор-функция индуцированного магнитного поля B , а лишь его 𝑧-компонента, которую будем
обозначать как 𝑏̄, т.е. 𝑏̄ = 𝐵𝑧. Такое модельное предположение дает возможность работать с гравитаци-
онными и магнитными решениями одинакового размера, что несколько упрощает форму применяемого
структурного нейросетевого подхода.

Замечание. Также возможно длине вектора M сопоставить длину вектора B . С учетом сделанно-
го предположения это эквивалентно сопоставлению его 𝑧-компоненты или модуля вектора B . При этом
надо отметить, что сделанные предположения о векторе намагниченности, как и всякие дополнительные
предположения, несколько сужают область практической применимости рассматриваемой математиче-
ской модели.

Таким образом, формулы (3) и (6) используются при генерации датасета для обучения нейронной
сети следующим образом. Для всякого допустимого набора точек {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)}𝑁𝑖=1, которым сопоставлены
величины {∆𝑣𝑖}𝑁𝑖=1, {𝜌𝑖 = 𝜌̄(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)}𝑁𝑖=1, {𝑚𝑖 = 𝑚̄(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)}𝑁𝑖=1 и постоянное направление орта вектора
M , вычисляются значения гравитационного и магнитного полей 𝜙𝑗 = 𝜙̄(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ) и 𝑏𝑗 = 𝑏̄(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 )

в точках с заданными координатами (𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 ), 𝑗 = 1, 𝑆. Таким путем набору решений 𝜌 = {𝜌1, . . . , 𝜌𝑁}
обратной задачи можно сопоставить набор ее данных 𝜙 = {𝜙1, . . . , 𝜙𝑆}, а аналогичному набору решений
𝑚 = {𝑚1, . . . ,𝑚𝑁} — набор данных 𝑏 = {𝑏1, . . . , 𝑏𝑆}.

3. Методика объединения двух нейронных сетей и структурная невязка. Как альтернати-
ва к решению обратной задачи инверсии гравитационных и магнитных полей с помощью регуляризации
обратного оператора, в нашей работе применяется так называемый основанный на данных подход (data-
driven approach) к регуляризации с использованием нейронных сетей. В нем регуляризирующие свойства
построенной нейронной сети определяются подбором параметров сети, заданием функции потерь, а также
выбором датасета, на котором данная нейронная сеть предварительно обучается. Регуляризующее дей-
ствие в последнем случае связано с тем, что нейронная сеть стремится воспроизводить объекты, близкие
по своим характеристикам к элементам обучающего датасета.

3.1. Генерация датасета. Данные для обучения (датасеты) получались следующим образом. Рас-
сматриваемая область 𝑉 разбивалась на 𝑁 подобластей (параллелепипедов) с центрами (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖), 𝑖 =

1, 𝑁 . Затем задавались 𝐾 различных распределений гравитационных и магнитных источников на сетке
величин {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)}, т.е. определялись сеточные функции

𝜌(𝑘) = {𝜌(𝑘)(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)}𝑁𝑖=1, 𝑚(𝑘) = {𝑚(𝑘)(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖)}𝑁𝑖=1, 𝑘 = 1,𝐾.

Задавая компоненты этих распределений нулями в точках отсутствия источников, мы определяем гра-
витационную и магнитную геометрию 𝑘-го рудного тела, включаемого в обучающую выборку. Далее по
каждому из распределений 𝜌 (𝑘) и 𝑚(𝑘) по формулам из разделе 2 вычислялись сеточные распределения по-
лей: 𝜙(𝑘) = {𝜙(𝑘)(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 )}𝑆𝑗=1 и 𝑏(𝑘) = {𝑏(𝑘)(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 )}𝑆𝑗=1 на сетке сенсоров {(𝑥𝑠𝑗 , 𝑦𝑠𝑗 , 𝑧𝑠𝑗 )}, 𝑗 = 1, 𝑆.
В итоге был сформирован гравиметрический датасет 𝒟𝑔 = {(𝜌 (𝑘), 𝜙 (𝑘))}𝐾𝑘=1 и магнитометрический дата-
сет 𝒟𝑚 = {(𝑚(𝑘), 𝑏(𝑘))}𝐾𝑘=1. Формально они задают соответствие входных и выходных данных нейросетей.
Их можно использовать для раздельного обучения двух нейронных сетей (гравитационной и магнитной),
способных восстанавливать распределения источников соответствующего поля. Можно также объединить
эти датасеты в новое множество 𝒟 = {𝒟𝑔,𝒟𝑚} для совместного обучения сетей.
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3.2. Архитектура нейронной сети. Как известно из теоремы об универсальном аппроксимато-
ре [34], даже односвязная сеть может приблизить произвольную функцию с любой наперед заданной
точностью. Однако в случае одноуровневой сети количество параметров, при которых будет достигать-
ся заданная точность, может оказаться настолько большим, что задача обучения нейронной сети станет
чрезвычайно сложной с вычислительной точки зрения. Как следствие, эффективность применения ней-
ронной сети резко снижается. В связи с этим для уменьшения числа параметров сети в ней увеличивают
количество слоев нейронов, т.е. переходят к глубокому обучению (deep learning). Во многих приложениях
(например, в задачах обработки изображений) входные и выходные данные сети имеют весьма сложный
вид. Это же касается и задачи инверсии потенциальных полей, где данные о полях и искомых плотностях
источников имеют различную пространственную размерность и сложную пространственную структуру.
В таких случаях эффективно используются сверточные нейронные сети с глубоким обучением.

В качестве базовой архитектуры нейронной сети, которая по гравитационному или магнитному полю
должна восстановить пространственную структуру рудного тела, мы будем использовать архитектуру
типа “U-Net” [30]. Она строится по схеме энкодер-декодер. Сначала входная информация обрабатывается
энкодером, который сжимает данные в латентное представление меньшей размерности, но с большим
числом слоев. Над данными проводятся операции специального вида (свертки и др.), после чего декодер
приводит данные из сжатого латентного представления в исходную размерность или близкую к заданной,
в зависимости от решаемой задачи.

Для реализации работы энкодера и декодера необходимо преобразовать все элементы датасета в
специальный тензорный вид. Наблюдаемые на сетке сенсоров гравитационное 𝜙 (𝑘) и магнитное 𝑏(𝑘) поля
приводятся к тензорам 𝜙

(𝑘)
tensor и 𝑏

(𝑘)
tensor размерности 1×𝑀𝑥

𝑆 ×𝑀𝑦
𝑆 (при этом 𝑀𝑥

𝑆 ·𝑀𝑦
𝑆 = 𝑆). В свою очередь,

распределение источников гравитационного и магнитного поля 𝜌 (𝑘) и 𝑚(𝑘) приводятся к тензорам 𝜌
(𝑘)
tensor и

𝑚
(𝑘)
tensor размерности 𝑀𝑧

𝑁 ×𝑀𝑥
𝑁 ×𝑀𝑦

𝑁 , так что 𝑀𝑧
𝑁 ·𝑀𝑥

𝑁 ·𝑀𝑦
𝑁 = 𝑁 . Способ заполнения указанных тензоров

соответствующими сеточными значениями также может быть любым, но удобнее заполнять их таким
образом, чтобы “срез” тензора для каждого фиксированного значения первого индекса представлял из
себя набор сеточных значений соответствующей функции на фиксированной глубине в области 𝑉 .

Датасеты {𝜙(𝑘)
tensor, 𝜌

(𝑘)
tensor} и {𝑏(𝑘)tensor,𝑚

(𝑘)
tensor} используются раздельно для обучения двух нейронных

сетей. Эти сети реализуют нижний уровень нашего алгоритма инверсии полей. Их архитектура одинакова
и представлена на рис. 1. Там же символически показана процедура преобразования размерности тензо-
ров данных в энкодере и декодере. На вход подается тензор размерности 1 × 32 × 32. Он соответствует
сеточным значениям размера 32× 32 измеряемого в эксперименте гравитационного или магнитного поля
в прямоугольнике, который разбит на ячейки двумерной декартовой сеткой размерности 32× 32. На вы-
ходе сети образуется тензор размера 16× 32× 32. Он содержит сеточные значения плотности источников

1×
32

×
32

64×32×32

128×16×16

256×8×8
512×4×4

1024×2×2

512×4×4

256×8×8

128×16×16

64×32×32

16
×

32
×

32

Latent space

Рис. 1. Архитектура используемой сети типа “U-Net” по слоям

Fig. 1. Architecture of the used network of the “U-Net” type by layers
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в трехмерной области, которая разбита на ячейки декартовой сеткой размерности 16 × 32 × 32. Более
детально принцип работы энкодеров и декодеров изложен в литературе [35; 36, с. 233].

3.3. Объединение двух нейронных сетей и структурные невязки. На нижнем уровне алго-
ритма инверсии полей проводится обучение двух нейронных сетей для раздельной обработки гравитаци-
онных и магнитных данных. Для этого используются датасеты, которые мы представим символически
в виде {𝑥, 𝑦}. Здесь 𝑥 — точное решение обратной задачи для ее данных 𝑦. Обучение заключается в
многократной минимизации некоторой функции потерь 𝐹 (𝑤) = 𝐹 ({⌢

𝑥(𝑤)}, {𝑥}) — невязки выбранного из
датасета набора точных решений задачи {𝑥} и вычисленного нейронной сетью с параметрами 𝑤 набора
приближенных решений {⌢

𝑥(𝑤)} по соответствующим данным {𝑦} датасета. Минимизация проводится по
параметрам сети 𝑤 последовательно для случайно выбранных наборов {𝑥, 𝑦} так, что в итоге при переходе
от набора к набору функция потерь уменьшается. В идеале получаются сетевые параметры 𝑤̄, которые
могут давать приближенные решения, воспроизводящие любой элемент датасета. На практике, однако,
обычно удается достичь лишь приемлемой точности аппроксимации — достаточно малой величины функ-
ции потерь 𝐹 (𝑤min) для параметров обученной сети 𝑤min.

В функциях потерь часто используется функционал, который в литературе иногда называют Dice-
нормой. Отметим, что на самом деле для этого функционала не выполнены аксиомы нормы. Поэтому в
дальнейшем мы будем говорить о Dice-функционале. Для пары векторов 𝑥̂ = (𝑥̂1, . . . , 𝑥̂𝐿) и 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝐿)

одинаковой размерности 𝐿 он определяется как

Dice(𝑥̂, 𝑥) =

2
𝐿∑︀

𝑙=1

𝑥̂𝑙 𝑥𝑙

𝐿∑︀
𝑙=1

(𝑥̂2
𝑙 + 𝑥2

𝑙 )

.

Этот функционал входит в функцию потерь Loss для каждой нейронной сети следующим образом:

Lossgrav =
∑︁

𝑘∈{batch}

(︁
1−Dice

(︀
𝜌̂ (𝑘), 𝜌 (𝑘)

)︀)︁
, Lossmag =

∑︁
𝑘∈{batch}

(︁
1−Dice

(︀
𝑚̂(𝑘),𝑚(𝑘)

)︀)︁
.

Здесь 𝜌̂ (𝑘) = 𝑁𝑁grav(𝜙
(𝑘)) и 𝑚̂(𝑘) = 𝑁𝑁mag(𝑏

(𝑘)) — выходы соответствующих нейронных сетей, а “NN” —
операторное обозначение действия нейронной сети. Таким образом, функции потерь Lossgrav и Lossmag

раздельно определяют “невязки” модельных точных решений соответствующих обратных задач и их при-
ближенных решений с помощью двух различных нейронных сетей. Набор индексов {batch} — это под-
множество индексов фиксированного размера из множества 𝑘 = 1,𝐾, которое на каждом “такте” (эпохе)
обучения нейронной сети определяется случайным образом.

При инверсии данных две независимые нейросети дают два пространственных распределения ис-
точников: гравитационных и магнитных. Эти распределения геометрически представляются в виде, как
правило, различающихся между собой тел. Наша цель — обучить обе нейронные сети так, чтобы формы
этих тел были наиболее близкими друг к другу. Для этих целей модифицируем невязку.

Введем общую функцию потерь

Loss =
1

2
Lossgrav +

1

2
Lossmag . (7)

Она совокупно определяет, насколько хорошо обе нейронные сети воспроизводят модельные решения сво-
их обратных задач при раздельной работе. Однако эта функция не отражает степень сходства формы
(структуры) восстановленных рудных тел для гравитационных и магнитных данных. Учесть это необхо-
димое сходство можно, добавив в (7) дополнительный третий член. В итоге получается новая функция
(“полная структурная невязка”)

Lossjoint =
∑︁

𝑘∈{batch}

(︃
1

2

(︁
1−Dice

(︀
𝜌̂ (𝑘), 𝜌 (𝑘)

)︀)︁
+

1

2

(︁
1−Dice

(︀
𝑚̂(𝑘),𝑚(𝑘)

)︀)︁
+

+ 𝛼
(︁
1−Dice

(︀
𝜌̂ (𝑘),𝑚(𝑘)

)︀)︁)︃
. (8)
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Рис. 2. Схема обучения предложенной двухуровневой нейронной сети, включающей
две сети типа “U-Net” и структурную невязку

Fig. 2. The training scheme of the proposed two-level neural network, including
two networks of the “U-Net” type and a structural residual

Третий член связывает “гравитационную” и “магнитную” форму получаемых рудных тел и “штрафует” их
сильное отличие. Обучив такую сеть верхнего уровня, мы получим инструмент для совместной инверсии
полей. Архитектура нашей модели с двумя нейронными сетями и общей невязкой представлена на рис. 2.
Параметр 𝛼 > 0 является эвристическим. Про его выбор подробнее сказано в подразделе 4.2.

4. Вычислительные эксперименты и их анализ. Обсудим более подробно элементы нейро-
сетевого алгоритма, который использовался нами при численном решении модельных обратных задач
совместной инверсии гравитационных и магнитных полей.

4.1. Детали построения датасета. В обучении нейронных сетей для определения трехмерной
формы рудного тела при совместной инверсии полей одним из ключевых моментов является выбор/по-
строение датасета. Идеальным решением было бы включение в него данных о реальных рудных телах и
решений соответствующих обратных задач. Однако из-за недостатка этой информации приходится гене-
рировать и использовать синтетические датасеты. Геометрические формы входящих в него тел должны
отражать теоретически возможные варианты, для которых аналитически вычисляются соответствующие
потенциальные поля. Это можно реализовать путем комбинирования призм различных видов и размеров
в различных комбинациях взаимного расположения, тел в виде ступенек, которые также комбинируют-
ся с призмами и т.д. [33]. В нашей работе для этого применяется стохастический процесс, аналогичный
приведенному в [16].

Для его описания определим области, в которых расположены источники полей и сенсоры. Все
геометрические размеры даются в метрах. Остальные используемые величины безразмерны. Область
𝑉 = [𝑋min, 𝑋max]× [𝑌 min, 𝑌 max]× [𝑍min, 𝑍max], в которой восстанавливалась форма рудного тела, задается
величинами: 𝑋min = 0, 𝑋max = 1600, 𝑌 min = 0, 𝑌 max = 1600, 𝑍min = 0, 𝑍max = 8000. Эта область была
разбита на 32×32×16 = 16 384 ячеек. Соответствующий выходной тензор нейронной сети имеет размеры
𝑀𝑧

𝑁 = 16, 𝑀𝑥
𝑁 = 32, 𝑀𝑦

𝑁 = 32. Для решаемых модельных задач каждая ячейка является кубиком со
стороной 50. Прямоугольник Π = [𝑋min

𝑠 , 𝑋max
𝑠 ],×[𝑌 min

𝑠 , 𝑌 max
𝑠 ] × {𝑧𝑠𝑗 = 𝑍𝑠}, на котором располагаются

модельные сенсоры, был выбран следующих размеров: 𝑋min
𝑠 = 0, 𝑋max

𝑠 = 1600, 𝑌 min
𝑠 = 0, 𝑌 max

𝑠 = 1600,
𝑍𝑠 = 0.1. Он был разбит на 32 × 32 = 1 024 ячеек, что соответствует входному тензору нейронной сети с
размерами 𝑀𝑧

𝑁 = 1, 𝑀𝑥
𝑁 = 32, 𝑀𝑦

𝑁 = 32.

https://road.issn.org/


332 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2025, 26 (3), 322–339. doi 10.26089/NumMet.v26r322

Рудные тела из датасета генерировались по следующему алгоритму:
1. В области 𝑉 случайным образом задавались координаты одного или двух “центров”. В окрестностях

каждого из центров генерировалось 4 кубика-ячейки размера 2 × 2 × 2 с одинаковым единичным
значением плотности источников во всех ячейках.

2. Каждый кубик итеративно (40 итераций) смещался в случайно выбранном направлении на 2 ячейки.
Полученное в результате этих действий тело включалось в геометрический датасет. Всего было

построено 𝐾 = 11 000 таких случайно сформированных 3D-объектов. По приведенным в разделе 2 фор-
мулам вычислялись соответствующие этим телам гравитационные и магнитные поля, и они включались
в датасеты 𝒟𝑔 = {(𝜌 (𝑘), 𝜙 (𝑘))}𝐾𝑘=1 и 𝒟𝑚 = {(𝑚(𝑘), 𝑏(𝑘))}𝐾𝑘=1.

4.2. Детали обучения нейронных сетей. В качестве алгоритма для оптимизации параметров 𝑤

нейронной сети использовался типичный для данных моделей оптимизатор 𝐴𝑑𝑎𝑚𝑊 с коэффициентом
скорости сходимости (learning rate) 3.0 · 10−4. Принципы работы оптимизатора описаны, например, в
работе [37]. Датасет 𝒟 разбивался на тренировочную и тестовую выборку 𝒟 = 𝒟train∪𝒟test соответственно
по 10 000 и 1 000 объектов в каждой. Таким образом, функции потерь Losstrain и Losstest вычислялись по
следующему правилу:

Loss□ = Lossjoint(𝑚̂
(𝑘), 𝜌̂ (𝑘),𝑚(𝑘), 𝜌 (𝑘)

)︀
,

где 𝜌̂ (𝑘) = 𝑁𝑁grav(𝜙
(𝑘)), 𝑚̂(𝑘) = 𝑁𝑁mag(𝑏

(𝑘)), (𝜌 (𝑘), 𝜙 (𝑘),𝑚(𝑘), 𝑏 (𝑘)) ∈ 𝒟□, а вместо □ надо подставить
train или test.

Размер множества {batch} эвристически фиксировался равным 64. В этом случае в численных экс-
периментах получались наилучшие невязки.

Количество эпох обучения принималось равным 300. На каждой эпохе обучения нейронной сети
вычислялись соответствующие значения Losstrain = Losstrain(epoch) и Losstest = Losstest(epoch).

При определении оптимального момента остановки обучения нейронной сети важно зафиксировать
ситуацию, когда алгоритм начинает переобучаться на тренировочных данных. Как правило, этот момент
определяется началом “расхождения” кривых Losstrain(epoch) и Losstest(epoch) (рис. 3). В нашем алго-
ритме обучение останавливалось при том значении epoch = iterstop, при котором впервые выполнялось
неравенство

⃒⃒
Losstrain(epoch)−Losstest(epoch)

⃒⃒
⩾ 𝜀. С учетом вида функции потерь (8) можно понять, что

характерные значения Losstrain и Losstest близки к 1. Поэтому было выбрано 𝜀 = 0.02, что соответствует
относительному отличию невязок Loss в несколько процентов.

Итоговое значение невязки, по которому оценивается качество приближенного решения, определя-
ется как Lossresult = Losstest(iterstop) для итерации, на которой впервые фиксировалось переобучение и
соответственно прерывался процесс обучения.
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Рис. 3. Сравнение поведения кривых Losstrain и Losstest при различных значениях
параметра 𝛼 (сплошные линии) и при 𝛼 = 0 (точки)

Fig. 3. Comparison of the behavior of the curves Losstrain and Losstest for different values
of the parameter 𝛼 (solid lines) and for 𝛼 = 0 (dots)
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4.3. Пример восстановления источников, определяющих трехмерную структуру рудного
тела. Рассмотрим восстановление источников гравитационного и магнитного поля, определяющих объ-
ект, который изображен на рис. 4 слева. Для этого объекта вычислим входные данные нейронной сети,
т.е. гравитационные и магнитные поля в прямоугольнике Π, и обработаем их раздельно с помощью соот-
ветствующей сети, а также совместно с помощью обученной нейронной сети со структурной невязкой при
𝛼 = 1 в формуле (8). Результаты представлены на рис. 4 (соответственно в среднем и правом столбцах).
Видно, что в случае раздельного решения обратных задач источники магнитного поля восстанавлива-
ются с большей точностью в силу лучшей обусловленности магнитометрической задачи. Это отражается
на точности работы соответствующей нейронной сети. Общая пространственная структура модельного
рудного тела лучше восстанавливается при совместной обработке данных с помощью двухуровневой сети
(правый столбец рисунков).

Замечание. Необходимо отметить, что в результате обучения нейронных сетей с использованием
структурной невязки (рис. 2) получаются две обученные нейронные сети, каждую из которых можно
использовать по отдельности для восстановления искомого распределения источников гравитационного и
магнитного поля.

Результаты расчетов существенно зависят от вида структурной нормы и особенно от вклада ее чле-
на с параметром 𝛼. Поэтому вернемся к рис. 3, который иллюстрирует влияние этого параметра на
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Рис. 4. Пример восстановления гравиметрических и магнитных источников. Верхние рисунки соответствуют
распределению источников гравитационного поля, нижние — распределению источников магнитного поля.

В левом столбце изображены модельные точные решения, в среднем столбце — результат раздельного
восстановления источников, в правом — результат совместного восстановления

Fig. 4. Example of restoration of gravimetric and magnetic sources. The upper figures correspond to the distribution of
gravitational field sources, the lower ones to the distribution of magnetic field sources. The left column shows the model

exact solutions, the middle column shows the result of separate restoration of sources, and the right column shows
the result of joint restoration
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Fig. 5. Dependence of: a) accuracy Lossresult on 𝛼; b) iteration number iterstop on 𝛼

невязки Losstrain и Losstest полной нейронной сети. При увеличении параметра 𝛼 расхождение кривых
Losstrain(epoch) и Losstest(epoch) заметно меньше, что говорит о повышении устойчивости результатов.
При этом номер итерации iterstop, фиксирующий расхождение кривых Losstrain(epoch) и Losstest(epoch),
увеличивается. Таким образом, лучшая точность будет достигаться при достаточно “больших” значениях
параметра 𝛼. При этом, однако, увеличивается и вычислительная сложность обучения нейронной сети.

Мы оптимизировали параметр 𝛼 эвристически. Для этого вычислялась зависимость точности реше-
ний нейронной сети Lossresult(𝛼) для некоторой сетки значений 𝛼 ∈ [0, 1.5], а затем выбиралась наилучшая
точность. На рис. 5 a представлены значения наилучшей точности Lossresult = Losstest(iterstop) для разных
значений 𝛼. Как можно заметить, уменьшение невязки в точке минимума этой кривой по сравнению с
невязкой при 𝛼 = 0 составляет около 8%. Таким образом, введение структурной связи в невязке обеспе-
чивает существенное улучшение решений совместной нейронной сети. На рис. 5 b показана зависимость
номера итерации окончания обучения iterstop от 𝛼. Этот номер в среднем постоянно растет, что подтвер-
ждает гипотезу об усложнении обучения с ростом 𝛼.

Аналогичные вычислительные эксперименты были проведены для объектов размерности 8×16×16.
Для такой более грубой сетки датасета изменение точности работы нейросети при различных параметрах
𝛼 было не так заметно. Оптимальное значение параметра 𝛼, приводящего к наилучшей итоговой точности
для тензора решения размерности 8× 16× 16, было близко к оптимальному 𝛼 для размерностей 16× 32×
32. Поэтому можно проводить оптимизацию параметра 𝛼 для нейронных сетей меньшей размерности и
использовать такой параметр для более детальных нейросетей.

5. Обсуждение. При анализе полученных результатов сопоставим их с данными из близких по
тематике литературных источников. Обратим особое внимание на нижеперечисленные важные моменты.

5.1. Сравнение датасетов. Для обучения нейронных сетей мы использовали синтетические дата-
сеты, что является стандартной практикой в задачах, где реальные данные ограничены. В большинстве
работ с применением нейросетевой инверсии геофизических полей используются именно такие датасеты. В
задачах определения формы рудных тел датасетов с телами простой формы типа призм и ступенек быва-
ет зачастую достаточно для обучения нейронных сетей, которые затем успешно обрабатывают реальные
данные [28]. В результате практической работы таких нейросетей получаются структуры тел, которые
удовлетворяют экспертным оценкам. В качестве примера сошлемся на известный датасет NoddyVerse, в
котором реализованы различные геологические сценарии. Этот датасет является результатом многолетне-
го практического экспертного опыта по анализу различных геологических структур [18]. В нашем подходе
синтетический датасет используется для совместной инверсии разнородных геофизических полей.

5.2. Отличительные особенности нейросети для совместной инверсии. В недавней рабо-
те [38] был реализован типичный, близкий по тематике, подход к инверсии гравитационных полей при
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помощи нейронных сетей. Сравнивая этот подход с нашим, можно увидеть ряд существенных отличий. Во-
первых, в [38] восстанавливалось лишь двумерное распределение источников (в зависимости от глубины и
длины залегания) по одномерным наблюдаемым данным. Соответственно датасет строился на двумерных
фигурах более простой формы, таких как набор квадратов и ступенек. В нашем подходе использовались
трехмерные тела нерегулярной формы, генерируемые случайным образом из простейших тел. Во-вторых,
имеются существенные отличия в архитектуре сети. Третье принципиальное отличие заключается в том,
что в работе [38] была использована функция потерь типа среднеквадратичной нормы и было добавлено
так называемое PINN-условие. Мы же используем функцию потерь совершенно другого вида, совокуп-
но включающую в себя несколько функционалов типа Dice. Эти функционалы представляют отдельно
гравитационную и магнитную невязку, а также задают структурную невязку для объединенной оценки
близости гравиметрических и магнитных источников.

5.3. Нейронная сеть + регуляризующий алгоритм = новый метод решения. Некоторым
недостатком нейросетевого подхода является фиксированная размерность сеточных данных и решений.
В связи с этим отметим возможность последовательного использования нейронных сетей и регуляризи-
рующих алгоритмов при решении рассматриваемой обратной задачи. В этом случае решение обратной
задачи, быстро полученное нейронной сетью, может быть использовано в качестве начального прибли-
жения или априорной информации для последующего применения регуляризующего алгоритма, напри-
мер тихоновской регуляризации. В такой постановке размеры сеток данных и решений при переходе к
обычной регуляризации могут быть существенно увеличены для обеспечения большей детализации ре-
шений. Кроме того, для полученного регуляризованного решения можно дать апостериорную оценку
точности [8].

5.4. Палеомагнетизм + ферромагнитные руды. Использованная в работе модель предполага-
ет, что исследуемые рудные тела в процессе своего формирования не испытывали деструктивные воз-
действия со стороны тектонических процессов, вулканизма и других схожих процессов [39]. Т.е. предпо-
лагается, что в исследуемых рудных телах отсутствуют домены с разными направлениями остаточной
намагниченности, которые в случае наличия значительных залежей ферромагнитных материалов могут
существенным образом исказить восстановленную форму рудного тела. Таким образом, используемая
модель имеет ограниченную область применимости. В частности, она может оказаться не применимой
при континентальных исследованиях горных пород, содержащих существенные залежи ферромагнитных
материалов. Однако исследования такого рода выходят за рамки данной работы.

6. Выводы. В работе представлен новый подход к совместной обработке гравиметрических и маг-
нитных данных с целью нахождения источников полей на основе двухуровнего нейросетевого подхода и
использовании структурных невязок. Подход позволяет значительно (на 5–8%) улучшить общую невязку
Lossjoint точного и нейросетевого решения при обработке модельных данных. Он может быть обобщен,
как с точки зрения модификации самих структурных невязок, их комбинированного и оптимизирован-
ного использования, так и с точки зрения приложений к другим типам геофизических данных. В каче-
стве возможного направления дальнейшей работы стоит отметить обобщение методологии использования
структурной невязки на случай обработки полных векторных магнитных и гравитационных данных.
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