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Аннотация: Статья посвящена разработке математической модели нестационарного процесса
в зерне катализатора цилиндрической формы в трехмерных цилиндрических координатах. Вы-
числительный алгоритм построен на основе метода конечных объемов с расщеплением по фи-
зическим процессам. Для сокращения времени расчетов в параболических уравнениях моделей
применена регуляризация по Б. Н. Четверушкину. Анализ эффективности регуляризации про-
веден для трехмерной задачи и ее частного случая — осесимметричной постановки. Выявлено
существенное ускорение в работе алгоритма для гиперболических задач в сравнении с парабо-
лическими. Проанализировано отклонение решений возмущенных гиперболических систем от
решений исходных параболических задач. Данные по окислительной регенерации зерна ката-
лизатора гидроочистки, полученные с использованием разработанной модели и построенного
алгоритма, проверены на адекватность сравнением с данными, полученными из стехиометри-
ческого уравнения реакции. Получена хорошая согласованность расчетных и теоретических
данных по расходу кислорода.
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Abstract: The article is devoted to the development and analysis of a mathematical model of a non-
stationary process in a cylindrical catalyst grain in two statements: a two-dimensional axisymmetric
formulation and in three-dimensional cylindrical coordinates. Computational algorithms are based on
the finite volume method with splitting by physical processes. Regularization by B. N. Chetverushkin
was applied for two-dimensional and three-dimensional spatial problems to reduce the calculation
time in the parabolic equations of the models. A significant acceleration in the operation of the
algorithm for hyperbolic problems in comparison with parabolic ones has been revealed. The deviation
of the solutions of perturbed hyperbolic systems from the solutions of the original parabolic ones
is analyzed. The data on the oxidative regeneration of the cracking catalyst grain obtained using
the developed model and the constructed algorithm are checked for adequacy by comparison with
the data obtained from the stoichiometric reaction equation. A good consistency of calculated and
theoretical data on oxygen consumption has been obtained.
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1. Введение. Актуальной задачей в наше время остается разработка математических моделей ката-
литических процессов как основы современного химического производства. Такие процессы подвержены
влиянию множества факторов, важнейшим из которых является тип используемого катализатора. Класси-
фикация катализаторов включает в себя множество критериев: они различаются по химическому составу,
размеру пор, структуре и т.д. Естественным для гранулированных катализаторов является их разделение
по форме зерна. Наиболее широко применяется катализатор с цилиндрической формой зерна, в первую
очередь в силу простоты изготовления [1]: при экструзии такая форма не требует дополнительной обра-
ботки, что снижает временны́е и материальные производственные затраты. Кроме того, цилиндрическая
форма обладает достаточной механической прочностью, а также большим значением отношения ее пло-
щади поверхности к объему зерна [2].

В настоящее время большинство химических процессов на цилиндрических катализаторах рассмат-
ривается в приближении сферического зерна без учета его реальной формы [3]. Задача моделирования
процесса в цилиндрическом зерне более сложная, при классическом подходе к описанию процесса в урав-
нениях математической физики [4] она требует как минимум двумерной постановки даже для единичного
зерна, что при обобщении до модели слоя дает систему уравнений, вычислительный алгоритм для кото-
рой имеет запредельную сложность. Отдельной проблемой является гетерогенный характер реакций на
твердом катализаторе. Зачастую он требует учета различных процессов с формированием поверхностных
комплексов и возникновением вынужденной конвекции, что, в свою очередь, увеличивает размерность
системы и повышает ее жесткость.

Альтернативный подход к исследованию реакций в цилиндрическом зерне предложен в работе [5].
Здесь задача сведена к стационарным уравнениям, что возможно не всегда.
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Трехмерное несферическое зерно катализатора рассмотрено в статье [6]. На основе точного решения
для реакции первого порядка оценена степень использования поверхности зерна и определена максималь-
ная погрешность ее расчета через приближение сферической и плоской формами.

В книге [7] приведены примеры моделирования процессов в единичном зерне в форме бесконечного
цилиндра с одностадийными реакциями в нем.

Обзор проблематики моделирования процессов в слоях катализатора с несферической формой зе-
рен представлен в [8]. Работа посвящена оценке скоростей реакций в пористом зерне с поправкой на
внутридиффузионное торможение для последующего включения реакций в модели слоя катализатора.
Получены стационарные решения уравнений реакции-диффузии и обсуждаются вычислительные пробле-
мы, связанные с одновременным расчетом диффузии и химических реакций. Представленные результаты
справедливы для достаточно больших чисел Био, что не всегда достижимо в практических задачах.

В задачах математической физики, связанных с исследованием процессов в слое катализатора, по-
мимо допущения сферической формы зерна, предполагается его равномерность по всем направлениям:
течение реакций лимитируется диффузией или кинетикой независимо от степени доступности активной
поверхности и начального распределения реагентов в порах зерна. Тем не менее на течение реакций в
лабораторных или промышленных условиях влияет неравномерное отравление катализатора [9] или же
изменение структуры его пор под воздействием реагентов [10, 11].

Очевидно, что воспроизвести 3D-структуру каждого зерна в слое катализатора невозможно, одна-
ко исследование диффузионных моделей в трехмерной цилиндрической постановке позволит добиться
большей достоверности результата.

Таким образом, разработка математических моделей и эффективных вычислительных алгоритмов
для нестационарных процессов в катализаторе с несферической формой зерна является не до конца изу-
ченным вопросом.

Целью статьи является разработка математической модели и численного алгоритма для моделирова-
ния нестационарного химического процесса в зерне катализатора цилиндрической формы. Для построения
эффективного вычислительного алгоритма для интегрирования уравнений диффузии-конвекции-реакции
применяется регуляризация исходной модели по Б. Н. Четверушкину [12]. Она заключается в добавлении
в модель гиперболического члена, умноженного на малый параметр. Это позволяет расширить область
устойчивости алгоритма за счет ослабления ограничений на шаг интегрирования по времени. Одной из
задач статьи является подбор малого параметра, при котором решение гиперболической и параболической
систем отличаются незначительно. Особенно тщательному исследованию при этом должны подвергаться
модели в системе координат, учитывающей угол поворота.

2. Постановка задачи. Рассмотрим математическую модель нестационарного процесса в цилин-
дрическом зерне катализатора в цилиндрической системе координат:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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(1)

Здесь 𝑡 — время; 𝑟 и 𝑧 — координаты, направленные вдоль радиуса и вдоль оси цилиндра; 𝜙 — полярный
угол; 𝑦𝑚 — концентрации в мольных долях веществ газовой фазы реакции, находящихся в порах зерна,

причем
𝑁gas∑︀
𝑚=1

𝑦𝑚 = 1, 𝑚 = 1, 𝑁gas, 𝑁gas — количество веществ в газовой фазе реакции; 𝜃𝑙 — концентрации

твердых веществ в порах зерна в массовых долях, 𝑙 = 1, 𝑁solid, 𝑁solid — количество твердых веществ,
участвующих в реакции; 𝜀 — пористость зерна катализатора; 𝐷 — эффективный коэффициент диффузии;
𝜇 — скорость стефановского потока; 𝑊𝜎 — скорость стадии 𝜎 в схеме реакций, 𝜎 = 1, 𝑁reac, 𝑁reac —
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количество реакций в схеме; 𝜈𝑚𝜎 — стехиометрические коэффициенты, соответствующие веществу 𝑚 в
стадии реакции 𝜎; 𝑐 — эффективный коэффициент теплоемкости; 𝑇 — температура зерна катализатора;
𝜆 — эффективный коэффициент теплопроводности; 𝑄𝜎 — тепловые эффекты стадий реакции.

Начально-краевые условия для задачи примут вид:

𝑦𝑚(0, 𝑟, 𝑧, 𝜙) = 𝑦0𝑚, 𝑚 = 1, 𝑁gas, 𝜃𝑙(0, 𝑟, 𝑧, 𝜙) = 𝜃0𝑙 ,

𝑙 = 1, 𝑁solid, 𝑇 (0, 𝑟, 𝑧, 𝜙) = 𝑇 0, 𝜇(0, 𝑟, 𝑧, 𝜙) = 0,
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Здесь 𝑥𝑚, 𝑚 = 1, 𝑁gas — концентрации веществ в окружающей зерно катализатора газовой среде в моль-
ных долях; 𝑇out — температура среды, окружающей зерно катализатора; 𝛼 — коэффициент теплообмена;
𝛽 — коэффициент массообмена.

Осесимметричная постановка задачи будет отличаться от системы (1) отсутствием членов, содержа-
щих производную по полярному углу.

3. Вычислительный алгоритм. Вычислительный алгоритм для моделей нестационарного про-
цесса в цилиндрическом зерне катализатора построен на основе принципа расщепления по физическим
процессам на равномерной пространственной сетке. Далее приняты обозначения: 𝜏 — шаг интегрирова-
ния по времени, ℎ — шаг интегрирования по пространству, 𝑛 — номер временно́го слоя, 𝑖, 𝑗, 𝑘 — индексы
пространственных ячеек по направлениям интегрирования 𝑟, 𝑧, 𝜙.

Введем замену для перехода к безразмерному виду моделей:
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,

где 𝜏𝑘 — время контакта; 𝑇ref — опорная температура.
Для ускорения расчетов проведем регуляризацию модели (1) по Б. Н. Четверушкину [12]. Она заклю-

чается во введении второй производной по времени, умноженной на малый параметр, в параболическое
уравнение. За счет выбора малого параметра на основании характерных времен исследуемых процессов
отклонения решения возмущенной системы от решения исходной будет пренебрежимо мало [13], но при
этом существенно сократится расчетное время вследствие ослабления ограничений на шаг интегрирования
по времени. В работе [14] представлен малый параметр для одномерного уравнения диффузии-конвекции-
реакции. Исходя из трехмерной (двумерной в осесимметричном случае) постановки задачи будем искать
малые параметры 𝜉𝑦 и 𝜉𝑇 для обезразмеренной системы в виде:

𝜉𝑦 = min

{︂
ℎ𝑟𝐷𝜏𝑘
𝑅2

,
ℎ𝑧𝐷𝜏𝑘
𝑅𝑍

,
4ℎ𝜙𝐷𝜏𝑘
𝜋𝑅2

}︂
, 𝜉𝑇 = min

{︂
ℎ𝑟𝜆𝜏𝑘
𝑅2

,
ℎ𝑧𝜆𝜏𝑘
𝑅𝑍

,
4ℎ𝜙𝜆𝜏𝑘
𝜋𝑅2

}︂
.

После регуляризации систем встает вопрос о корректной постановке граничного условия для первой
производной переменных 𝑦𝑚 и 𝑇 по времени. Для интегрирования систем с использованием трехслойной
разностной схемы расчет значений этих функций на первом временно́м слое осуществлен методом Эйлера.

Для расчета изменения концентраций применен трехстадийный метод Рунге–Кутты пятого поряд-
ка точности, позволяющий в каждой точке пространства, т.е. в каждой ячейке пространственной сет-
ки (𝑖, 𝑗, 𝑘), решить задачу Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕𝜀𝑦𝑚
𝜕𝑡

=
𝑁reac∑︀
𝜎=1

𝜈𝑚𝜎𝑊𝜎,

𝜕𝜃𝑙
𝜕𝑡

=
𝑁reac∑︀
𝜎=1

𝜈𝑙𝜎𝑊𝜎

с начальными данными (2).

https://road.issn.org/


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2025, 26 (2), 129–139. doi 10.26089/NumMet.v26r209

133

Обозначим предварительный расчет концентраций газовой фазы

𝑦𝑛,*𝑚 𝑖,𝑗,𝑘 =

(︃
𝑁reac∑︁
𝜎=1

𝜈𝑚𝜎𝑊𝜎

)︃𝑛

𝑖,𝑗,𝑘

,

расчет концентраций твердой фазы

𝜃𝑛+1,*
𝑙 𝑖,𝑗,𝑘 =

(︃
𝑁reac∑︁
𝜎=1

𝜈𝑙𝜎𝑊𝜎

)︃𝑛

𝑖,𝑗,𝑘

.

На основе рассчитанных 𝑦𝑛,* можно также рассчитать изменение температуры зерна за счет хими-
ческих реакций:

𝑇𝑛,*
𝑖,𝑗,𝑘 =

(︃
𝑁reac∑︁
𝜎=1

𝑄𝜎𝑊𝜎

)︃𝑛

𝑖,𝑗,𝑘

.

Результирующая схема для задачи примет следующий вид:

𝜀

𝜏𝑘

𝑦𝑛+1
𝑚 𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑦𝑛−1

𝑚 𝑖,𝑗,𝑘

2𝜏
+

𝜉𝑦
𝜏𝑘

𝑦𝑛+1
𝑚 𝑖,𝑗,𝑘 − 2𝑦𝑛𝑚 𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑦𝑛−1

𝑚 𝑖,𝑗,𝑘

𝜏2
= 𝑦𝑛,*𝑚 𝑖,𝑗,𝑘+

+
𝐷

𝑖ℎ𝑟𝑅2

1

ℎ𝑟

(︂(︂
𝑖+

1

2

)︂
ℎ𝑟

𝑦𝑛𝑚 𝑖+1,𝑗,𝑘 − 𝑦𝑛𝑚 𝑖,𝑗,𝑘

ℎ𝑟
−
(︂
𝑖− 1

2

)︂
ℎ𝑟

𝑦𝑛𝑚 𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑦𝑛𝑚 𝑖−1,𝑗,𝑘

ℎ𝑟

)︂
−

− 𝐷

𝑖ℎ𝑟𝑅2

1

ℎ𝑟

(︂(︂
𝑖+

1

2

)︂
ℎ𝑟𝜇

𝑛
𝑖+ 1

2 ,𝑗,𝑘
𝑦𝑛𝑚 𝑖+ 1

2 ,𝑗,𝑘
−
(︂
𝑖− 1

2

)︂
ℎ𝑟𝜇

𝑛
𝑖− 1

2 ,𝑗,𝑘
𝑦𝑛𝑚 𝑖− 1

2 ,𝑗,𝑘

)︂
+

+
𝐷

𝑍2

𝑦𝑛𝑚 𝑖,𝑗+1,𝑘 − 2𝑦𝑛𝑚 𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑦𝑛𝑚 𝑖,𝑗−1,𝑘

ℎ2
𝑧

− 𝐷

𝑍𝑅

𝜇𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘𝑦

𝑛
𝑚 𝑖,𝑗+1,𝑘 − 𝜇𝑛

𝑖,𝑗−1,𝑘𝑦
𝑛
𝑚 𝑖,𝑗−1,𝑘

2ℎ𝑧
+

+
16𝐷

𝜋2𝑅2(𝑖ℎ𝑟)2
𝑦𝑛𝑚 𝑖,𝑗,𝑘+1 − 2𝑦𝑛𝑚 𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑦𝑛𝑚 𝑖,𝑗,𝑘−1

ℎ2
𝜙

− 4𝐷

𝜋𝑅2𝑖ℎ𝑟

𝜇𝑛
𝑖,𝑗,𝑘+1𝑦

𝑛
𝑚 𝑖,𝑗,𝑘+1 − 𝜇𝑛

𝑖,𝑗,𝑘−1𝑦
𝑛
𝑚 𝑖,𝑗,𝑘−1

2ℎ𝜙
,

𝐷(︀
𝑖− 1

2

)︀
ℎ2
𝑟𝑅

2

(︀
𝑖ℎ𝑟𝜇

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 − (𝑖− 1)ℎ𝑟𝜇

𝑛
𝑖−1,𝑗,𝑘

)︀
+

𝐷

𝑍𝑅

𝜇𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝜇𝑛

𝑖,𝑗−1,𝑘

ℎ𝑧
+

4𝐷

𝜋𝑅2𝑖ℎ𝑟

𝜇𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝜇𝑛

𝑖,𝑗,𝑘−1

ℎ𝜙
=

= 1−
𝑁gas∑︁
𝑚=1

𝑦𝑛,*𝑚 𝑖,𝑗,𝑘,

𝜃𝑛+1
𝑙 𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜃𝑛+1,*

𝑙 𝑖,𝑗,𝑘 ,

𝑐

𝜏𝑘

𝑇𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇𝑛−1

𝑖,𝑗,𝑘

2𝜏
+

𝜉𝑇
𝜏𝑘

𝑇𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑘 − 2𝑇𝑛

𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑇𝑛−1
𝑖,𝑗,𝑘

𝜏2
=

=
𝜆

𝑖ℎ𝑟𝑅2

1

ℎ𝑟

(︂(︂
𝑖+

1

2

)︂
ℎ𝑟

𝑇𝑛
𝑖+1,𝑗,𝑘 − 𝑇𝑛

𝑖,𝑗,𝑘

ℎ𝑟
−
(︂
𝑖− 1

2

)︂
ℎ𝑟

𝑇𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 − 𝑇𝑛

𝑖−1,𝑗,𝑘

ℎ𝑟

)︂
+

+
𝜆

𝑍2

𝑇𝑛
𝑖,𝑗+1,𝑘 − 2𝑇𝑛

𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑇𝑛
𝑖,𝑗−1,𝑘

ℎ2
𝑧

+
16𝜆

𝜋2𝑅2𝑖ℎ𝑟

𝑇𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1 − 2𝑇𝑛

𝑖,𝑗,𝑘 + 𝑇𝑛
𝑖,𝑗,𝑘−1

ℎ2
𝜙

+
𝑇𝑛,*
𝑖,𝑗,𝑘

𝑇ref
.

Таким образом, для модели (1) построена трехслойная по времени явная разностная схема с исполь-
зованием метода конечных объемов. Для осесимметричной постановки из разностной схемы необходимо
убрать аппроксимации членов, отвечающих изменению функций по полярному углу.
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4. Исследование алгоритмов. Для проведения вычислительных экспериментов с целью исследо-
вания сходимости, устойчивости, корректности регуляризации моделей, сравнительного анализа расчет-
ных результатов для осесимметричной и трехмерной постановок, а также определения ускорения расче-
тов при регуляризации задач был выбран реальный промышленный процесс окислительной регенерации
катализатора гидроочистки. Схема химических превращений процесса, описанная многостадийными ге-
терогенными реакциями, ранее приведена в работе авторов [15], а вычислительный алгоритм для осесим-
метричной постановки задачи приведен в [16].

Для исследования сходимости и устойчивости расчеты проводились на сетках размера 𝑁𝑟 ×𝑁𝑧 ×𝑁𝜙

с измельчающимися шагами по пространству ℎ𝑟 =
1

𝑁𝑟
, ℎ𝑧 =

1

𝑁𝑧
и ℎ𝜙 =

1

𝑁𝜙
. Графики для температуры

в центре зерна и на его границе в процессе окислительной регенерации приведены на рис. 1, 2, в расчете
принят шаг интегрирования по времени, равный 10−4 с.
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Рис. 1. Расчет для различных размеров сеток с измельчающимся шагом по пространству. Трехмерная постановка

Fig. 1. Calculation for various sizes of grids with a grinding step in space. Three-dimensional problem statement
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Рис. 2. Расчет для различных размеров сеток с измельчающимся шагом по пространству.
Осесимметричная постановка

Fig. 2. Calculation for various sizes of grids with a grinding step in space.
Axisymmetric problem statement
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Рис. 3. Сравнение динамики температуры в исходной и регуляризованной задачах. Трехмерная постановка

Fig. 3. Comparison of temperature dynamics in initial and regularized problems. Three-dimensional problem statement
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Рис. 4. Сравнение динамики температуры в исходной и регуляризованной задачах. Осесимметричная постановка

Fig. 4. Comparison of temperature dynamics in initial and regularized problems. Axisymmetric problem statement

Из рис. 1, 2 видно, что построенные вычислительные алгоритмы для модели нестационарного процес-
са в зерне при регенерации допускают интегрирование с достаточно крупным пространственным шагом.

Корректность регуляризации была проверена сравнением расчетных данных для моделей в трехмер-
ной и осесимметричной постановках с расчетными данными алгоритмов для невозмущенных параболиче-
ских задач. Для параболических задач интегрирование по времени ведется разностями вперед. Рис. 3, 4
иллюстрируют разницу решений гиперболических и параболических задач.

На рис. 3, 4 графики решений различаются незначительно, что свидетельствует о корректности
регуляризации моделей и адекватности подбора малого параметра для них. Стоит отметить, что в случае
использования гиперболических моделей расчетное время одной технологической секунды для трехмерной
постановки сократилось в 11 раз, для осесимметричной — в 9.5 раз за счет увеличения шага по времени
уже при разбиении отрезков интегрирования по радиусу и оси цилиндра на 25 ячеек.

Сравнительный анализ результатов работы вычислительных алгоритмов для трехмерной и осесим-
метричной постановок представлен на рис. 5.
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Рис. 5. Сравнение температур в трехмерной и осесимметричной постановках задачи

Fig. 5. Comparison of temperatures in three-dimensional and axisymmetric formulations of the problem

Рис. 5 иллюстрирует близость решений системы (1) для трехмерной и осесимметричной постановок
при меньшем расчетном времени алгоритма для осесимметричной постановки (132 с против 1 с). Резуль-
таты приведены для 10 с технологического времени как для наиболее активной фазы течения реакции.

5. Проверка адекватности алгоритма. Для проверки адекватности разработанной модели и по-
строенного для нее алгоритма выбран нестационарный процесс окислительной регенерации зерна гидро-
очистки [17]. Окислительная регенерация — это выжиг коксовых отложений из слоя катализатора с целью
восстановления его каталитической активности. Состав коксовых отложений варьируется в зависимости
от химических реакций, которые были проведены на катализаторе, от его состава и др. В настоящей ра-
боте исследуется выжиг отложений, состоящих из углерод-водородных соединений (комплексов), а также
свободных углерода и серы.

В качестве схемы реакции и кинетической модели выбрана многостадийная модель, описывающая
процесс с учетом гетерогенной кинетики [15]:

2ΘC + O2 → 2ΘCO, 𝑊1 = 𝑘1(𝑇 )Θ
2
3𝑦1, (3)

ΘCO + O2 → ΘCO + CO2, 𝑊2 = 𝑘2(𝑇 )Θ2𝑦1, (4)

2ΘS + O2 → 2ΘSO, 𝑊3 = 𝑘3(𝑇 )Θ
2
4𝑦1, (5)

ΘSO + O2 → ΘSO + SO2, 𝑊4 = 𝑘4(𝑇 )Θ5𝑦1, (6)

ΘCH2
+ O2 → ΘCO + H2O, 𝑊5 = 𝑘5(𝑇 )Θ1𝑦1, (7)

ΘCH2 ⇄ ΘC + 𝑧H2 , 𝑊6 = 𝑘6(𝑇 )
𝜌C

𝑅C

(︂
1

6
Θ1 − 𝑧1

)︂
,

ΘCO ⇄ ΘC + 𝑧O, 𝑊7 = 𝑘7(𝑇 )
𝜌C

𝑅C

(︂
4

3
Θ2 − 𝑧2

)︂
,

ΘSO ⇄ ΘS + 𝑧O, 𝑊8 = 𝑘8(𝑇 )
𝜌C

𝑅C
(2Θ5 − 𝑧2) .

Здесь 𝑊𝜎 — скорости стадий химического взаимодействия, размерности 𝑊1–5 — моль/(м2· с), 𝑊6–8 —
г/(м2· с), 𝜎 = 1, 8; 𝑘𝜎(𝑇 ) — константы скоростей стадий химического взаимодействия, размерность 𝑘𝜎
соответствует 𝑊𝜎; Θ𝑙 — степени покрытия поверхности кокса различными углеродными комплексами,
𝑙 = 1, 5: Θ1 — водородно-углеродный комплекс, Θ2 — кислородно-углеродный комплекс, Θ3 — свободная
углеродная поверхность, Θ4 — свободная поверхность серы, Θ5 — кислородно-серный комплекс; 𝑦1 —
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концентрация кислорода в газовой фазе в мольных долях; 𝑧1 и 𝑧2 — концентрации атомарных водорода и
кислорода в слое кокса в массовых долях; 𝜌C и 𝑅C — плотность и средний радиус гранул кокса. Кроме того,

5∑︁
𝑚=1

𝑦𝑚 = 1,

5∑︁
𝑙=1

Θ𝑙 = 1,

где 𝑦2 и 𝑦3 — мольные доли диоксида углерода и серы, 𝑦4 — мольная доля воды, а 𝑦5 — концентрация
некоторого инертного газа, например азота, служащего для разбавления реакционной смеси до нужной
концентрации кислорода.

Как видно из схемы реакции, удаление кокса происходит только с продуктами реакции. При этом
существенную роль в процессе играют углерод-кислородный и кислородно-серный комплексы, образу-
ющиеся при прохождении кислорода сквозь слой отложений (реакции (3) и (5)). В этих же реакциях
реагенты газовой фазы переходят в вещества твердой фазы — эти стадии ответственны за возникнове-
ние стефановского потока. Удаление коксовых отложений происходит за счет образования газообразных
оксидов углерода и серы и паров воды (реакции (4), (6) и (7)).

При проведении вычислительного эксперимента выбраны следующие параметры и начальные усло-
вия: 𝐷 = 5 ·10−7 м2/с; 𝑐 = 3.11 ·106 Дж/(м3 · К); 𝜆 = 0.8 Дж/(м ·К); 𝛼 = 11.5 Дж/(м2 · К); 𝛽 = 0.07 м/с;
𝜌𝐶 = 1800 кг/м3; 𝑇ref = 793 К; 𝜏𝑘 = 4.8 c; 𝑇out = 773 К; 𝑥1 = 1; 𝑥2–5 = 0; 𝑦1(0, 𝑟, 𝑧, 𝜙) = 1;
𝑦2–5(0, 𝑟, 𝑧, 𝜙) = 0; 𝜃1(0, 𝑟, 𝑧, 𝜙) = 0.2; 𝜃3,4(0, 𝑟, 𝑧, 𝜙) = 0.4; 𝜃2,5(0, 𝑟, 𝑧, 𝜙) = 0.

Расчет выполнен для изолированного цилиндрического зерна гидроочистки радиуса 𝑅 = 0.01 м и
длины 𝐿 = 0.1 м, в начальный момент времени заполненного 100% кислородом. Начальное содержание
кокса на зерне составляет 3% (масс.), доли чистого углерода и чистой серы составляют по 40% (масс.) от
массы коксовых отложений. Объем зерна составляет 0.0000314 м3. При выбранной пористости зерна 0.3
количество кислорода в нем будет равно 0.00042 моль.

После 15 технологических секунд выжига кислород выгорел полностью, остаток коксовых отложений
составил 2.99898% (масс.), доли чистого углерода и чистой серы составляют 40.5% (масс.) и 39.5% (масс.).
При этом образовались углерод-кислородный и серокислородный комплексы с долями 0.5% (масс.) и
0.7% (масс.).

По уменьшению массы коксовых отложений и изменению долей составляющих в ней можно опре-
делить, что на удаление коксовых отложений с оксидами углерода и серы потрачено 0.00001 моль и
0.00015 моль кислорода соответственно, на образование углерод-кислородного и серокислородного ком-
плексов — 0.00016 моль и 0.00013 моль.

Общий расчетный расход кислорода, потраченного в процессе регенерации, — 0.00045 моль, что
хорошо согласуется с рассчитанным по стехиометрическому уравнению содержанием кислорода в зерне —
0.00042 моль.

Таким образом, разработанная модель и построенный алгоритм адекватно отражают течение про-
цесса окислительной регенерации зерна катализатора гидроочистки и могут быть использованы как один
из уровней модели нестационарного процесса в слое катализатора [18].

6. Заключение. В статье разработаны математическая модель нестационарного процесса в зерне
катализатора цилиндрической формы, регуляризованная по Б. Н. Четверушкину, и вычислительный ал-
горитм на основе схемы расщепления по физическим процессам. Показана сходимость на последователь-
ности сгущающихся сеток построенных алгоритмов.

По результатам анализа вычислительных алгоритмов выявлена высокая эффективность гиперболи-
зации как средства ускорения расчетов задач, включающих в себя процессы диффузии и теплопроводно-
сти.

Для проверки адекватности модели и вычислительных алгоритмов проведено сравнение изменений
концентраций веществ на основе стехиометрического баланса и на основе расчета.

Данные по регенерации зерна катализатора гидроочистки, полученные с использованием разработан-
ной модели и построенного алгоритма, проверены на адекватность сравнением с данными, полученными
из стехиометрического уравнения реакции.
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