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1. Введение. В последнее время наблюдается рост множества прикладных задач с дискретными ма-
тематическими моделями. Среди них много NP-трудных задач, о которых бытует мнение, что для их ре-
шения можно применять только эвристические алгоритмы, а точные методы — нельзя. Среди NP-трудных
задач наиболее популярна задача коммивояжера, причем к этой задаче большого размера сводится задача
сборки генома de novo [1].

Задача коммивояжера (замкнутая) — задача нахождения гамильтонова цикла с минимальной суммой
дуг в полном взвешенном ориентированном графе, стоимости дуг которого неотрицательны. К этой задаче
сводится также задача коммивояжера на неориентированном графе: из любого неориентированного графа
можно получить ориентированный, заменив в нем каждое ребро стоимости 𝑐 на две противоположно
направленные дуги, каждая из которых имеет стоимость 𝑐. Поэтому в дальнейшем рассматриваются
только полные ориентированные графы. К замкнутой задаче коммивояжера сводится разомкнутая задача
коммивояжера — задача поиска гамильтонова пути минимальной стоимости — пути, проходящего через
каждую вершину в точности один раз. Для такой сводимости достаточно к исходному графу добавить
одну вершину, которая соединяется со всеми другими вершинами дугами веса 0: после нахождения в
новом графе минимального гамильтонова цикла добавленная вершина удаляется вместе с инцидентными
к ней дугами.

В основе предлагаемых алгоритмов лежит модифицированный алгоритм Балаша–Кристофидеса.
Алгоритм Балаша–Кристофидеса [2] — точный алгоритм решения задачи коммивояжера, основанный на
методе ветвей и границ (“точный” означает, что он всегда находит оптимальное решение). Модификация
алгоритма Балаша–Кристофидеса (1978 г.) состоит в адаптации этого алгоритма к современным процес-
сорам. В частности, алгоритм был распараллелен и был уменьшен расход памяти, в результате чего он
стал работать быстрее Concorde [3], как описано в работе [4]. Новизна данной работы, по сравнению с [4],
заключается в том, что алгоритм был сделан эвристическим и в него был добавлен параметр 𝑘, который
гарантирует, что получаемое решение хуже оптимального не более чем в 1/𝑘 раз. Целью работы является
получить возможность решать задачи больших размеров.

Распараллеливание метода ветвей и границ на распределенной памяти для задачи о ранце представ-
лено в [5]. Обход дерева вариантов в методе ветвей и границ можно описывать рекурсивной функцией.
Распараллеливание рекурсивных функций рассматривалось в [4, 6]. В работе [7] рассмотрены параллель-
ные (векторные) алгоритмы решения некоторых других задач теории графов: поиск в ширину, поиск всех
пар кратчайших путей в графе от заданной вершины, ранжирование вершин, поиск связных компонент.
В [8] рассмотрен полиномиальный эвристический алгоритм решения задачи коммивояжера с оценкой ка-
чества найденного решения. Вычислительная сложность этого алгоритма 𝑂(𝑛3), где 𝑛 — число вершин
графа, а найденное этим алгоритмом решение хуже оптимального не более чем в 1.5 раза.

Поиск экстремумов функций с использованием дерева решений применяется в задачах как дискрет-
ной, так и непрерывной оптимизации. При обходе дерева решений возникают избыточные вычисления.
Анализ влияния избыточных вычислений на время выполнения проводился в работе [9], хотя, очевид-
но, такое влияние очень сильно зависит от алгоритма и от вычислительной архитектуры (особенно для
параллельных алгоритмов).

Представленный в данной работе алгоритм является развитием [4, 10].
Программная реализация точного алгоритма доступна по ссылке [11].

2. Особенности распараллеливания метода ветвей и границ. Приведем известные элементы
алгоритмов, основанных на методе ветвей и границ, для анализа возможностей и особенностей распарал-
леливания.

Метод ветвей и границ применяется к построению точных алгоритмов решения оптимизационных
переборных задач большого размера. Разнообразие прикладных задач такого типа влечет различия алго-
ритмов их решения. Тем не менее в многообразии этих алгоритмов можно выделить общие особенности.
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Алгоритмы, основанные на методе ветвей и границ, имеют две основные составные части: 1) постро-
ение и обход дерева вариантов; 2) правила отсечения неперспективных ветвей дерева вариантов.

Иногда для одной и той же задачи можно построить несколько различных деревьев вариантов и
различные правила отсечения ветвей.

Построение и обход дерева вариантов применяется не только к задачам оптимизации (в основном
дискретной), но и к задачам пересмотра всех элементов большого конечного множества, описанного неко-
торыми комбинаторными условиями, например при составлении списка всех клик (или максимально неза-
висимых множеств) графа [12]. Распараллеливание обхода дерева вариантов может применяться и к таким
задачам.

Будем обозначать через 𝑓 целевую функцию задачи, минимум которой необходимо найти на боль-
шой конечной области определения. Будем полагать, что множество листов дерева вариантов является
областью определения функции 𝑓 (так происходит во многих задачах рассматриваемого типа). Дерево
вариантов содержит все точки области определения целевой функции.

При обходе дерева вариантов при достижении алгоритмом листа можно вычислить значение целевой
функции. Лучшее на текущий момент работы алгоритма вычисленное значение целевой функции 𝑓 будем
называть рекордным значением и обозначать 𝑓rec.

Будем полагать, что в узлах дерева вариантов задана некоторая функция 𝐹 , обладающая следую-
щими свойствами:

1) для любого узла 𝑁 дерева вариантов и любого листа 𝐿 на ветке этого узла выполняется неравенство
𝐹 (𝑁) ⩽ 𝑓(𝐿);

2) для любого узла 𝑁 дерева вариантов и любого предшествующего ему узла 𝑃 (т.е. узла, лежащего
на пути от корня дерева до данного узла) выполняется неравенство 𝐹 (𝑁) ⩾ 𝐹 (𝑃 ).
Такую функцию 𝐹 называют оценкой целевой функции 𝑓 . Если для целевой функции задана оценка,

то во многих случаях на листах дерева значение оценки равно значению целевой функции: 𝐹 (𝐿) = 𝑓(𝐿).
Если на дереве вариантов задана оценка целевой функции, то можно использовать правило отсечения
ветвей: если выполняется

𝐹 (𝑁) ⩾ 𝑓rec, (1)

то на ветке узла 𝑁 не находится оптимальное значение целевой функции и эту ветку можно не рассмат-
ривать алгоритмом (отсечь).

Как обычно, распараллеливание метода ветвей и границ заключается в одновременном выполнении
обработки ветвей дерева вариантов разными вычислительными потоками. При этом некоторые особенно-
сти основанных на методе ветвей и границ алгоритмов отрицательно влияют на эффективность распа-
раллеливания:

1) разное время обработки разных ветвей дерева вариантов может создавать плохой загрузочный ба-
ланс;

2) текущее рекордное значение целевой функции является общей обновляемой переменной для всех
потоков.
3. Некоторые особенности алгоритма Балаша–Кристофидеса. В основанном на методе вет-

вей и границ алгоритме Балаша–Кристофидеса [2] оценка целевой функции строится на основе итера-
ционного венгерского алгоритма решения вспомогательной задачи о назначениях. Балаш и Кристофидес
модифицировали венгерский алгоритм — они разработали способ найти решение задачи о назначениях
в узле дерева вариантов на основе ее решения в отце этого узла. По их словам, для этого “почти всегда
достаточно одной итерации венгерского алгоритма”. У корня дерева вариантов нет узла-отца, а поэтому
решение задачи о назначениях нужно находить итерационным венгерским алгоритмом без модификации
Балаша и Кристофидеса. Как покажут представленные в данной статье численные эксперименты, реше-
ние вспомогательной задачи о назначениях в корне дерева вариантов дает оценку целевой функции, очень
близкую в процентном отношении к оптимальному точному решению задачи коммивояжера.

Исходные графы в статье [2] представлены матрицей весов дуг. Для численных экспериментов веса
дуг берутся как случайные целые числа в диапазоне от 0 до 1000.

4. Ускорение алгоритма за счет уменьшения точности. В этом параграфе представлены эв-
ристические алгоритмы, основанные на точном алгоритме ветвей и границ.

Как и в большинстве алгоритмов, основанных на методе ветвей и границ, в рассматриваемом алго-
ритме строится дерево вариантов, в каждом узле дерева вариантов вычисляется оценка целевой функции
и сравнивается с текущим рекордным значением целевой функции.
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Если условие (1) истинно, то ветка дерева вариантов данного узла отсекается, поскольку на ней не
может быть значений целевой функции, лучших текущего рекорда. Отличие представленного в данной
статье алгоритма от алгоритма [10, 13] в том, что вместо условия (1) стоит условие

𝐹 (𝑁) ⩾ 𝑘 · 𝑓rec (2)

с заранее заданным коэффициентом 𝑘, где 0 < 𝑘 ⩽ 1.
Если коэффициент 𝑘 равен 1, то получается алгоритм [10, 13], который находит точное решение.

Для случая 𝑘 < 1 о результате работы можно сказать, что он отличается от оптимального не более чем в
1/𝑘 раз. Например, если 𝑘 = 0.9, то найденный алгоритмом с условием (2) результат хуже оптимального
не более чем на 10%; если 𝑘 = 0.5, то найденный алгоритмом с условием (2) результат хуже оптимального
не более чем в 2 раза.

5. Уменьшение расхода памяти с помощью ссылочной структуры. Еще одной проблемой,
препятствующей решению задач больших размеров, был чрезмерный расход памяти. Он возникал ввиду
того, что на каждом узле дерева вариантов создавался новый граф, представленный в виде матрицы весов.
Из-за этого ранее не получалось решать задачи с матрицами весов размера выше 3000. Для решения
этой проблемы авторы представили матрицу весов в виде ссылочной структуры данных, описанной в
работе [4], которая хранит только отличия графа на данном узле дерева вариантов от графа в узле-отце.
Использование этой структуры позволило уменьшить расход памяти в сотни раз, как видно из табл. 1.

Таблица 1. Расход памяти параллельным алгоритмом до и после внедрения структуры

Table 1. Memory usage by the parallel algorithm before and after integrating the structure

Максимальное использование памяти, МБ
Maximum memory usage, MBРазмер матриц

Matrix size До
Before

После
After

1000 1 668 25

1500 5 235 50

2000 11 351 82

2500 9 575 97

3000 22 394 149

5000 — 361

7000 — 1 431

10000 — 1 530

6. Условия проведения численных экспериментов. Представленные в данной работе резуль-
таты были получены в следующих условиях:

• процессор Intel Core i5-12400
– 6 ядер;
– с hyperthreading;
– L3 кэш: 18 МБ (общий);
– L2 кэш: 1280 КБ (у каждого ядра свой);
– L1 кэш: 32 КБ для инструкций, 48 КБ для данных (у каждого ядра свой);

• операционная система Debian 11 (Linux);
• язык программирования C++;
• компилятор GCC версии 10.2.1 с флагами -Ofast и -march=native;
• GNU OpenMP v. 10.2.1;
• оперативная память DDR5, 32 ГБ, частота 5600 МГц;
• функция измерения времени: omp_get_wtime для OpenMP, clock_gettime для pthread.

Все измерения времени работы и используемой памяти проводились на матрицах со случайными
целыми числами диапазона от 0 до 1000000, которые хранились в целых 4-байтных переменных. Суммы
элементов матриц (например, рекорд, оценка целевой функции) хранились в целых 8-байтных перемен-
ных. Всего для численных экспериментов было сгенерировано по 5 случайных матриц каждого размера.
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7. Результаты численных экспериментов. Сначала проводился эксперимент, целью которого
было понять, какие значения параметра 𝑘 можно задавать, чтобы сильно ускорить алгоритм, но при этом
потерять как можно меньше точности. Для этого на разных размерах запускался точный (𝑘 = 1) алгоритм
и вычислялось:

1) насколько близким к оптимальному является решение начальной задачи о назначениях (в корне
дерева вариантов);

2) сколько раз меняется значение рекорда;
3) насколько рекорд улучшается каждый раз.

Результаты представлены в табл. 2.
С ростом размера случайного исходного графа значение начального рекорда приближается к оп-

тимальному значению целевой функции и для размера 7000 улучшение начального рекорда составляет
менее 0.02%. Одной из причин этого является значительный вклад в целевую функцию оценки, которая
получена в начале алгоритма с использованием решения задачи о назначениях.

В результате было выбрано значение параметра 𝑘 = 0.95.
Целью следующего эксперимента было замерить время работы эвристического алгоритма на задачах

больших размеров, на которых точный алгоритм работает слишком долго (больше 4 часов на задачах
размера 20000). Для этого использовался только эвристический алгоритм с коэффициентом 𝑘 = 0.95,
т.е. о найденном результате можно говорить, что он хуже оптимального не более чем на 5%. При работе
алгоритма на задачах размера 40000 ему достаточно 32 ГБ оперативной памяти, а на задачах размера
50000 уже нет — он начинает использовать swap (swap находится на NVMe SSD диске, поэтому даже с
использованием swap время получается не слишком большим). Результаты представлены в табл. 3.

Таблица 2. Среднее улучшение начального рекорда при работе алгоритма

Table 2. Average improvement of the initial record during runtime

Размер матриц Среднее отставание
начального решения

от оптимального

Среднее количество
изменений значения

рекорда

Диапазон улучшений
рекорда

Matrix size Average difference
between the initial

and the optimal solution

Average number of
record changes

Range of record
improvements

1000 0.1534% 3.80 0.0005%–0.2155%

2000 0.0591% 3.80 0.0001%–0.0988%

3000 0.0681% 5.20 0.0004%–0.0834%

5000 0.0319% 4.60 0.0001%–0.0504%

7000 0.0212% 5.00 0.0001%–0.0193%

10000 0.0136% 4.60 0.0001%–0.0172%

Таблица 3. Среднее время выполнения и расход памяти алгоритма для графов большого размера

Table 3. Average running time and memory usage of the algorithm on large graphs

Размер матриц
Matrix size

Среднее время
Average time

Максимальное использование памяти
Maximum memory usage

20000 52 с 6.2 ГБ
52 s 6.2 GB

30000 3 мин 23 с 14.3 ГБ
3 min 23 s 14.3 GB

40000 4 мин 47 с 24.7 ГБ
4 min 47 s 24.7 GB

50000 13 мин 58 с 37.7 ГБ (30.5 ГБ + 7.2 ГБ swap)
13 min 58 s 37.7 GB (30.5 GB + 7.2 GB swap)
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8. Направление дальнейших исследований и заключение. В дальнейшем предполагается уве-
личивать размер рассматриваемых задач, находя в приемлемое время решение, которое “хуже оптималь-
ного не более чем на 𝑘 процентов”. Для этого предполагается рассмотреть следующие варианты достиже-
ния данной цели:

1) хранить в памяти (в виде списка смежности или списка дуг) только дуги графа, величина которых
не более заранее заданного числа 𝑠 или хранить ровно 𝑞 дуг наименьшего веса;

2) проводить эксперименты с использованием swap, находящегося на NVMe SSD;
3) рассмотреть распараллеливание алгоритма на высокопроизводительном кластере (с распределенной

памятью).
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