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Аннотация: Численно анализируется влияние нестандартной вязкости на нерелятивистские
колебания холодной плазмы. Нестандартная вязкость может быть интерпретирована как след-
ствие небольшого нагрева электронов при использовании баротропной модели. Для расчетов
построена неявная разностная схема типа Мак-Кормака, имеющая более слабое ограничение на
устойчивость, чем явная схема, и реализуемая без итераций, что увеличивает ее вычислитель-
ную эффективность в десятки раз. Показано, что учет нестандартной вязкости плазмы может
быть причиной формирования бегущих волн солитонного типа.
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Abstract: The effect of non-standard viscosity on non-relativistic oscillations of cold plasma is
numerically analyzed. The non-standard viscosity can be interpreted as a consequence of low electron
heating when using the barotropic model. An implicit McCormack-type difference scheme has been
constructed for calculations, which has a weaker stability constraint than the explicit scheme and is
implemented without iterations, which increases its computational efficiency tenfold. It is shown that
taking into account the non-standard viscosity of the plasma can be the reason for the formation of
traveling waves of the soliton type.
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1. Введение. При использовании в качестве гидродинамической модели плазмы соотношений вяз-
кого ионизованного газа в общем случае вязкость в магнитном поле определяется сложными тензорными
зависимостями [1]. Однако в простейших случаях (например, для пространственно одномерных движений
плазмы) можно ограничиться уравнением вида
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где 𝑢 — скорость электронов, 𝐸 — электрическое поле, 𝑝 — давление, 𝑛 — плотность, 𝜈 — коэффици-
ент вязкости, 𝑥 и 𝑡 — координаты по пространству и времени соответственно. При этом под “стандарт-
ной” вязкостью понимается слагаемое, пропорциональное второй производной скорости (взято в рамку).
В рассматриваемом ниже случае в уравнении для скорости также присутствует слагаемое, пропорцио-
нальное второй производной, но от другой функции — 𝐸, описывающей электрическое поле. Поэтому
такое слагаемое мы будем называть “нестандартной” вязкостью, хотя по физическому смыслу оно ближе
к электронному давлению баротропного типа.

Гидродинамическая модель холодной плазмы хорошо известна и достаточно подробно описана в
учебниках и монографиях по физике плазмы [2–5]. В настоящее время внимание к этой модели обуслов-
лено в первую очередь задачами, относящимися к распространению сверхмощных лазерных импульсов в
плазме [6, 7]. Подобные постановки напрямую связаны с приложением результатов, удостоенных Нобе-
левской премии по физике 2018 г. В [8] приведены следующие примеры практически важных задач этой
тематики: лазерное ускорение электронов и ионов, быстрое зажигание термоядерного синтеза, ядерные
реакции в луче лазера, синхротронное и субмиллиметровое излучение и пр. Численному моделированию
различных явлений в холодной плазме, например таких как колебания и кильватерные волны, возбуж-
даемые коротким мощным лазерным импульсом, посвящена монография [9].

Напомним, что гидродинамическая модель “холодной” плазмы, в которой температура электронов
формально полагается равной нулю, является точным математическим следствием кинетической модели,
основанной на системе уравнений Власова–Максвелла (см., например, [2, 4]). Однако такое гидродина-
мическое приближение является безусловной идеализацией физических процессов, так как температура
плазмы может быть необязательно большой, но необходимо положительной. По этой причине в работе [10]
в модель холодной плазмы было внесено уточнение на случай малых температур, т.е. “теплой” плазмы.
Главный смысл модификации модели — добавление в уравнение, выражающее закон сохранения импуль-
са, новых слагаемых, описывающих электронное давление, вязкость и электрон-ионные соударения.

Влияние традиционных зависимостей давления от электронной плотности было рассмотрено в [11],
причем был сделан вывод, что учет давления трансформирует ленгмюровские колебания в бегущие волны.
В свою очередь, влияние электрон-ионных соударений было теоретически исследовано в [12] и численно
в работе [13], где было показано затухание амплитуды колебаний при увеличении коэффициента соударе-
ний. Влияние стандартной вязкости, отвечающей диагональной матрице вязкости, изучено в [14]. А имен-
но, показано, что в динамике ленгмюровских колебаний не только затухает амплитуда, но и формируется
седловая точка, не исчезающая со временем. Однако случай, когда матрица вязкости устроена более слож-
ным образом, в частности не является диагональной, оставался неисследованным как с аналитической,
так и с численной точек зрения. В настоящей работе мы рассмотрим простейший пример нестандартной
вязкости такого рода. Он, кроме интереса постановки вычислительного эксперимента, имеет также ясную
физическую интерпретацию.
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Однако здесь следует отметить важное обстоятельство: для численного решения систем гипербо-
лического типа, к которым относятся уравнения холодной плазмы, традиционно используются явные
разностные схемы (см., например, [9, 15] и цитируемую там литературу), а учет любой вязкости сразу
же приводит в них к жестким ограничениям на устойчивость. Поэтому введение в модель слагаемого,
описывающего вязкость, диктует необходимость разработки новых или соответствующих модификаций
ранее известных численных алгоритмов (с более слабыми ограничениями на устойчивость вычислений).
В настоящей работе с целью моделирования ленгмюровских колебаний при учете нестандартной вязко-
сти плазмы построена новая разностная схема сквозного счета типа неявной схемы Мак-Кормака [16].
Ее главной особенностью является экономичность: замена классической явной схемы Мак-Кормака на
неявную в численном алгоритме в данном случае требует незначительного увеличения вычислительной
работы (в пределах 10%), причем неявная процедура носит безытерационный характер, что существенно
увеличивает ее привлекательность. Требования на устойчивость в неявной схеме качественно ослаблены,
что достигается за счет ухудшения асимптотической погрешности аппроксимации. Однако при домини-
рующем переносе (т.е. при небольших значениях коэффициента вязкости, как это имеет место в “теплой”
плазме) этим ухудшением можно пренебречь.

Настоящая работа имеет следующую структуру. В разделе 2 приведена простейшая (плоская, про-
странственно одномерная) постановка задачи, описывающая нерелятивистские колебания холодной плаз-
мы с учетом нестандартной вязкости в эйлеровых переменных. В разделе 3 построена неявная схема
Мак-Кормака для нелинейных уравнений с вязкостью из второго раздела, а также отмечены наиболее
важные вычислительные свойства этой схемы. В разделе 4 описаны результаты вычислительных экспери-
ментов, иллюстрирующих влияние вязкого слагаемого на форму ленгмюровских колебаний, порождаемых
коротким мощным лазерным импульсом. В заключении систематизированы результаты проведенных ис-
следований.

2. Постановка задачи с нестандартной вязкостью. Будем считать плазму нерелятивистской
электронной жидкостью, пренебрегая рекомбинационными эффектами и движением ионов. Тогда в рам-
ках модели холодной плазмы ее плоские одномерные колебания можно описать безразмерной системой
уравнений
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+ 𝑉
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+ 𝐸 = 0, (1)
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где 𝑉 — скорость электронов, 𝐸 — электрическое поле, 𝜌 и 𝜃 — обезразмеренные координаты по простран-
ству и времени соответственно. К системе (1), (2) обычно добавляют уравнение

𝑁(𝜌, 𝜃) = 1− 𝜕𝐸(𝜌, 𝜃)

𝜕𝜌
, (3)

характеризующее безразмерную плотность электронов 𝑁 . Формула (3) является частным случаем тео-
ремы Гаусса [17], которая в дифференциальной размерной форме имеет вид div𝐸 = 4𝜋𝑒 (𝑛 − 𝑛0). Здесь
𝑒 < 0 — заряд электрона, 𝑛0 — значение невозмущенной электронной плотности. Подробный вывод урав-
нений (1)–(3) можно найти в различных источниках (см., например, [9, с. 19]).

Система из двух первых уравнений относится к гиперболическому типу и хорошо изучена как анали-
тически (см., например, [18, 19]), так и численно [20]. Для таких систем существует локально по времени
единственное решение задачи Коши того же класса, что и начальные данные. Также известно, что для
таких систем потеря решением гладкости происходит по одному из следующих сценариев: либо сами
компоненты решения в течение конечного времени обращаются в бесконечность, либо они остаются огра-
ниченными, но в бесконечность обращаются их производные [21]. Последняя возможность реализуется,
например, для однородных законов сохранения, к которым относятся уравнения газовой динамики, где
возникновение особенности соответствует образованию ударной волны.

Как уже говорилось выше, в работе [10] в модель холодной плазмы было внесено уточнение на случай
малых температур. В используемых здесь обозначениях модификация модели может быть выражена как
добавление в правую часть уравнения (1) новых слагаемых:
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где 𝑃 — электронное давление, 𝜈 ⩾ 0 и 𝜂 ⩾ 0 — постоянные коэффициенты вязкости и соударений,
зависящие от температуры. С учетом специфического интереса к нестандартной вязкости рассмотрим
модификацию уравнения (1), содержащую только одно новое слагаемое:

𝜕𝑉

𝜕𝜃
+ 𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝜌
+ 𝐸 = − 1

𝑁

𝜕𝑃

𝜕𝜌
.

Сравнение бегущих волн в кинетической и гидродинамической постановках рассматривалось в [11], при-
чем в гидродинамике изучались зависимости давления от плотности традиционной для плазмы баро-
тропной формы 𝑃 = 𝜈(𝑇 )𝑁𝛾 , 𝛾 = 1 [4] или 𝛾 = 3 [17], с соответствующим коэффициентом 𝜈, зависящим
от температуры. В настоящей работе первоочередной интерес представляет случай 𝛾 = 2, так как он
приводит к появлению нестандартной вязкости в уравнении для скорости (взято в рамку):

𝜕𝑉

𝜕𝜃
+ 𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝜌
+ 𝐸 = 𝜈

𝜕2𝐸

𝜕𝜌2
, 𝜈 = 2 𝜈(𝑇 ). (4)

Формализуем постановку задачи: нас будет интересовать в полуплоскости {(𝜌, 𝜃) : 𝜌 ∈ R, 𝜃 > 0}
решение задачи Коши для уравнений (2), (4) с начальными условиями

𝑉 (𝜌, 0) = 𝑉0(𝜌), 𝐸(𝜌, 0) = 𝐸0(𝜌), 𝜌 ∈ R. (5)

Наиболее естественным выбором начальных условий (5) является имитация возмущений электри-
ческого поля, которые порождаются в разреженной плазме коротким мощным лазерным импульсом при
его фокусировке в линию (этого можно добиться при использовании цилиндрической линзы, см. детали
в [22]):

𝐸0(𝜌) = 𝛼𝜌 exp

{︂
−2

𝜌2

𝜌2*

}︂
, 𝑉0(𝜌) = 0, (6)

где 𝛼 = (𝑎*/𝜌*)
2
, а 𝑎*, 𝜌* — амплитуда и ширина импульса.

3. Неявная схема Мак-Кормака для плазмы с нестандартной вязкостью. Приведем систему
(2), (4) к удобной в рассматриваемом случае векторной форме

𝜕𝑈

𝜕𝜃
+𝐴(𝑉 )

𝜕𝑈

𝜕𝜌
= 𝐵

𝜕2𝑈

𝜕𝜌2
+ 𝑆(𝑈), (7)

где оператор 𝐴(𝑉 ) является линейным и диагональным: 𝐴 = 𝑉 (𝜌, 𝜃) 𝐼, 𝐼 — единичная (2 × 2)-матрица;
𝐵 — (2 × 2)-матрица с единственным ненулевым элементом 𝑏12 = 𝜈; 𝑈 = (𝑉,𝐸)𝑇 , 𝑆 = (−𝐸, 𝑉 )𝑇 —
вектор-функции, рассматриваемые в полуплоскости {(𝜌, 𝜃) : 𝜌 ∈ R, 𝜃 ⩾ 0}.

Определим дискретизацию независимых переменных с помощью постоянных параметров 𝜏 и ℎ так,
что

𝜃𝑛 = 𝑛 𝜏, 𝑛 ⩾ 0, 𝜌𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 0,±1,±2, . . . ,

и будем обозначать зависимую переменную 𝑈(𝜌, 𝜃) в узле сетки (𝜌𝑖, 𝜃
𝑛) через 𝑈𝑛

𝑖 .
Введем полезные обозначения для операторов разностей “вперед” 𝐷+ и “назад” 𝐷−, у которых ар-

гумент может быть как векторным, так и скалярным:

𝐷+𝐹𝑖 = 𝐹𝑖+1 − 𝐹𝑖, 𝐷−𝐹𝑖 = 𝐹𝑖 − 𝐹𝑖−1.

Запишем неявную схему Мак-Кормака для системы (7), считая известными величины 𝑉 𝑛
𝑖 , 𝐸𝑛

𝑖 .
1. Предиктор с результатом 𝑈𝑝

𝑖 реализуется формулами:
положим 𝑉 𝑛

𝑖+1/2 =
(︀
𝑉 𝑛
𝑖+1 + 𝑉 𝑛

𝑖

)︀
/2, определим матрицу

𝐶𝑛
𝑖+1/2 = 𝐴

(︁⃒⃒
𝑉 𝑛
𝑖+1/2

⃒⃒)︁
+

2

ℎ
𝐵

и последовательно вычислим

∆𝑈𝑛
𝑖 = − 𝜏

ℎ
𝐴
(︁
𝑉 𝑛
𝑖+1/2

)︁
𝐷+𝑈𝑛

𝑖 +
𝜏

ℎ2
𝐵𝐷+𝐷−𝑈𝑛

𝑖 + 𝜏𝑆𝑛
𝑖 ,(︁

𝐼 − 𝜆
𝜏

ℎ
𝐶𝑛

𝑖+1/2 𝐷
+
)︁
𝛿𝑈𝑝

𝑖 = ∆𝑈𝑛
𝑖 ,

𝑈𝑝
𝑖 = 𝑈𝑛

𝑖 + 𝛿𝑈𝑝
𝑖 ,

(8)

где вычисления проводятся в сторону уменьшения индекса 𝑖 = . . . , 𝑘 + 1, 𝑘, 𝑘 − 1, . . . .
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2. Корректор с результатом 𝑈 𝑐
𝑖 реализуется формулами:

положим 𝑉 𝑝
𝑖−1/2 =

(︀
𝑉 𝑝
𝑖 + 𝑉 𝑝

𝑖−1

)︀
/2, определим матрицу

𝐶𝑝
𝑖−1/2 = 𝐴

(︁
|𝑉 𝑝

𝑖−1/2|
)︁
+

2

ℎ
𝐵

и последовательно вычислим

∆𝑈𝑝
𝑖 = − 𝜏

ℎ
𝐴
(︁
𝑉 𝑝
𝑖−1/2

)︁
𝐷−𝑈𝑝

𝑖 +
𝜏

ℎ2
𝐵𝐷−𝐷+𝑈𝑝

𝑖 + 𝜏𝑆𝑝
𝑖 ,(︁

𝐼 + 𝜆
𝜏

ℎ
𝐶𝑝

𝑖−1/2 𝐷
−
)︁
𝛿𝑈 𝑐

𝑖 = ∆𝑈𝑝
𝑖 ,

𝑈 𝑐
𝑖 = 𝑈𝑛

𝑖 + 𝛿𝑈 𝑐
𝑖 ,

(9)

где вычисления проводятся в сторону увеличения индекса 𝑖 = . . . , 𝑘 − 1, 𝑘, 𝑘 + 1, . . . .

В формулах (8), (9) верхний индекс 𝑝 (или 𝑐) обозначает шаг предиктор (или корректор) или 𝑛 —
временно́й слой 𝜃𝑛, 𝜆 — постоянный параметр схемы, который будет определен ниже.

Окончательные формулы, формирующие решение 𝑈 вместе с плотностью 𝑁 (из соотношения (3))
на следующем временно́м слое с номером (𝑛+ 1), имеют вид:

𝑈𝑛+1
𝑖 =

𝑈𝑝
𝑖 +𝑈 𝑐

𝑖

2
, 𝑁𝑛+1

𝑖 = 1− 𝐷+ +𝐷−

2ℎ
𝐸𝑛+1

𝑖 . (10)

Напомним [14] полезные свойства неявной схемы Мак-Кормака для простейшего уравнения конвек-
ции-диффузии с постоянными коэффициентами 𝑎 и 𝜈 ⩾ 0:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 𝑥 ∈ R,

снабженного начальным условием 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) таким, что 𝑢0(𝑥) = 0 при |𝑥| → ∞.
При 𝜆 = 0 неявная схема трансформируется в обычную явную схему Мак-Кормака [16] с условием

устойчивости

𝜏 ⩽
1

|𝑎|/ℎ+ 2𝜈/ℎ2

и первым дифференциальным приближением [23] вида

𝑢𝑡 = 𝐿0𝑢− 𝜏2

6
𝐿3
0𝑢− 𝑎ℎ2

6

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+

𝜈ℎ2

12

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
+ 𝑜(𝜏2 + ℎ2),

где 𝐿0𝑢 = 𝜈 𝑢𝑥𝑥 − 𝑎 𝑢𝑥.
Если же выбирать 𝜆 из условия [16]

𝜆 ⩾
1

2
max

{︂
|𝑎|+ 2𝜈

ℎ
− ℎ

𝜏
, 0

}︂
,

то неявная схема (при 𝜆 > 0) будет безусловно устойчивой, а в правую часть первого дифференциального
приближения добавятся слагаемые [24]

𝜏2
[︂
𝜈𝜆

(︂
𝜆+

ℎ

2𝜏

)︂
𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
− 𝑎𝜆

(︂
𝜆+

ℎ

𝜏

)︂
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3

]︂
.

Иными словами, в неявной схеме на гладких решениях качественное ослабление требований на устойчи-
вость достигается за счет ухудшения асимптотической погрешности аппроксимации. Однако при доми-
нирующем переносе (т.е. достаточно малых 𝜈, как это имеет место в “теплой” плазме) этим ухудшением
можно пренебречь.
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4. Численные эксперименты. Для однозначного задания начальных условий и сохранения преем-
ственности с предыдущими расчетами (см., например, [9, 11, 25]) зафиксируем параметры в (6): 𝜌* = 0.5,
𝛼 = 0.2 и заметим, что на больших расстояниях от прямой 𝜌 = 0 возмущения отсутствуют:

𝑉 (𝜌 → ±∞, 𝜃) = 0, 𝐸(𝜌 → ±∞, 𝜃) = 0.

Однако в целях численного моделирования расчетную область необходимо ограничить, учитывая скорость
распространения бегущих волн. Определим область по переменной 𝜃 как отрезок [0,Θ], Θ = 20, считая, что
примерно трех периодов достаточно для наблюдения за решением. Тогда зададим ограничение расчетной
области по переменной 𝜌 как отрезок [−𝑑, 𝑑], на концах которого следует задать однородные граничные
условия первого рода:

𝑉 (±𝑑, 𝜃) = 𝐸(±𝑑, 𝜃) = 0.

Отметим, что такой выбор одинаково удобен при использовании как явной, так и неявной разностной
схемы типа Мак-Кормака. Конечно, параметр 𝑑 следует выбирать достаточно большим.

В силу экспоненциального затухания функции 𝐸0(𝜌) для моделирования колебаний холодной плазмы
достаточно положить 𝑑 = 4.5𝜌*. В рассматриваемом случае “теплой” плазмы область должна позволять
сформироваться бегущей волне; положим для этого 𝑑 = 5 𝜌* +

√
𝜈Θ.

Выбор такого увеличения 𝑑 обусловлен следующими соображениями. При достаточно малых зна-
чениях 𝑎* линеаризация уравнений (2), (4) с последующим исключением 𝑉 𝑙(𝜌, 𝜃) порождает линейное
уравнение Клейна–Гордона для возмущения электрического поля 𝐸𝑙(𝜌, 𝜃)

𝜕2𝐸𝑙

𝜕𝜃2
+ 𝐸𝑙 = 𝑎2

𝜕2𝐸𝑙

𝜕𝜌2
, 𝜈 = 𝑎2,

задача Коши для которого, снабженная начальными условиями

𝐸𝑙(𝜌, 𝜃 = 0) = 𝐸𝑙
0(𝜌), 𝐸𝑙

𝜃(𝜌, 𝜃 = 0) = 0,

имеет решение типа бегущих со скоростями ±𝑎 волн [25]:

𝐸𝑙(𝜌, 𝜃) =
1

2

[︀
𝐸𝑙

0(𝜌+ 𝑎𝜃) + 𝐸𝑙
0(𝜌− 𝑎𝜃)

]︀
+

𝑎𝜃∫︁
−𝑎𝜃

𝑑𝑦 𝐸𝑙
0(𝜌+ 𝑦)

𝜕

𝜕𝜃
𝐽0

{︃√︂
𝜃2 − 𝑦2

𝑎2

}︃
,

где 𝐽0(𝑥) — функция Бесселя. В рассматриваемом диапазоне времени волны не должны достигать границ
расчетной области, чтобы не “портить” однородные граничные условия.

Следует отметить, что наличие дополнительного вязкого слагаемого в уравнении (4) приводит к
существенному изменению закона сохранения энергии (см. вывод при 𝜈 = 0 в [26]):

𝜕

𝜕𝜃

{︂
𝐸2 +𝑁𝑉 2

2

}︂
+

𝜕

𝜕𝜌

𝑁𝑉 3

2
= 𝜈 𝑁 𝑉

𝜕2𝐸

𝜕𝜌2
.

После интегрирования этого соотношения по отрезку [−𝑑, 𝑑], на концах которого заданы указанные
выше однородные граничные условия, получим сохранение по времени величины

𝐸𝑛𝑑(𝜃) =

𝑑∫︁
−𝑑

𝑑𝜌
{︀
𝐸2(𝜌, 𝜃) +𝑁(𝜌, 𝜃)𝑉 2(𝜌, 𝜃) + 𝜈𝑁2(𝜌, 𝜃)

}︀
≡ const.

Обе схемы Мак-Кормака (как явная, так и неявная) сохраняют величину 𝐸𝑛𝑑(𝜃) с точностью до слагаемых
порядка аппроксимации, указанных в дифференциальном приближении, а суммарный заряд (интеграл от
электронной плотности по тому же отрезку) — на сеточном уровне, т.е. с точностью до ошибок округлений.

Прежде чем обсуждать результаты расчетов, отметим их достоверность с точки зрения устойчиво-
сти. В отличие от модельной постановки (см. раздел 3), когда явная схема Мак-Кормака имеет ограниче-
ние вида 𝜏 = 𝑂(ℎ2), а неявная схема абсолютно устойчива, здесь ситуация более сложная.

Как уже отмечалось в других работах (см., например, [9, 11]), для адекватного отображения динами-
ки электронной плотности требуются достаточно подробные пространственные сетки. Типичной является
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ситуация, когда ℎ ≈ 10−3 при использовании безразмерной переменной 𝜌. В представленных ниже рас-
четах выбиралось значение ℎ = 2.5 · 10−3 по причине небольшой амплитуды колебаний (𝛼 = 0.2). Из
соображений аппроксимации задачи небольшие шаги по пространственной переменной требуют неболь-
ших шагов по времени: здесь 𝜏 = ℎ/2. Но дело не только в аппроксимации. Рассматриваемая нелинейная
постановка по существу отличается от модельной из раздела 3, поэтому безусловной устойчивости у неяв-
ной схемы (при 𝜆 = 1) оснований ожидать здесь нет. Более конкретно, расчет при 𝜏 = ℎ приводит к
неограниченному возрастанию ошибок округлений (численной неустойчивости), следовательно, речь мо-
жет идти только об условной устойчивости.

Необходимо отметить, что при использовании явной схемы Мак-Кормака (при 𝜆 = 0) ситуация обсто-
ит существенно хуже: явная схема устойчива только при 𝜏 ⩽ ℎ/10 (эксперимент демонстрирует неустой-
чивость при 𝜏 = ℎ/8). Иными словами, проводить надежные (устойчивые!) численные эксперименты
можно только на основе неявной схемы, в противном случае это приводит к неоправданной утилизации
вычислительных ресурсов.

Обратим также внимание на другое различие между явной и неявной схемами Мак-Кормака, весьма
существенное при моделировании разрывных решений. Хорошо известно, что при расчете разрывов по
явной схеме возникают ложные осцилляции, не имеющие никакого отношения к физическим решениям. А
неявная схема обладает свойством монотонизации разностного решения, особенно заметным при наличии
вязкости (см. пример в [24]). В рассматриваемой постановке с нестандартной вязкостью при увеличении
коэффициента 𝜈 формирование разрывных бегущих волн представляется достаточно естественным [11],
поэтому отмеченное выше свойство монотонизации увеличивает привлекательность неявной схемы.

Уточним, что приводимые ниже иллюстрации были получены с помощью неявной схемы, хотя для
контроля наиболее важных расчетов регулярно применялась явная (более затратная!) схема.

Рассмотрим изменение решения в зависимости от коэффициента вязкости 𝜈. На рис. 1 a для самой
чувствительной функции (электронной плотности 𝑁) приведены пространственные распределения с ин-
тервалом 2𝜋 по времени для очень маленькой скорости распространения волны (𝑎 =

√
𝜈 = 0.05). Легко

заметить, что волновой перенос энергии здесь практически отсутствует, т.е. отличия от невязких ленгмю-
ровских колебаний [9, 20] малозаметны. Для сравнения на рис. 1 b показаны распределения электронной
плотности в те же моменты времени, но при 𝑎 = 0.1. Разница хорошо наблюдается: фронт волны дви-
жется с практически удвоенной скоростью, а в его окрестности видны “гидродинамические” осцилляции,
которые являются характерным отличием от кинетической модели [25]. При этом само решение является
достаточно гладким, т.е. вязкость еще мала, чтобы изменить форму решения.

Полезным сигнализатором качественного изменения решения может служить динамика относитель-
ной погрешности величины 𝐸𝑛𝑑(𝜃). Для гладкого решения (𝜈 = 0.01) на рис. 2 a приведена ее зависи-
мость от времени наблюдения при ℎ = 1/4000, 𝜏 = ℎ/2; при уменьшении сеточного параметра ℎ в два
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Рис. 1. Распределение плотности электронов 𝑁(𝜌, 𝜃) в различные моменты времени (𝜃 = 0, 2𝜋, 4𝜋, 6𝜋):
a) при 𝜈 = 0.0025; b) при 𝜈 = 0.01

Fig. 1. Electron density distribution 𝑁(𝜌, 𝜃) at different time points (𝜃 = 0, 2𝜋, 4𝜋, 6𝜋):
a) when 𝜈 = 0.0025; b) when 𝜈 = 0.01
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Рис. 2. Динамика относительной погрешности величины 𝐸𝑛𝑑(𝜃) при различных значениях 𝜈:
a) 𝜈 = 0.01; b) 𝜈 = 0.1

Fig. 2. Dynamics of the relative error of the value 𝐸𝑛𝑑(𝜃) for different values of 𝜈:
a) 𝜈 = 0.01; b) 𝜈 = 0.1

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20
𝐸, ×10−3

−6 −4 −2 0 2 4 6 𝜌

𝜈 = 0.1
𝜃 = 3𝜋/2

a)

−6.0

−4.0

−2.0

0.0

2.0

4.0

6.0
𝑉, ×10−2

−6 −4 −2 0 2 4 6 𝜌

𝜈 = 0.1
𝜃 = 3𝜋/2

b)

Рис. 3. Пространственные распределения функций для 𝜈 = 0.1 в момент времени 𝜃 = 3𝜋/2:
a) электрическое поле 𝐸(𝜌, 𝜃); b) скорость 𝑉 (𝜌, 𝜃)

Fig. 3. Spatial distributions of functions for 𝜈 = 0.1 at time 𝜃 = 1.5𝜋:
a) electric field 𝐸(𝜌, 𝜃); b) velocity 𝑉 (𝜌, 𝜃)

раза график зависимости визуально не изменяется, зато верхняя граница погрешности уменьшается в два
раза. Такая ситуация полностью определяется свойствами неявной схемы Мак-Кормака: точность второ-
го порядка наблюдается для функций скорости 𝑉 и электрического поля 𝐸, а использование численного
дифференцирования (10) для плотности 𝑁 понижает этот порядок на единицу. По этой причине величина
𝐸𝑛𝑑(𝜃) имеет на гладком решении относительную погрешность порядка 𝑂(ℎ).

Совершенно другая картина наблюдается при 𝜈 = 0.1. На рис. 2 b (𝜈 = 0.1) относительная по-
грешность до момента времени 𝜃 ≈ 𝜋 подобна константе. Этот этап отражает изменение погрешности в
соответствии с порядком точности, как на рис. 2 a, только ее рост малозаметен по причине малых абсо-
лютных значений. Зато на следующем этапе (𝜃 > 𝜋) наблюдается отклонение от 𝐸𝑛𝑑(0), существенно (по
порядку!) превышающее погрешность численного решения. Это означает, что изменилась сама структура
решения непрерывной задачи: прежняя гладкость уступила место слабым разрывам, которые продолжают
перемещаться в пространстве. Обратим внимание, что изменение относительной погрешности величины
𝐸𝑛𝑑(𝜃) (рис. 2 b) указывает на убывание самой 𝐸𝑛𝑑(𝜃), что имеет аналогию с убыванием полной энергии
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Рис. 4. Распределение плотности электронов 𝑁(𝜌, 𝜃) в различные моменты времени (𝜃 = 0, 2𝜋, 4𝜋, 6𝜋):
a) при 𝜈 = 0.1; b) при 𝜈 = 1

Fig. 4. Electron density distribution 𝑁(𝜌, 𝜃) at different time points (𝜃 = 0, 2𝜋, 4𝜋, 6𝜋):
a) when 𝜈 = 0.1; b) when 𝜈 = 1

на разрыве для случая уравнений газовой динамики. Действительно, для иллюстрации формирования и
движения разрывов на рис. 3 приведены пространственные распределения функций скорости 𝑉 и элек-
трического поля 𝐸 в момент времени 𝜃 = 3𝜋/2. Легко заметить, что формирование разрыва происходит
сначала у скорости, что является прямым следствием слагаемого, описывающего нестандартную вязкость.

Продолжим наблюдение за решением при увеличении коэффициента вязкости 𝜈. На рис. 4 a в удоб-
ные для наблюдения моменты времени (прежние, с интервалом 2𝜋) приведены пространственные зависи-
мости плотности, которые имеют сформировавшиеся “пики”, перемещающиеся с заметной скоростью от
начала координат. Если сравнивать решение на рис. 4 a с решением на рис. 4 b, можно уловить тенденцию
ухудшения гладкости, т.е. процесс формирования разрывных волн, связанный с увеличением коэффици-
ента вязкости 𝜈 и отмеченный выше.

Действительно, рис. 4 b иллюстрирует новый тип решения, обусловленный исключительно нестан-
дартной вязкостью при 𝜈 = 1. Исходное локальное возмущение, приведенное на рис. 4 a, раздробилось
на изолированные солитоноподобные волны, движущиеся с достаточно большими скоростями. Легко ви-
деть, что выбранный пространственный диапазон [−𝑑, 𝑑] за 6𝜋 безразмерных единиц времени практиче-
ски полностью оказывается за фронтом волны. При этом уединенные решения являются разрывными,
что легко проверяется контрольным пересчетом по явной схеме (при устойчивых сеточных параметрах):
каждый разрыв сразу же покрывается набором ложных осцилляций, количество которых увеличивается
при уменьшении пространственного шага.

Таким образом, из проведенных вычислительных экспериментов можно сделать вывод, что увеличе-
ние коэффициента нестандартной вязкости приводит к следующим изменениям обычных ленгмюровских
плазменных колебаний:

1) ухудшается гладкость решения, вплоть до формирования разрывов;
2) формируются уединенные бегущие волны солитонного типа;
3) увеличивается скорость распространения начальных возмущений.

Для проверки солитонного свойства решения (когда возмущения проходят сквозь друг друга, не
взаимодействуя) был проведен следующий численный эксперимент. Рассматривалась пространственная
область [0, 𝑑], в которой задавалось начальное возмущение вида (6). Учитывая нечетность функций 𝐸, 𝑉

и четность функции 𝑁 , на границе 𝑥 = 0 задавались однородные граничные условия 𝐸(0, 𝜃) = 𝑉 (0, 𝜃) = 0.
Тогда аналогично полученным выше решениям происходило формирование и распространение волны в
направлении увеличения координаты 𝑥. Кроме того, из соображений симметрии задавалось подобное на-
чальное возмущение при 𝑥 = 𝑑 (функция 𝐸 бралась со знаком минус) и соответствующие граничные
условия, которые приводили к формированию и распространению волны во встречном направлении, т.е.
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в направлении уменьшения координаты 𝑥. Результат встречного движения возмущений при одинаковых
параметрах амплитуд 𝛼 = 0.2 приведен на рис. 5 a. В целях сохранения преемственности с предыдущими
расчетами были сохранены моменты времени для наблюдения за решением (𝜃 = 0, 2𝜋, 4𝜋, 6𝜋). Легко заме-
тить полную симметрию (четность!) функции электронной плотности 𝑁 относительно прямой 𝑥 = 𝑑/2, что
порождает гипотезу о невзаимодействии проходящих сквозь друг друга волн, порожденных нестандарт-
ной вязкостью. Эта гипотеза находит свое подтверждение, когда навстречу друг другу движутся волны,
порожденные начальными возмущениями с существенно различающимися амплитудами (слева 𝛼 = 0.4,
справа 𝛼 = 0.2). Этому случаю соответствует рис. 5 b, на котором после встречи возмущений, движу-
щихся навстречу, волны с различными амплитудами не изменяют направлений своего движения. Иными
словами, на рис. 5 можно наблюдать типичное поведение решений солитонного типа: имеются структурно
устойчивые уединенные волны, распространяющиеся в нелинейной среде; причем ведут они себя подобно
частицам, т.е. при взаимодействии друг с другом они не разрушаются, а продолжают движение, сохраняя
свою структуру неизменной.

Отметим, что на рис. 1, 2, 4, 5 в качестве иллюстраций приведены изображения наименее гладкой
функции — функции электронной плотности, которая вычисляется по формуле (10) в процессе численного
решения уравнений (2), (4), но не является их решением. Поэтому определенный интерес представляют
сами решения указанных уравнений: функция электрического поля 𝐸(𝜌, 𝜃) и скорость 𝑉 (𝜌, 𝜃). Их вид
для случая встречного движения, когда начальные возмущения различны (соответствует электронной
плотности на рис. 5 b), приведен на рис. 6. Здесь следует обратить внимание на формирование и движение
сильного разрыва функции скорости и слабого разрыва (производной) функции электрического поля.
Возможно, это окажется полезным для построения автомодельных решений типа классических бегущих
волн, т.е. решений, зависящих только от переменной 𝜉 = 𝜌 − 𝑤 𝜃, где 𝑤 определяет скорость волны. В
невязком случае (𝜈 = 0) подобные примеры приведены в [19].

5. Заключение. В работе численно анализируется влияние нестандартной вязкости на нереляти-
вистские колебания холодной плазмы, возбуждаемые коротким мощным лазерным импульсом. С этой
целью построена неявная разностная схема типа Мак-Кормака, имеющая более слабое ограничение на
устойчивость, чем явная схема. При этом неявная схема имеет безытерационный характер реализации,
что увеличивает ее вычислительную эффективность в десятки раз. Показано, что учет нестандартной
вязкости плазмы может быть причиной формирования решений солитонного типа.

Отметим, что представленный алгоритм разработан для нахождения достаточно гладкого решения.
С его помощью установлено, что решение может терять гладкость, но в работе мы не претендуем на
полностью корректное описание движения разрывов. Действительно, хорошо известно, что разрывное
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Рис. 5. Распределение плотности электронов 𝑁(𝜌, 𝜃) в различные моменты времени (𝜃 = 0, 2𝜋, 4𝜋, 6𝜋) при
встречном перемещении возмущений для 𝜈 = 1: a) начальные возмущения слева и справа одинаковы 𝛼 = 0.2;

b) начальные возмущения различны (слева 𝛼 = 0.4, справа 𝛼 = 0.2)

Fig. 5. Electron density distribution 𝑁(𝜌, 𝜃) at different points in time (𝜃 = 0, 2𝜋, 4𝜋, 6𝜋) with the oncoming movement
of perturbations for 𝜈 = 1: a) the initial perturbations left and right are the same 𝛼 = 0.2;

b) the initial perturbations are different (left 𝛼 = 0.4, right 𝛼 = 0.2)
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Рис. 6. Распределения функций в различные моменты времени (𝜃 = 0, 2𝜋, 4𝜋, 6𝜋) при встречном перемещении
возмущений для 𝜈 = 1, когда начальные возмущения различны (слева 𝛼 = 0.4, справа 𝛼 = 0.2):

a) электрическое поле 𝐸(𝜌, 𝜃); b) скорость 𝑉 (𝜌, 𝜃)

Fig. 6. Distributions of functions at different points in time (𝜃 = 0, 2𝜋, 4𝜋, 6𝜋) with oncoming movement of
perturbations for 𝜈 = 1, when the initial perturbations are different (left 𝛼 = 0.4, right 𝛼 = 0.2):

a) electric field 𝐸(𝜌, 𝜃); b) speed 𝑉 (𝜌, 𝜃)

решение зависит от выбранной консервативной формы системы, причем физически естественная форма
выражает сохранение полного заряда и линейного момента. Проверка показывает, что предложенная
разностная аппроксимация сохраняет полный заряд, однако линейный момент сохраняется лишь в форме
среднего по временно́му периоду. Это значит, что форма волны после потери решением гладкости в какой-
то степени может исказиться и для ее восстановления нужно использовать полностью консервативную
схему. Такая работа, необходимая для детального исследования движения сформировавшихся структур,
относится к нашим дальнейшим планам.

Результаты работы могут быть распространены на постановки задач большей размерности и учет до-
полнительных физических факторов в модели плазмы (электрон-ионные соударения, обычная вязкость,
внешнее магнитное поле и пр.). Однако, кроме того, они могут быть обобщены на постановки, очень да-
лекие по сути от волновых и колебательных плазменных процессов [27]. В частности, представляет опре-
деленный интерес моделирование квазиодномерного кровотока в сосудах, также описываемого нестрого
гиперболической системой уравнений [28, 29]. Представляется правдоподобным, что решения солитонного
типа могут внести разнообразие в уже известный набор решений, характеризующих кровоток.
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