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Аннотация: В статье представлен сравнительный анализ моделей нестационарного химиче-
ского процесса на примере выжига коксовых отложений из слоя катализатора со сферической
формой зерна. Первая модель получена осреднением уравнения теплопроводности для сфе-
рического зерна катализатора. Вторая — осреднением всей модели зерна, включая уравнения
диффузии-реакции. Сравнительный анализ показал хорошую согласованность результатов в
условиях низких концентраций реагентов, малого зерна катализатора и высоких температур
течения процесса при существенном сокращении времени расчета для первой модели. При вы-
соких концентрациях реагента выявлена необходимость учета внутридиффузионного торможе-
ния, обуславливающего возникновение градиента концентраций по радиусу зерна катализатора
на начальных этапах процесса.
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Abstract: The article presents a comparative analysis of models of a non-stationary chemical process
using the example of burning coke sedimentation from a catalyst layer with a spherical grain. The
first model is obtained by averaging the heat conductivity equation for a spherical catalyst grain.
The second one is derived by averaging of the entire grain model, including the diffusion-reaction
equations. The comparative analysis shows a good consistency of the results under conditions of low
concentrations of reagents, small catalyst grains and high process temperatures with a significant
reduction in calculation time for the first model. It was found necessary to take intradiffusion
inhibition into account in the case of high reagent concentrations. It causes the occurrence of a
concentration gradient along the radius of the catalyst grain at the initial stages of the process.
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1. Введение. Математическое моделирование процессов физической химии лежит в основе проек-
тирования большинства химико-технологических процессов. Натурные эксперименты дороги и опасны,
а современный уровень развития вычислительной техники позволяет получать достаточно подробные
картины химических реакций, протекающих в реакторах.

1.1. Обзор исследований. История моделирования промышленных химических процессов насчи-
тывает почти сто лет. Теоретические основы были оформлены М. Г. Слинько и Г. К. Боресковым в 30-х гг.
XX века. Ими была предложена математическая модель контактного аппарата для окисления сернистого
газа, на основе которой запущено первое в мире производство, спроектированное “на кончике пера” [1].
Дальнейшая адаптация математического моделирования для нужд химической промышленности связана
с успехами численных методов [2]. Как известно, особенностью численных методов как отдельной ветви
математики является их тесная связь с вычислительной техникой. Бурное развитие ЭВМ во второй по-
ловине XX века и активное их использование для реализации вычислительных алгоритмов подготовили
почву для исследования процессов внутри зерна катализатора [3] и в его слое [4]. Для разработки моделей
хорошо зарекомендовал себя диффузионный подход, учитывающий проникновение реакционной смеси в
поры зерна и сопутствующие химические реакции.

Моделирование каталитических процессов актуально и в наше время. Значительная часть исследо-
ваний посвящена математическим моделям, основанным на уравнениях газовой динамики. К ним можно
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отнести процессы неокислительной конверсии [5], каталитического гидрирования [6], разложения серово-
дорода [7].

Одним из важнейших процессов в химической технологии является восстановление каталитической
активности. Доступным способом является окислительная регенерация катализатора — выжиг коксо-
вых отложений кислородсодержащим газом [8, 9]. Для повышения эффективности процесса возможно
повысить температуру выжига или увеличить концентрацию кислорода в реакционной смеси. Однако
длительное воздействие высоких температур приводит к необратимой деградации катализатора [10], а
превышение содержания кислорода на 1% (об.) дает недопустимые перегревы слоя [11]. В этих условиях
математическое моделирование регенерации катализатора приобретает особую актуальность.

Как и всякий процесс горения, выжиг коксовых отложений сопровождается движением теплового
фронта по длине реакционной зоны. Начало теоретического исследования процессов горения положено в
статье Я. Б. Зельдовича [12]. Применение его оценок и теоретических изысканий в вопросах каталити-
ческой химии представлено в работах Ю. Ш. Матроса [13]. Оценки распространения бегущей тепловой
волны по реактору освещены в статье [14]. Диффузионный подход к моделированию волнового горения
представлен в работе [15]. Процессы горения реакционной смеси в сложной геометрии среды представлены
в работах [16, 17].

Целью настоящей статьи является сравнение двух математических моделей каталитического про-
цесса в неподвижном слое катализатора со сферической формой зерна на примере окислительной реге-
нерации. Для этого для обеих моделей разработан вычислительный алгоритм на основе метода конечных
объемов с использованием явно-неявной разностной схемы. Для уравнений на зерне катализатора будет
справедлива одномерная постановка задачи в сферических координатах в силу предположения равномер-
ности зерна по всем направлениям [18].

Используемые в тексте статьи обозначения приведены в табл. 1.
1.2. Объект исследования. Относительно простым и недорогим способом восстановления актив-

ности катализатора является окислительная регенерация — выжиг коксовых отложений с поверхности и

Таблица 1. Обозначения, используемые в статье

Table 1. Notations used in the article

Обозначение
Designation

Физический смысл
Physical meaning

Размерность
Dimension

𝑊 скорость реакции
reaction rate

1/с
1/s

𝑚 доля коксовых отложений в зерне катализатора
the fraction of coke sedimentation in the catalyst grain

—

𝜀 пористость зерна
grain porosity

—

𝑦 мольная доля кислорода в газовой фазе в порах зерна
the mole fraction of oxygen in the gas phase in grain pores

—

𝑡 время
time

с
s

𝑟̂ пространственная координата по радиусу зерна катализатора
spatial coordinate along the catalyst grain’s radius

м
m

𝑙̂ пространственная координата по длине слоя
spatial coordinate along the layer’s length

м
m

𝐷* эффективный коэффициент диффузии реакционной смеси в порах зерна
effective diffusion coefficient of the reaction mixture in grain pores

м2/с
m2/s

𝑇 𝑧 температура слоя катализатора
temperature of the catalyst layer

К
K

𝑘(𝑇 𝑧) константа скорости химической реакции, зависящая от температуры
по уравнению Аррениуса

1/с

the chemical reaction’s rate constant, depending on the temperature according
to the Arrhenius equation

1/s
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Таблица 1. Обозначения, используемые в статье (продолжение)

Table 1. Notations used in the article (continuation)

Обозначение
Designation

Физический смысл
Physical meaning

Размерность
Dimension

𝑇 𝑔 температура газа
gas temperature

К
K

𝑐* эффективный коэффициент теплоемкости катализатора
effective coefficient of the catalyst’s heat capacity

Дж/(м3 · K)

J/(m3 · K)

𝛼 коэффициент теплообмена
heat transfer coefficient

Вт/(м2 · К)

W/(m2 · K)

𝑆𝑧 удельная площадь поверхности катализатора
specific surface area of the catalyst

1/м
1/m

𝜆* эффективный коэффициент теплопроводности катализатора
the effective coefficient of the catalyst’s heat conductivity

Вт/(м · К)

W/(m· K)

𝑄 тепловой эффект реакции
heat effect of the reaction

Дж/кг
J/kg

𝑢 скорость движения газового потока
the velocity of the gas flow

м/с
m/s

𝑥 мольная доля кислорода в газе в слое катализатора
the mole fraction of oxygen in the gas in the catalyst layer

—

𝛽 коэффициент массообмена
mass transfer coefficient

м/с
m/s

𝑅 радиус зерна
grain radius

м
m

𝜌* насыпная плотность катализатора
bulk density of catalyst

кг/м3

kg/m3

𝑐𝑔 коэффициент объемной теплоемкости газа
coefficient of volumetric heat capacity of gas

Дж/(м3 · К)

J/(m3 · K)

𝐿 длина слоя катализатора
the catalyst layer’s length

м
m

𝑇𝑜 постоянная температура, выбранная опорной для расчета некоторых
теплофизических характеристик

К

the steady temperature selected as the reference for calculating
some thermophysical characteristics

K

из пор зерна катализатора кислородсодержащим газом. Цель окислительной регенерации заключается в
максимальном удалении кокса с катализатора [19].

Способ и температуры выжига разнятся в зависимости от формы катализатора, состава коксовых
отложений и т.д., однако в регенерации различных видов катализатора можно выделить некоторые об-
щие процессы. В первую очередь при относительно низких температурах идет выжиг легкогорючих со-
ставляющих (температура менее 200∘C). Далее вступает в реакцию выжиг углеводородной части кокса
(250–300∘C). Завершающий этап заключается в выжиге устойчивой части кокса (400–600∘C).

Основные проблемы, возникающие в процессе регенерации, связаны с воздействием высоких темпе-
ратур и окислительной среды и заключаются в следующем [10]:

1) деградация катализатора;
2) недостаточная степень выжига кокса;
3) графитизация кокса при недостатке кислорода;
4) изменение структуры катализатора;
5) повышение хрупкости катализатора.
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В настоящей статье объектом исследования выступает окислительная регенерация катализатора со
сферической формой зерна. Химизм процесса описан одностадийной схемой с известными кинетическими
параметрами [9]:

C + O2 → CO2, 𝑊 = 𝑘(𝑇 𝑧)𝑚𝑦.

Рассмотрен неподвижный слой катализатора в приближении модели идеального вытеснения [20].

O2 CO2𝑢

𝐿

𝑙̂

Рис. 1. Схема реактора

Fig. 1. Reactor scheme

Предполагается, что все потоки в реакторе параллельны
друг другу, реакционная смесь не перемешивается, каждый
последующий ее слой выталкивает предыдущий. Реактор
(рис. 1) заполнен одинаковыми сферическими зернами из-
вестной пористости (рис. 2).

Реакционная смесь подается с левого конца реактора с
постоянной скоростью. Справа организован свободный вы-
ход смеси из реактора. Подача энергии (нагрев) осуществ-
ляется непрерывно равномерно по всей длине слоя катали-
затора.

𝑅

𝑟̂

Рис. 2. Диаметральное сечение
зерна катализатора

Fig. 2. Diametrical cross section of
the catalyst grain

2. Разработка математической модели.

2.1. Процессы на зерне катализатора. Для обос-
нования модели окислительной регенерации слоя катализа-
тора запишем уравнения диффузии-реакции и теплопровод-
ности для зерна катализатора в сферической системе коор-
динат. Они дополнены источниковыми членами для описа-
ния изменения концентраций веществ в ходе химических ре-
акций и соответствующего увеличения температуры за счет
их экзотермичности.

Уравнение диффузии-реакции примет вид:

𝜀
𝜕𝑦

𝜕𝑡
=

1

𝑟̂2
𝜕

𝜕𝑟̂

(︂
𝑟̂2𝐷* 𝜕𝑦

𝜕𝑟̂

)︂
+ 𝜀𝑊. (1)

Здесь 𝑡 — время, с; 𝑟̂ — координата, сонаправленная с
радиусом зерна катализатора, м; 𝜀 – пористость зерна ката-
лизатора; 𝐷* — эффективный коэффициент диффузии ре-
акционной смеси в поры зерна катализатора, м2/с.

Убыль массовой доли кокса с течением времени в процессе выжига может быть рассчитана как

𝜕𝑚

𝜕𝑡
= −𝑊. (2)

Уравнение теплопроводности примет вид:

𝑐*
𝜕𝑇 𝑧

𝜕𝑡
=

1

𝑟̂2
𝜕

𝜕𝑟̂

(︃
𝑟̂2𝜆* 𝜕𝑇 𝑧

𝜕𝑟̂

)︃
+ 𝜌*𝑄𝑊. (3)

Здесь 𝑐* — эффективный коэффициент объемной теплоемкости зерна катализатора, Дж/(м3 · К);
𝜆* — эффективный коэффициент теплопроводности реакционной смеси, Вт/(м ·К); 𝜌* — насыпная плот-
ность катализатора, кг/м3; 𝑄 — тепловой эффект химической реакции, Дж/кг.

Для уравнений (1)–(3) задаются начальные и граничные условия, отвечающие тепломассообмену
газа и зерна катализатора на его границе:

𝑚(0) = 𝑚0, 𝑦(0, 𝑟̂) = 𝑦0, 𝑇 𝑧(0, 𝑟̂) = 𝑇
0

𝑧, 𝐷* 𝜕𝑦

𝜕𝑟̂

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟̂=0

= 0, 𝜆* 𝜕𝑇 𝑧

𝜕𝑟̂

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟̂=0

= 0,

𝐷* 𝜕𝑦

𝜕𝑟̂

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟̂=𝑅

= 𝛽(𝑥− 𝑦), 𝜆* 𝜕𝑇 𝑧

𝜕𝑟̂

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟̂=𝑅

= 𝛼(𝑇 𝑔 − 𝑇 𝑧), (4)

где 𝛼 — коэффициент теплообмена между газом и зерном катализатора, Вт/(м · К); 𝛽 — коэффициент
массообмена между газом и зерном катализатора, м/с; 𝑥 — объемная доля кислорода в газе; 𝑇 𝑔 — темпе-
ратура газа, К.
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2.2. Осреднение уравнений. Благодаря равномерности потока по всей длине реактора в рабо-
те применена модель идеального вытеснения, т.е. слой катализатора принят одномерным с некоторым
осредненным зерном радиуса 𝑅 в каждой ячейке (рис. 3).

𝑅

𝑙̂

Рис. 3. Схематичное изображение слоя
катализатора в модели идеального вытеснения

Fig. 3. Schematic representation of the catalyst
layer in the ideal displacement model

Переход к описанию процессов в слое катализатора
предполагает осреднение уравнений (1)–(3) по сферическо-
му зерну катализатора. Для этого найдено среднеинтеграль-
ное по объему от обеих частей уравнения:

∫︀
𝑉

𝜀
𝜕𝑦

𝜕𝑡
𝑑𝑉

𝑉
=

∫︀
𝑉

1

𝑟̂2
𝜕

𝜕𝑟̂

(︂
𝑟̂2𝐷* 𝜕𝑦

𝜕𝑟̂

)︂
𝑑𝑉

𝑉
+

∫︀
𝑉

𝜀𝑊𝑑𝑉

𝑉
.

Предположим, что в силу малости зерна градиент кон-
центрации кислорода по радиусу зерна пренебрежимо мал,
т.е. 𝑦(𝑡, 𝑟̂) ≡ 𝑦(𝑡). При этом в силу равномерности зерна по всем направлениям возможен переход от
объемного интеграла к определенному по радиусу зерна:

𝜀
𝜕𝑦

𝜕𝑡
=

3𝐷*

𝑅

𝜕𝑦

𝜕𝑟̂

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟̂=𝑅

+
3𝜀

𝑅3

𝑅∫︁
0

𝑊𝑟̂2𝑑𝑟̂ +
𝜕

𝜕𝑙̂

(︂
𝜆* 𝜕𝑦

𝜕𝑙̂

)︂
.

С использованием условий (4) перейдем к уравнению для концентрации кислорода в слое катализа-
тора с учетом диффузии по длине слоя:

𝜀
𝜕𝑦

𝜕𝑡
=

3

𝑅
𝛽(𝑥− 𝑦) +

𝜕

𝜕𝑙̂

(︂
𝐷* 𝜕𝑦

𝜕𝑙̂

)︂
+

3𝜀

𝑅3

𝑅∫︁
0

𝑊𝑟̂2𝑑𝑟̂.

Аналогично получим уравнение для теплопроводности слоя катализатора в предположении малости
градиента температуры по радиусу зерна 𝑇 𝑧(𝑡, 𝑟̂) ≡ 𝑇 𝑧(𝑡) [18, 21]:

𝑐*
𝜕𝑇 𝑧

𝜕𝑡
=

3

𝑅
𝛼(𝑇 𝑔 − 𝑇 𝑧) +

𝜕

𝜕𝑙̂

(︃
𝜆* 𝜕𝑇 𝑧

𝜕𝑙̂

)︃
+

3𝜌*𝑄

𝑅3

𝑅∫︁
0

𝑊𝑟̂2𝑑𝑟̂.

Для изменения осредненной по зерну массовой доли кокса с течением времени запишем выражение

𝜕𝑚

𝜕𝑡
= − 3

𝑅3

𝑅∫︁
0

𝑊𝑟̂2𝑑𝑟̂ = −𝑊. (5)

Движение газа в слое катализатора описывается стационарными уравнениями переноса в соответ-
ствии с моделью идеального вытеснения:

𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑙̂
= 𝛽(𝑦 − 𝑥), 𝑢𝑐𝑔

𝜕𝑇 𝑔

𝜕𝑙̂
= 𝛼(𝑇 𝑧 − 𝑇 𝑔), (6)

где 𝑢 — линейная скорость газа, м/с; 𝑐𝑔 — коэффициент объемной теплоемкости газа, Дж/(м3 · К).
Начальные условия для уравнений (5)–(6) задаются следующим образом:

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑇𝑔̂(0) = 𝑇 0
𝑔 , 𝑚(0) = 𝑚0.

3. Модель с осреднением температуры по зерну.

3.1. Обезразмеривание модели. Рассмотрим модель окислительной регенерации слоя катализа-
тора с полным осреднением процессов по сферическому зерну. В модель входят уравнения диффузии-
реакции для зерна катализатора, теплопроводности для слоя и переноса для газа. Для удобства расчетов
приведем ее к безразмерному виду.
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Введем обозначения:

𝑟 =
𝑟̂

𝑅
, 𝑙 =

𝑙̂

𝐿
, 𝑇𝑧 =

𝑇 𝑧

𝑇𝑜
, 𝑇𝑔 =

𝑇 𝑔

𝑇𝑜
. (7)

Система уравнений, отвечающая модели окислительной регенерации слоя катализатора, примет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜀
𝜕𝑦

𝜕𝑡
=

𝐷*

𝑅2𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2

𝜕𝑦

𝜕𝑟

)︂
− 𝜀𝑊,

𝑐*
𝜕𝑇𝑧

𝜕𝑡
= −𝛼𝑆𝑧 (𝑇𝑧 − 𝑇𝑔) +

𝜆*

𝐿2

𝜕2𝑇𝑧

𝜕𝑙2
+

3𝑄𝜌*

𝑇𝑜

1∫︁
0

𝑊𝑟2𝑑𝑟.

𝜕𝑚

𝜕𝑡
= −𝑊,

𝑢𝑐𝑔
𝜕𝑇𝑔

𝜕𝑙
= 𝐿𝛼𝑆𝑧 (𝑇𝑧 − 𝑇𝑔) ,

𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑙
= 𝐿𝛽𝑆𝑧 (𝑦 − 𝑥) ,

(8)

с начальными и граничными условиями

𝑦(0, 𝑟) = 𝑦0, 𝑚(0) = 𝑚0, 𝑇𝑧(0, 𝑙) = 𝑇 0
𝑧 , 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑇𝑔(0) = 𝑇 0

𝑔 ,

𝐷* 𝜕𝑦

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=0

= 0, 𝐷* 𝜕𝑦

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=1

= 𝑅𝛽(𝑦 − 𝑥),
𝜕𝑇𝑧

𝜕𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑙=0

= 0,
𝜕𝑇𝑧

𝜕𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑙=1

= 0.

3.2. Разностная схема. Дискретный аналог безразмерной математической модели окислительной
регенерации неподвижного слоя алюмосиликатного катализатора имеет вид:

𝑦𝑛+1
𝑖 = 𝑦𝑛𝑖 +

𝜏

𝜀

(︃
𝐷*

𝑅2
(︀
(𝑖+ 0.5)ℎ𝑟

)︀2 · 1

ℎ𝑟
(𝑖ℎ𝑟)

2 ·
𝑦𝑛𝑖+1 − 𝑦𝑛𝑖−1

2ℎ𝑟
− 𝜀𝑊𝑛

𝑖

)︃
,

𝑚𝑛+1
𝑖 = 𝑚𝑛

𝑖 − 𝜏𝑊𝑛
𝑖 ,

𝑇𝑛+1
𝑧,𝑘 = 𝑇𝑛

𝑧,𝑘 +
𝜏

𝑐*

(︂
−𝛼𝑆𝑧

(︀
𝑇𝑛
𝑧,𝑘 − 𝑇𝑛

𝑔,𝑘

)︀
+ 𝜆*𝑇

𝑛
𝑧,𝑘+1 − 2𝑇𝑛

𝑧,𝑘 + 𝑇𝑛
𝑧,𝑘−1

𝐿2ℎ2
𝑙

+

+
3𝑄𝜌*

𝑇𝑜

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ𝑟

(︀
𝑊𝑟2

)︀
𝑖
+
(︀
𝑊𝑟2

)︀
𝑖−1

2

)︃
,

𝑇𝑛
𝑔,𝑘+1 =

𝑢𝑐𝑔𝑇
𝑛
𝑔,𝑘 + ℎ𝑙𝐿𝛼𝑆𝑧𝑇

𝑛
𝑧,𝑘

𝑢𝑐𝑔 + ℎ𝑙𝐿𝛼𝑆𝑧
,

𝑥𝑛
𝑘+1 =

𝑢𝑥𝑛
𝑘 + ℎ𝑙𝐿𝛽𝑆𝑧𝑦

𝑛
𝑁𝑟

𝑢+ ℎ𝑙𝐿𝛽𝑆𝑧
,

𝑦𝑛𝑖 =
𝐷*𝑦𝑛𝑖−1 − ℎ𝑟𝛽𝑥

𝑛
𝑘

𝐷* − ℎ𝑟𝛽
.

Интегральный источниковый член рассчитан методом трапеций. Разностная схема носит явно-неяв-
ный характер. Неявная аппроксимация применена к линейным уравнениям, что впоследствии позволит
сохранить эффективность алгоритма при его адаптации для математической модели слоя катализатора
с цилиндрическим зерном, сводящейся к двумерной задаче [21].
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Рис. 4. Концентрация кислорода при измельчении сетки по радиусу зерна

Fig. 4. Oxygen concentration during grinding of the mesh along the catalyst grain’s radius
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Рис. 5. Концентрация кислорода при измельчении сетки по длине слоя катализатора

Fig. 5. Oxygen concentration during grinding of the mesh along the catalyst layer

3.3. Сходимость и устойчивость алгоритма. Для иллюстрации сходимости и устойчивости по-
строенного алгоритма были проведены вычислительные эксперименты на сетках различного размера.

Для модели в безразмерном виде (8) заменой (7) область интегрирования [0, 𝑅] × [0, 𝐿] сведена к
области интегрирования [0, 1] × [0, 1]. Отрезки по радиусу зерна и длине слоя катализатора разбиты на

𝑁𝑟 и 𝑁𝑙 ячеек с шагами ℎ𝑟 =
1

𝑁𝑟
и ℎ𝑙 =

1

𝑁𝑙
соответственно.

Результаты для концентрации кислорода при начальной температуре 400∘C, как наиболее быстро
изменяющейся кривой, приведены на графиках (рис. 4, 5).

Как видно из графиков на рис. 4, 5, решение существенно быстрее сходится при измельчении сетки
по переменной 𝑙 в силу вычислительной простоты уравнений по длине слоя. При этом, несмотря на ма-
лость радиуса зерна катализатора, шаг интегрирования по переменной 𝑟 должен быть выбран достаточно
малым.

4. Модель с полным осреднением.

4.1. Обезразмеривание модели. Рассмотрим модель окислительной регенерации слоя катализа-
тора с полным осреднением процессов по сферическому зерну. Для удобства расчетов приведем ее к
безразмерному виду заменой (7).
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Система уравнений, являющаяся математической моделью окислительной регенерации слоя катали-
затора, примет безразмерный вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑦

𝜕𝑡
=

3𝛽

𝜀𝑅
(𝑥− 𝑦) +

𝐷*

𝜀𝐿2

𝜕2𝑦

𝜕𝑙2
+𝑊𝑧,

𝜕𝑇𝑧

𝜕𝑡
=

3𝛼

𝑐*𝑅
(𝑇𝑔 − 𝑇𝑧) +

𝜆*

𝑐*𝐿2

𝜕2𝑇𝑧

𝜕𝑙2
+

𝜌*𝑄𝑊𝑧

𝑐*𝑇𝑜
,

𝜕𝑚

𝜕𝑡
= −3𝑊𝑧,

𝜕𝑥

𝜕𝑙
=

𝐿𝛽

𝑢
(𝑦 − 𝑥),

𝜕𝑇𝑔

𝜕𝑙
=

𝐿𝛼

𝑢𝑐𝑔
(𝑇𝑧 − 𝑇𝑔).

(9)

Начальные и граничные условия примут вид:

𝑚(0, 𝑙) = 𝑚0, 𝑦(0, 𝑙) = 𝑦0, 𝑥(0, 𝑙) = 𝑥0, 𝑇𝑧(𝑡, 0) = 𝑇 0
𝑧 , 𝑇𝑔(𝑡, 0) = 𝑇 0

𝑔 ,

𝜕𝑦

𝜕𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑙=0

=
𝜕𝑇𝑧

𝜕𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑙=0

= 0,
𝜕𝑦

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

=
𝑅𝛽

𝐷* (𝑥− 𝑦),
𝜕𝑇𝑧

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=1

=
𝑅𝛼

𝜆* (𝑇𝑔 − 𝑇𝑧).

Граничные условия должны быть дополнены условием сопряжения в точке контакта двух соседних
зерен:

𝑇𝑧(𝑡, 𝑙)|𝑟=1 = 𝑇 near(𝑡, 𝑙)|𝑟=1,

где 𝑇 near — температура соседнего зерна.
4.2. Разностная схема. Запишем разностную схему для системы (9):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦𝑛+1
𝑖 − 𝑦𝑛𝑖

𝜏
=

3𝛽

𝜀𝑅
(𝑥𝑛

𝑖 − 𝑦𝑛𝑖 ) +
𝐷*

𝜀𝐿2

𝑦𝑛𝑖+1 − 2𝑦𝑛𝑖 + 𝑦𝑛𝑖−1

ℎ2
𝑙

+𝑊𝑛
𝑧,𝑖,

𝑇𝑛+1
𝑧,𝑖 − 𝑇𝑛

𝑧,𝑖

𝜏
=

3𝛼

𝑐*𝑅
(𝑇𝑛

𝑔,𝑖 − 𝑇𝑛
𝑧,𝑖) +

𝜆*

𝑐*𝐿2

𝑇𝑛
𝑧,𝑖+1 − 2𝑇𝑛

𝑧,𝑖 + 𝑇𝑛
𝑧,𝑖−1

ℎ2
𝑙

+
𝜌*𝑄

𝑐*𝑇𝑜
𝑊𝑛

𝑧,𝑖,

𝑚𝑛+1
𝑖 −𝑚𝑛

𝑖

𝜏
= −3𝑊𝑛

𝑧,𝑖,

𝑥𝑛
𝑖 − 𝑥𝑛

𝑖−1

ℎ𝑙
=

𝐿𝛽

𝑢
(𝑦𝑛𝑖−1 − 𝑥𝑛

𝑖 ),

𝑇𝑛
𝑔,𝑖 − 𝑇𝑛

𝑔,𝑖−1

ℎ𝑙
=

𝐿𝛼

𝑢𝑐𝑔
(𝑇𝑛

𝑧,𝑖−1 − 𝑇𝑛
𝑔,𝑖).

Интегральный источниковый член 𝑊𝑛
𝑧,𝑖 рассчитан методом трапеций. Уравнения переноса для газа

аппроксимированы неявно, поскольку течение химической реакции при некоторых условиях приводит к
значительному перепаду концентраций и температуры по длине слоя, что может негативно повлиять на
устойчивость вычислительного алгоритма. Аналогично аппроксимированы граничные условия для зерна
катализатора.

4.3. Сходимость и устойчивость алгоритма. Сходимость и устойчивость алгоритма исследова-
ны в постановке сгущающихся сеток для высокой технологической температуры процесса. Графики для
температуры слоя при различных шагах интегрирования по пространству и времени приведены на рис. 6.

5. Сравнительный анализ моделей с осреднением температуры по зерну и с полным
осреднением. Для сравнительного анализа был выбран следующий режим окислительной регенерации:
температуры зерна и газа равны 843 К, начальная закоксованность зерна — 5% (масс.), концентрация
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Рис. 6. Температура слоя катализатора при различных шагах интегрирования по пространству/времени

Fig. 6. The catalyst layer temperature at different steps of integration in space/time

кислорода в реакционной смеси составляет 21% (об.), скорость входного потока 0.01 м/с. Графики тем-
пературы слоя катализатора для моделей с осреднением температуры по зерну и с полным осреднением
представлены на рис. 7.

Как видно из рис. 7, разница в решениях невелика при фактическом ускорении работы алгоритма в
100 раз (расчетное время алгоритма для модели с осредненной температурой составляет 102 с, расчетное
время алгоритма для полностью осредненной модели — 1 с).

На рис. 8 представлены графики распределения кислорода в реакционной смеси по длине слоя ка-
тализатора в момент времени, определяющий их максимальное различие.

Графики на рис. 8 показывают отличие концентраций в начале слоя катализатора на 1.7%, одна-
ко, начиная со второй четверти длины слоя, концентрации отличаются не более чем на 0.15%. Такая
погрешность лежит в пределах точности численного метода и не является критичной.
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Рис. 7. Температура слоя катализатора, полученная с использованием модели
с осреднением по зерну и полного осреднения

Fig. 7. The catalyst layer temperature obtained using a grain-averaged and
full-averaged model
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Рис. 8. Концентрация кислорода (об.),
полученная с использованием модели с

осреднением по зерну и полного осреднения

Fig. 8. Oxygen concentration (vol.) obtained
using a grain-averaged and full-averaged model

Для исследования внутридиффузионного торможения
были выбраны технологические условия: температура зер-
на 793 К, температура газа 573 К, начальная концентрация
кислорода 100%. Графики распределения кислорода по ра-
диусу зерна представлены на рис. 9.

Как видно из графиков на рис. 9, уже на первом рас-
четном шаге по времени кислород распределен достаточно
неравномерно, что может привести к существенным ошиб-
кам в расчетах.

Таким образом, использование более простой в вычис-
лительном плане математической модели с полным осредне-
нием не всегда целесообразно и должно быть предваритель-
но обосновано путем исследования процессов в зерне ката-
лизатора.

6. Заключение. В статье представлены две матема-
тические модели окислительной регенерации — химического
процесса в неподвижном слое катализатора со сферической
формой зерна.

Модели получены осреднением уравнений процессов
на зерне катализатора. В первом случае осреднение проведе-
но для уравнения теплопроводности, во втором — для урав-
нений теплопроводности и диффузии-реакции. Для каждой
из них построен вычислительный алгоритм на основе метода
конечных объемов с использованием явно-неявной разност-
ной схемы.

Сравнительный анализ моделей выявил достаточно хорошую согласованность результатов расчетов
при некоторых технологических условиях процесса. Полное осреднение дает существенное преимущество
во времени работы алгоритма — расчетное время сократилось в 100 раз для одной технологической се-
кунды. При этом увеличение зерна катализатора и концентрации реагента приводит к неравномерному

Oxygen concentration
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Рис. 9. Распределение кислорода по радиусу в момент времени 1 с
для радиуса зерна: a) 3 мм, b) 5 мм

Fig. 9. Oxygen distribution by radius at a time of 1 s for
grain radius: a) 3 mm, b) 5 mm
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распределению реагента по радиусу зерна. Это свидетельствует о невозможности полного осреднения
модели в общем случаях.

Таким образом, при достаточно малых размерах зерна катализатора можно отказаться от решения
уравнений диффузии-конвекции на зерне катализатора и решать его только по слою, что значительно
ускорит расчеты при сохранении их достоверности. В общем случае такое осреднение невозможно.
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