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Аннотация: Предлагается и экспериментально исследуется алгоритм ускорения решения кра-
евых задач на квазиструктурированных сетках. Основу алгоритма составляет двухсеточное
предобуславливание, которое строится на макросетке, составляющей элемент квазиструкту-
рированной сетки. При таком подходе не требуется введения дополнительных инструментов.
Проведены серии численных экспериментов, результаты которых показывают ускорение рас-
четов в 2.5 раза только за счет предобуславливания без распараллеливания и демонстрируют
сверхускорение при распараллеливании.
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1. Введение. Квазиструктурированные сетки [1], рассматриваемые в настоящей работе, выгодно
отличаются от неструктурированных сеток [2, 3] тем, что при решении краевых задач не требуют хране-
ния большого объема вспомогательных данных, и от структурированных сеток [4] тем, что адаптированы
к границам расчетной области и к неоднородностям задачи. В работе [5] и цитируемой в ней литературе
излагается построение адаптивных структурированных сеток, основанное на вариационных принципах.
Используемые нами квазиструктурированные сетки адаптивны к границе за счет модификации пригра-
ничных узлов и к физическим неоднородностям за счет регулировки плотности узлов в подсетках. Они
строятся за два этапа. На первом из них проводится декомпозиция расчетной области на подобласти, со-
прягаемые без наложения, при помощи структурированной макросетки, шаг которой значительно больше
шага результирующей сетки. На втором этапе в каждой подобласти строится своя структурированная
подсетка, на которой аппроксимируется и решается краевая подзадача. Подсетки могут быть несогласо-
ванными, то есть смежные подсетки могут иметь различное число узлов. На границе сопряжения под-
областей (интерфейсе) строится подсетка, состоящая из узлов смежных подсеток (предполагается, что
число узлов подсеток в одном направлении есть 2 в целой степени). На ней аппроксимируется и решается
уравнение Пуанкаре–Стеклова, определяя итерационный процесс по подобластям. На каждом шаге дан-
ного итерационного процесса решаются краевые подзадачи, занимающие существенную часть времени,
поэтому актуальным является сокращение числа итераций. Наличие макросетки наводит на мысль ис-
пользовать ее в качестве средства получения начального приближения. Предлагается предварительно на
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макросетке провести аппроксимацию и решение исходной краевой задачи. Это даст грубое решение, кото-
рое интерполируется в узлы интерфейсной подсетки и используется в качестве начального приближения.
Таким образом, реализуется двухсеточное предобуславливание, которое экспериментально исследовано в
данной работе.

Другой способ ускорения, который естественным образом реализуется на квазиструктурированных
сетках, — это распараллеливание решения по подобластям. В зависимости от числа доступных процессо-
ров (ядер компьютера) предварительно проводится группировка подобластей (подсеток) в объединения,
реализуя отображение “одно объединение — один процессор”.

Многосеточные методы, к которым можно отнести тему настоящей статьи, были предложены оте-
чественными исследователями [6, 7]. Позже зарубежными авторами были опубликованы работы [8, 9],
которые послужили толчком к бурному росту числа публикаций на данную тему. Среди них можно от-
метить, например, отечественные и зарубежные работы [10–13].

Методы декомпозиции области, которые также затронуты в настоящей работе, берут свое начало с
альтернирующего метода Шварца [14]. Свое развитие они получили в связи с появлением многопроцес-
сорных ЭВМ, как основной инструмент распараллеливания решения краевых задач. Пионерской работой
здесь является статья отечественных авторов [15], в которой предложен и теоретически исследован па-
раллельный аддитивный метод Шварца. Современное состояние вопроса излагается преимущественно в
зарубежных работах [16–18].

Новизна предлагаемых в настоящей работе подходов заключаются в том, что они применяются и
экспериментально исследуются для конкретного вида сеток, а именно квазиструктурированных сеток.
Замечательным свойством данных сеток, в том числе, является то, что они внутри себя содержат ин-
струменты по ускорению решения. Это — макросетка и подсетки в подобластях. Первая — основа для
двухсеточного предобуславливания, вторые — модульная основа для распараллеливания.

Проведены экспериментальные исследования ускорения расчетов за счет следующих предложенных
подходов: 1) использование двухсеточного предобуславливания; 2) распараллеливание; 3) использование
двухсеточного предобуславливания и распараллеливания. Важным следствием численных экспериментов
является то, что, как показано в данной работе, совместное применение двухсеточного предобуславлива-
ния и распараллеливания приводит к появлению сверхускорения, при котором коэффициент эффектив-
ности больше единицы.

2. Постановка задачи и алгоритмы ее решения. В замкнутой области �̄� = 𝐺 ∪ Γ требуется
решить 2D краевую задачу {︃

𝐿𝜙 = 𝜌, в области 𝐺,

𝑙𝜙 = 𝑔, на границе Γ,
(1)

где 𝐿 — эллиптический оператор, 𝑙 — оператор граничных условий Дирихле или Неймана, 𝜙 — иско-
мая функция, 𝜌, 𝑔 — заданные функции координат 𝑥, 𝑦. Рассматриваются декартовы и цилиндрические
координаты 𝑟, 𝑧, причем в последнем случае 𝑥 = 𝑟, 𝑦 = 𝑧. Для простоты экспериментальные исследова-
ния в настоящей статье проводятся на модельной задаче, в которой 𝐺 — прямоугольная область. Однако
рассматриваемый подход применим и для сложных областей, которые обеспечивают существование и
единственность достаточно гладкого решения краевой задачи.

Решение задачи (1) ищется на квазиструктурированной сетке, построение которой включает в себя
два этапа.

На первом из них строится прямоугольная структурированная макросетка Ω̄𝐻 вида

Ω̄𝐻 =
{︀
𝑋𝐼 = 𝐼𝐻𝑥, 𝑌𝐽 = 𝐽𝐻𝑦, 𝐼 = 0, 𝑁𝑥, 𝐽 = 0, 𝑁𝑦

}︀
,

где 𝐻𝑥, 𝐻𝑦 — шаги макросетки, 𝑁𝑥, 𝑁𝑦 — число интервалов макросетки по координатным направлениям,
которая определяет декомпозицию области на подобласти. Введем межобластной интерфейс 𝐹 = 𝐷 ∪ 𝐸,
где 𝐷 — макроузлы и 𝐸 — макроребра.

На втором этапе строятся подсетки 𝜔ℎ в подобластях вида

𝜔ℎ =
{︀
𝑥𝑖 = 𝑖ℎ𝑥, 𝑦𝑗 = 𝑗ℎ𝑦, 𝑖 = 0, 𝑛𝑥, 𝑗 = 0, 𝑛𝑦

}︀
,

где ℎ𝑥, ℎ𝑦 — шаги макросетки, 𝑛𝑥, 𝑛𝑦 — число интервалов подсетки по координатным направлениям.
Будем предполагать, что 𝑛𝑥 = 2𝑘𝑥 , 𝑛𝑦 = 2𝑘𝑦 , где 𝑘𝑥, 𝑘𝑦 — целые положительные числа.
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На интерфейсе вводится подсетка 𝜔𝐸 , состоящая из совпадающих узлов (𝑥𝑘, 𝑦𝑘) смежных подсеток,
вида

𝜔𝐸 = {𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛𝐸},

где 𝑛𝐸 — известно. Подчеркнем, что подсетки могут быть несогласованными.
Для единообразия обозначим макроузлы как 𝜔𝐷 = 𝐷.
Подсетки 𝜔ℎ, 𝜔𝐸 , 𝜔𝐷 образуют квазиструктурированную сетку Ω, на которой ищется решение ис-

ходной краевой задачи (1). Более подробно построение квазиструктурированных сеток, их адаптация к
границам сложной расчетной области излагается в работе [1].

На макроребрах 𝐸 вводится уравнение Пуанкаре–Стеклова(︂
𝛿𝜙(𝜈)

𝛿𝑛

)︂+

𝐸

+

(︂
𝛿𝜙(𝜈)

𝛿𝑛

)︂−

𝐸

= 0, (2)

где 𝑛 — внутренняя нормаль к 𝐸, знаки +, − означают принадлежность объекта различным подобластям,
𝜈 — след 𝜙 на 𝐸. Производные, входящие в уравнение (2), на подсетке 𝜔𝐸 аппроксимируются конечно-
разностными соотношениями, что приводит к приближенному уравнению(︀

𝑑ℎ𝑢(𝜈ℎ)
)︀+

+
(︀
𝑑ℎ𝑢(𝜈ℎ)

)︀−
= 0 (3)

относительно функции 𝜈ℎ. Здесь 𝑢, 𝜈ℎ — приближенные значения функций 𝜙, 𝜈 соответственно, 𝑑ℎ —
конечно-разностный оператор. Поскольку уравнения (3) являются линейными, их можно записать в виде
системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)

𝐵𝜈ℎ + 𝑏 = 0, (4)

где 𝐵 — квадратная матрица, 𝑏 — вектор. Систему (4) будем решать каким-либо итерационным методом
из подпространства Крылова, который можно записать в виде

𝜈
(𝑘+1)
ℎ = Λ

(︁
𝜈
(𝑘)
ℎ , 𝐵𝑞(𝑘)

)︁
, 𝑘 = 0, 1, . . . , (5)

где 𝑘 — номер итерации, 𝑞 — вспомогательный вектор, Λ определяет конкретный алгоритм (мы используем
метод GMRES [19]).

Отсюда видно, что реализация (5) не требует знания матрицы 𝐵, а требует знания действия 𝐵 на
вспомогательный вектор. Данное действие вычисляется как сумма производных, входящих в (3).

На каждом шаге итерационного процесса по подобластям (5) методом конечных разностей или ме-
тодом конечных объемов [20] решаются следующие краевые подзадачи: в подобластях — на подсетках 𝜔ℎ,
на макроребрах — на подсетках 𝜔𝐸 и в макроузлах — на подсетках 𝜔𝐷 (более подробно см. описание
алгоритма итераций по подобластям в работах [21, 22]). Отметим, что на подсетках 𝜔ℎ, 𝜔𝐷 решаются
приближенные краевые подзадачи по схемам 𝐿ℎ, 𝑙ℎ, аппроксимирующим соответственно 𝐿, 𝑙, а на подсет-
ках 𝜔𝐸 — СЛАУ (4).

Начальное приближение для итерационного процесса по подобластям строится следующим образом.
На макросетке Ω𝐻 , число узлов которой значительно меньше числа узлов итоговой квазиструктуриро-
ванной сетки, решим вспомогательную задачу, аппроксимирующую (1) в макроузлах 𝐷{︃

𝐿𝐻𝜈𝐷 = 𝜌, в области 𝐺,

𝑙𝐻𝜈𝐷 = 𝑔, на границе Γ,
(6)

где 𝐿𝐻 , 𝑙𝐻 — аппроксимация дифференциальных операторов 𝐿, 𝑙 соответственно. Полученное решение
интерполируется в узлы подсетки 𝜔𝐸

𝜈𝐸 = 𝑆𝜈𝐷, (7)

где 𝑆 — оператор интерполирования. В качестве начального приближения полагаем

𝜈
(0)
ℎ = 𝜈𝐸 . (8)

В целом данный итерационный процесс состоит из следующих этапов, которые выполняются парал-
лельно.

1. Решается краевая задача (6) на макросетке Ω𝐻 , что позволяет получить начальное приближение в
макроузлах.
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2. Рассчитывается начальное приближение 𝜈
(0)
ℎ на макроребрах по формулам (7), (8).

3. Определяются значения искомой функции 𝑢(𝑘) в подобластях путем решения краевых задач.
4. Рассчитываются разностные производные, входящие в (3).

5. Делается очередной (𝑘+ 1)-й шаг итерационного процесса по методу GMRES, т.е. находится 𝜈
(𝑘+1)
ℎ .

6. Пересчитываются значения в макроузлах.
7. Выполняется проверка на сходимость путем анализа нормы

⃦⃦
𝜈
(𝑘+1)
ℎ − 𝜈

(𝑘)
ℎ

⃦⃦
< 𝜀, где 𝜀 — заданная

малая величина.
8. Если приведенное неравенство выполняется, то итерации сошлись и после окончательного вычисле-

ния искомой функции в подобластях расчеты прекращаются, а если это не так, то расчеты продол-
жаются, начиная с этапа 3.
Особое внимание уделяется этапу 3, так как он занимает преимущественное время и для ускорения

вычислений может быть распараллелен. Задача распараллеливания ставится следующим образом: орга-
низовать параллельное решение подзадач на заданном числе 𝑃 процессоров, которое может быть не равно
числу подобластей. Кроме того, в подсетках может быть разное число узлов. Поэтому подсетки группи-
руются в 𝑃 объединений, содержащих приблизительно одинаковое число узлов, причем одно объединение
обрабатывается одним процессором.

3. Экспериментальные исследования ускорения расчетов. Цель проводимых численных экс-
периментов — исследование ускорения решения 2D краевых задач за счет применения двухсеточного
предобуславливания (6)–(8) и распараллеливания на 𝑃 процессорах.

Исследования проводились на модельной задаче о расчете электрического поля в цилиндрическом
конденсаторе, образованном двумя концентрическими окружностями с радиусами 𝑅1 = 0.1, 𝑅2 = 1 с
заданными на них потенциалами 𝜙(𝑅1) = 1, 𝜙(𝑅2) = 2. Данная задача описывается при помощи системы
уравнений {︃

∆𝜙 = 0, в области 𝐺,

𝜙 = 𝑔, на границе Γ,
(9)

где ∆ — оператор Лапласа в декартовых координатах.
Аналитическое решение данной задачи имеет вид

𝜙(𝑟) = ln−1

(︂
𝑅2

𝑅1

)︂
ln

(︂
𝑟𝑅2

𝑅2
1

)︂
. (10)

В качестве 𝐺 выбирается квадратная область {[0.4, 0.7] × [0, 0.3]} с соответствующей границей Γ.
Граничная функция 𝑔 определяется согласно (10).

На подсетках 𝜔ℎ при помощи обычных пятиточечных схем на равномерных сетках [20] аппроксими-
руется исходная задача (9) с заданными краевыми условиями в приграничных подобластях и условиями
Дирихле на макроребрах 𝐸.

Расчеты проводились на квазиструктурированных сетках, в которых макросетки Ω𝐻 имели пара-
метры: 8 × 8, 16 × 16, а подсетки 𝜔ℎ — 16 × 16, 32 × 32, 64 × 64. Таким образом, результирующие квази-
структурированные сетки содержали от нескольких десятков до более миллиона узлов.

При вычислении начального приближения система сеточных уравнений в макроузлах решалась ме-
тодом циклической редукции Бунемана, а на подсетках в процессе итераций по подобластям — методом
Писмана–Рэчфорда [23].

Точность проведения внешних итераций по подобластям выбиралась равной 𝜀 = 10−6.
Распараллеливание проводилось на 𝑃 = 2, 4, 8, 16, 32 процессорах.
Было исследовано три вида ускорения: 1) за счет двухсеточного предобуславливания; 2) за счет

распараллеливания; 3) суммарно за счет двухсеточного предобуславливания и распараллеливания.
Расчеты проводились на кластерах московского ВЦ.
3.1. Ускорение: двухсеточное предобуславливание. Критерием ускорения вычислений в дан-

ном случае служило значение коэффициента ускорения 𝐴𝑟, равного

𝐴𝑟 = 𝑇0/𝑇𝑟, (11)

где 𝑇0 — время расчетов без предобуславливания, 𝑇𝑟 — время расчетов при наличии предобуславливания.
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Таблица 1. Коэффициент ускорения 𝐴𝑟

Table 1. Acceleration coefficient 𝐴𝑟

Ω𝐻 𝜔ℎ = 16× 16 𝜔ℎ = 32× 32 𝜔ℎ = 64× 64

8× 8 1.540 2.329 2.379

16× 16 2.626 2.806 2.721

Предварительно было рассмотрено два
вида оператора 𝑆 в формуле (7): 1) линейная
интерполяция, 2) интерполяция кубическим
сплайном [24]. Анализировался коэффици-
ент 𝐴𝑟 (11). Эксперименты показали преиму-
щество сплайновой интерполяции, которая
стала применяться в дальнейших исследова-
ниях.

Из результатов, приведенных в табл. 1, следует, что двухсеточное предобуславливание дает ускорение
в среднем в 2.5 раза. Коэффициент ускорения 𝐴𝑟 увеличивается с увеличением числа узлов сетки, что
можно объяснить увеличением вклада арифметических операций.

3.2. Ускорение: распараллеливание. Критерием ускорения вычислений в данном случае служи-
ло значение коэффициента ускорения 𝐴𝑃 , равного

𝐴𝑃 =
𝑇0

𝑇𝑃
, (12)

где 𝑇0 — время расчетов без распараллеливания и без предобуславливания, 𝑇𝑃 — время расчетов при
наличии распараллеливания, но без предобуславливания, а также значение коэффициента эффективности
распараллеливания 𝑄𝑃 , равного

𝑄𝑃 =
𝐴𝑃

𝑃
.

Из полученных результатов (рис. 1, 2) следует, что 𝐴𝑃 , 𝑄𝑃 возрастают с увеличением числа уз-
лов сетки (объяснение см. в разделе 3.1). С увеличением числа процессоров 𝑃 ускорение 𝐴𝑃 растет, а
эффективность 𝑄𝑃 падает, что объясняется возрастанием доли медленных операций межпроцессорных
обменов.

Рис. 1. Распараллеливание без предобуславливания
(макросетка 8× 8)

Fig. 1. Parallelization without preconditioning
(macrogrid 8× 8)

Рис. 2. Распараллеливание без предобуславливания
(макросетка 16× 16)

Fig. 2. Parallelization without preconditioning
(macrogrid 16× 16)
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Рис. 3. Распараллеливание при наличии
предобуславливания (макросетка 8× 8)

Fig. 3. Parallelization with preconditioning
(macrogrid 8× 8)

Рис. 4. Распараллеливание при наличии
предобуславливания (макросетка 16× 16)

Fig. 4. Parallelization with preconditioning
(macrogrid 16× 16)

3.3. Ускорение: суммарно двухсеточное предобуславливание и распараллеливание. Кри-
терием ускорения вычислений в данном случае служило значение коэффициента ускорения 𝐴𝑟,𝑃 , равного

𝐴𝑟,𝑃 =
𝑇0

𝑇𝑟,𝑃
,

где 𝑇0 — определяется в (12), 𝑇𝑟,𝑃 — время расчетов при наличии распараллеливания и предобуславли-
вания, а также значение коэффициента эффективности распараллеливания 𝑄𝑟,𝑃 , равного

𝑄𝑟,𝑃 =
𝐴𝑟,𝑃

𝑃
.

Важным выводом из результатов, представленных на рис. 3, 4, является появление сверхускорения
(𝑄𝑟,𝑃 > 1), что объясняется наличием двухсеточного предобуславливания.

4. Заключение. Предложен и экспериментально исследован метод ускорения параллельного реше-
ния краевых задач с двухсеточным предобуславливанием на квазиструктурированных прямоугольных
сетках, не требующий введения дополнительных инструментов, кроме тех, которые используются при
построении сеток. На серии численных экспериментов показано, что двухсеточное предобуславливание
дает ускорение вычислений в среднем в 2.5 раза, а суммарно распараллеливание с предобуславливанием
дает сверхускорение, при котором эффективность больше 1.
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