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Аннотация: При обработке матриц большой размерности c нерегулярной структурой реальная
производительность кластерных многопроцессорных вычислительных систем (МВС) невелика
и даже с применением специальных методов обработки не превышает 30%. Для эффективной
обработки больших матриц с нерегулярной структурой возможно использовать реконфигури-
руемые вычислительные системы (РВС), для которых авторами предложен метод обработки
больших разреженных неструктурированных матриц (БРН-матриц), за счет которого была
достигнута реальная производительность, близкая к 50% от пиковой. В статье описывается
модификация разработанного метода обработки БРН-матриц, которая отличается распаралле-
ливанием обработки ненулевых элементов строки и позволяет вдвое увеличить скорость работы
вычислительной структуры при незначительном увеличении занимаемого аппаратного ресур-
са. Модифицированный метод обработки БРН-матриц на РВС обеспечивает реальную произ-
водительность, близкую к 90% от пиковой, что существенно превышает известные результаты
решения подобных задач для кластерных МВС. Сравнение результатов решения задачи ранжи-
рования веб-страниц алгоритмом PageRank, полученных на РВС “Арктур” и суперкомпьютере
Fugaku, а также результатов решения СЛАУ методом Якоби на РВС “Арктур” и графическом
ускорителе NVidia Tesla K40 подтверждает теоретические выводы.
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вычислительные системы, разреженная матрица, большая неструктурированная матрица, фор-
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Abstract: When processing high-dimensional matrices with an irregular structure, the real
performance of cluster multiprocessor computing systems (MCS) is low and even with the use of
special processing methods does not exceed 30%. To effectively process large matrices with an
irregular structure, it is possible to use reconfigurable computing systems (RCS), for which the
authors proposed a method for processing large sparse unstructured (LSU) matrices, due to which
real performance was achieved close to 50% of the peak. The article describes a modification of the
developed method for processing LSU matrices, which is characterized by parallel processing of non-
zero row elements and allows doubling the speed of the computing structure with a slight increase
in the occupied hardware resource. The modified method of processing LSU matrices on an RCS
provides real performance close to 90% of the peak, which significantly exceeds the known results
of solving similar problems for cluster MCS. Comparison of the results of solving the problem of
ranking web pages using the PageRank algorithm obtained on the “Arcturus” RCS and the Fugaku
supercomputer, as well as the results of solving the SLAE using the Jacobi method on the “Arcturus”
RCS and the graphics accelerator NVidia Tesla K40 confirms the theoretical conclusions.
Keywords: reconfigurable computing systems, high-performance computing systems, sparse matrix,
large unstructured matrix, sparse matrix format, discrete-event transformation, intensity balance
dataflow, parallelization of calculations, parallelization over non-zero elements.
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142–154 (2024). doi 10.26089/NumMet.v25r212.

1. Введение. Математические модели теплопередачи турбулентного потока жидкости большого
объема [1], морской генераторной платформы по добыче нефтегазового сырья [2], системы энергоснаб-
жения крупных промышленных городов и стран [3] и многие другие описываются системами линейных
алгебраических уравнений, которые зачастую обрабатываются c использованием динамической расчетной
сетки при переменном шаге дискретизации непрерывного уравнения. Сложные моделируемые объекты,
как правило, несимметричны и описываются матрицами с большим количеством нулевых элементов и их
случайным расположением [4]. Такие матрицы называют разреженными и неструктурированными.

Для сокращения времени решения задачи обработка матриц большой размерности (как структури-
рованных, так и неструктурированных) выполняется на многопроцессорных вычислительных системах
(МВС), содержащих универсальные и/или графические процессоры, объединенные в вычислительный
кластер, как показано на рис. 1. Высокая тактовая частота работы процессоров 𝑃𝑖, внутренняя многопо-
точность и большое количество ядер процессоров потенциально обеспечивают высокую скорость обработ-
ки данных 𝜇𝑃𝑖

, но обмен данными между локальной памятью и процессором 𝜇𝑅𝑖
через коммутационную
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Рис. 1. Типовая архитектура кластерных
многопроцессорных вычислительных систем

Fig. 1. Common cluster multiprocessor computing
systems architecture

среду 𝑆 значительно медленней работы процессора,
поскольку определяется компонентом МВС — локаль-
ной памятью 𝑀𝑖. Это приводит к дисбалансу скоро-
стей поступления и обработки данных. Несбаланси-
рованная по скорости обработки и передачи архитек-
тура МВС приводит к простою вычислительного ре-
сурса и, как следствие, к использованию специальных
методов и подходов для согласования темпов поступ-
ления и обработки данных.

Обработка разреженных структурированных
матриц, таких как диагональные или ленточные, вы-
полняется с использованием специального формата,
который хранит только ненулевые элементы. При
большой размерности разреженные матрицы разби-
ваются на блоки для параллельной обработки на раз-
ных процессорах. В ходе выполнения параллельной
обработки блоков матрицы на разных процессорах в
соседние процессоры передается информация об об-
работанных блоках. Для сокращения количества пе-
редаваемых данных в блочном представлении разре-
женной матрицы информация передается не о каж-
дом обработанном элементе, а об адресах элементов,
расположенных по периметру выделенного блока, или функции, описывающей расположение ненулевых
элементов, в то время как операция выполняется над всеми значимыми элементами блока. За счет это-
го время передачи данных в соседние процессоры значительно меньше, чем время обработки значимых
элементов блока матрицы, и таким образом исключается простой оборудования.

При обработке больших разреженных неструктурированных матриц (БРН-матриц) такими метода-
ми реальная производительность вычислительных систем значительно снижается из-за случайного рас-
положения ненулевых элементов, информацию о которых необходимо передавать соседним процессорам.
В этом случае время передачи информации об обработанном блоке матрицы в соседние процессоры ста-
новится больше времени обработки блока матрицы и приводит к простою оборудования.

Соотношение реальной производительности МВС к пиковой при обработке БРН-матриц сокращается
до 15–30% [5], а в ряде случаев — до 5–7% [6] и даже 3–4% [7]. Разработка новых методов, обеспечивающих
повышение реальной производительности при обработке БРН-матриц, становится актуальной.

2. Обработка БРН-матриц на РВС. Эффективная обработка БРН-матриц может быть выпол-
нена на РВС, где основным вычислительным ресурсом являются программируемые логические инте-
гральные схемы (ПЛИС), объединенные с помощью высокоскоростных каналов передачи данных в еди-
ное вычислительное поле [8–10]. Возможность реализации информационных связей в пространственно-
коммутационной сети позволяет сбалансировать интенсивности передачи данных из памяти 𝜇𝑀𝑚 и их
обработки 𝜇𝐹𝑖

в конвейерной вычислительной структуре решаемой задачи, пример которой приведен на
рис. 2.
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Рис. 2. Пример конвейерной вычислительной структуры для решения задачи на РВС

Fig. 2. Example pipe structure solve tasks on RCS
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Задача обработки БРН-матриц представляется структурно в виде информационного графа и впо-
следствии реализуется в вычислительном поле РВС как множество конвейерных ступеней, содержащих
последовательно соединенные функциональные устройства 𝐹𝑖, реализующие операции над матрицами.
Известные методы обработки матриц для РВС, как правило, ориентированы на структурированные мат-
рицы. При обработке неструктурированных матриц поток данных имеет особый вид, в котором появление
ненулевых значимых элементов будет происходить случайно.

Использование специальных форматов хранения БРН-матриц, таких как ELLPACK [11] или CSR
[12], приводит к нарушению баланса между интенсивностью передачи 𝜇𝑀𝑚 и интенсивностью обработ-
ки 𝜇𝐹𝑖 из-за случайного порядка следования ненулевых элементов. Интенсивность всей вычислительной
структуры будет определяться самым медленным функциональным устройством в системе [13].

Для повышения эффективности обработки БРН-матриц и приближения реальной производительно-
сти к пиковой авторами разработан новый метод обработки [14], содержащий следующие этапы.

Обрабатываемые БРН-матрицы представляются в модифицированном формате ELLPACK как на-
бор векторов, в которых сохраняются ненулевые элементы и позиции в строке к ним. Этот формат в
первую очередь позволяет исключить нулевые элементы из хранения и передачи, существенно сокращая
требования к памяти хранения операндов, а также обеспечивает одинаковую длину всех строк (столбцов)
сжатой БРН-матрицы. После этого каждая строка дополняется специальным символом конца вектора
или конца матрицы. Скорость передачи БРН-матриц определяется тактовой частотой работы функцио-
нальных узлов, но может быть увеличена за счет параллельной выдачи векторов по свободным каналам
доступа к памяти.

𝑎𝑖 𝑎1,1 𝑎1,4 𝑎1,7 𝜔 0 𝑎2,5 𝑎2,8 𝜔 0 0

ind_𝑎𝑖 1 4 7 𝜔 0 5 8 𝜔 0 0

𝑏𝑖 𝑏1,5 𝑏1,6 𝑏1,7 𝑏1,8 𝜔 𝑏2,1 𝑏2,2 𝑏2,7 𝜔 0

ind_𝑏𝑖 5 6 7 8 𝜔 1 2 7 𝜔 0

. . .

𝑦𝑖 𝑦1,2 𝑦1,7 𝜔 0 0 𝑦2,7 𝜔 0 0 0

ind_𝑦𝑖 2 7 𝜔 0 0 7 𝜔 0 0 0

DC_𝑎𝑖 𝑎1,1 0 𝑎1,4 0 0 𝑎1,7 0 𝜔 0

DC_ind_𝑎𝑖 1 0 4 0 0 7 0 𝜔 0

DC_𝑏𝑖 0 0 0 𝑏1,5 𝑏1,6 𝑏1,7 𝑏1,8 𝜔 𝑏2,1

DC_ind_𝑏𝑖 0 0 0 5 6 7 8 𝜔 1

. . .

DC_𝑦𝑖 0 𝑦1,2 0 0 0 𝑦1,7 0 𝜔 0

DC_ind_𝑦𝑖 0 2 0 0 0 7 0 𝜔 0

Рис. 3. Временна́я диаграмма преобразования исходных потоков
БРН-матриц 𝐴,𝐵, . . . , 𝑌 к дискретно-событийным

потокам данных
Fig. 3. Waveform of converting initial streams of large sparse

unstructured matrices 𝐴, 𝐵, . . . , 𝑌 to discrete-event data streams

При обработке двух и более БРН-
матриц 𝐴,𝐵, . . . , 𝑌 совпадение позиций
ненулевых элементов с большой долей ве-
роятности будет встречаться крайне ред-
ко. Поэтому необходимо синхронизировать
ненулевые элементы БРН-матриц в соот-
ветствии с позициями для корректной по-
дачи операндов в функциональные устрой-
ства. Для этого информационные пото-
ки преобразуются дискретно-событийным
способом, временна́я диаграмма показана
на рис. 3.

Преобразование информационного по-
тока выполняется следующим образом:
ненулевые элементы каждой БРН-матрицы
𝑎𝑖, 𝑏𝑖, . . . , 𝑦𝑖 с соответствующими индекса-
ми позиций ind_𝑎𝑖, ind_𝑏𝑖,. . . , ind_𝑦𝑖 пе-
редаются в блок преобразования. Теку-
щие индексы позиций ind_𝑎𝑖, ind_𝑏𝑖, . . . ,
ind_𝑦𝑖 сравниваются между собой. На ос-
новании сравнения позиций первых нену-
левых элементов ind_𝑎𝑖 = 1, ind_𝑏𝑖 =

5, . . . , ind_𝑦𝑖 = 2 только один ненулевой
элемент 𝑎1,1, с минимальным значением
позиции, равной 1, передается в функци-
ональное устройство для вычислений.

Оставшиеся ненулевые элементы 𝑏1,5
и 𝑦1,2 сохраняются в буферной памя-
ти и повторно сравниваются с позицией
ind_𝑎𝑖 = 4 элемента 𝑎1,4, которая замести-
ла элемент, переданный в обработку. Эти действия выполняются до тех пор, пока не будут обработаны
все ненулевые элементы БРН-матриц. В результате формируются информационные потоки синхронизи-
рованных по позициям ненулевых элементов DC_𝑎𝑖, DC_𝑏𝑖, . . . , DC_𝑦𝑖 и соответствующие им потоки
позиций DC_ind_𝑎𝑖, DC_ind_𝑏𝑖, . . . , DC_ind_𝑦𝑖.
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Рис. 4. Матричная операция над БРН-матрицами Θ с выделенными базовыми операциями

Fig. 4. Matrix operation Θ with large sparse unstructured matrices divisioned into basic operations

Время анализа позиций текущих ненулевых элементов и интенсивность обработки данных в функци-
ональных устройствах напрямую зависят от количества обрабатываемых БРН-матриц. Для достижения
высокой реальной производительности выполняется баланс интенсивностей информационных потоков,
состоящий из следующих этапов.

На первом, подготовительном, этапе строки (столбцы) БРН-матриц дополняются незначащими эле-
ментами таким образом, чтобы длины строк всех БРН-матриц были равны между собой.

На следующем этапе выделяются информационные потоки и преобразуются дискретно-событийным
способом DC𝑖 в соответствии с базовыми матричными операциями Θ′, как показано на рис. 4 [15]. Базовые
матричные операции выполняются над двумя матрицами, например скалярное или векторное умножение
двух матриц или сложение. Интенсивность поступления данных 𝜆in для базовой операции будет равна
двум, по одному ненулевому элементу от каждой из двух БРН-матриц. Интенсивность обработки 𝜆dc бу-
дет равна единице, поскольку на выходе дискретно-событийного преобразования гарантированно будет
определен только один ненулевой элемент и передан в функциональное устройство Θ′

𝑖. Соотношение ин-
тенсивности поступления 𝜆in и интенсивности обработки 𝜆dc каждой базовой операции будет равняться
𝜇dc = 1/2, как и для всей вычислительной структуры решаемой реализованной задачи Θ.

𝐴𝑛 . . . 𝐴2 𝐴1

𝜆

⏞  ⏟  𝜆in

𝜆′
1

⏞  ⏟  𝜆dc

𝐵𝑚 . . . 𝐵2 𝐵1

𝜆 𝜆′
2

DC Θ′
𝜇1/2

Рис. 5. Вычислительная структура блока базовой
операции с БРН-матрицами на РВС

Fig. 5. Computational structure of the basic block
operation with large sparse unstructured on RCS

Следующим пунктом баланса интенсивностей
потока ненулевых элементов БРН-матриц являет-
ся буферизация информационного потока операндов.
Размер буфера определяется в диапазоне от исход-
ного значения размера длины строки, найденной на
первом этапе баланса интенсивностей, до аналитиче-
ски рассчитанного значения. Вероятность переполне-
ния буфера определяется на основании интенсивно-
сти информационного потока ненулевых элементов,
интенсивности обработки данных и глубины буфер-
ной памяти по формуле вероятности процесса гибели
и размножения. После аналитического расчета раз-
мер буфера должен быть скорректирован так, что-
бы исключить вероятность переполнения. Типовая
вычислительная структура базовой операции Θ′ для
БРН-матриц 𝐴 и 𝐵 с дискретно-событийным преоб-
разованием DC и интенсивностью входного потока
𝜆in и интенсивностью обработки данных 𝜆dc показа-
на на рис. 5.

Поскольку интенсивность обработки всех базовых операций с БРН-матрицами равна 1/2, необходимо
снизить интенсивность информационного потока ненулевых элементов БРН-матриц до уровня интенсив-
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ности обработки данных, что приводит к заключительному этапу баланса интенсивностей — передаче
данных с интервалом (скважностью) — один ненулевой элемент в каждый второй момент времени.

Передача потока значимых элементов с интервалом, равным двум, означает, что полезная работа
функциональных устройств будет выполняться каждый второй момент времени. Таким образом, разра-
ботанный метод [14] обработки БРН-матриц на РВС обеспечивает реальную производительность вычис-
лительной структуры относительно пиковой производительности РВС порядка 50%.

3. Модификация метода обработки БРН-матриц на РВС. Достигнутый в разработанном
методе [14] уровень реальной производительности РВС означает, что половину всего времени работы вы-
числительная структура обработки БРН-матриц будет простаивать, поэтому следует рассмотреть способы
повышения эффективности обработки данных.

Первый подход повышения эффективности обработки БРН-матриц на РВС заключается в увеличе-
нии скорости работы базовых матричных операций. Теоретически такая возможность существует, однако
на практике такой подход ограничен архитектурными особенностями ПЛИС и нормами проектирования.

Для повышения эффективности использования аппаратного ресурса РВС при реализации базовых
матричных операций можно использовать другой подход — распараллеливание вычислений. Существует
несколько известных методов, наиболее тривиальный — распараллеливание по строкам [8]. Этот метод
аналогичен параллелизму по данным в классических МВС и реализуется за счет увеличения количества
задействованных входных каналов доступа к памяти хранения БРН-матриц и пропорционального увели-
чения количества используемого аппаратного ресурса для базовых операций. В этом случае производи-
тельность вычислительной системы увеличивается пропорционально коэффициенту распараллеливания,
однако эффективность использования ресурса РВС остается прежней. Более того, применение метода
распараллеливания по строкам существенно ограничивается критическим ресурсом РВС — каналами до-
ступа к распределенной памяти.

В ряде случаев вычислительная структура с обратной связью может быть реализована как вложен-
ный конвейер [16], в котором будет обрабатываться плотный поток данных. Передача данных в блоки
базовых операций с БРН-матрицами с постоянным интервалом, равным двум, предполагает возможность
использования метода вложенного конвейера так, чтобы задействовать каждый момент простоя, выпол-
няя в нем обработку значимых элементов БРН-матриц. Однако этот метод может быть применен только
для структурированных потоков данных, где порядок вычислений строго определен позицией в потоке.
Для выполнения операций с БРН-матрицами порядок обработки определяется при синхронизации пото-
ков данных дискретно-событийным преобразованием и неизвестен на этапе трансляции.

Известные методы распараллеливания по строкам и вложенный конвейер не увеличивают эффек-
тивности использования аппаратных средств при обработке БРН-матриц на РВС, в связи с чем был
разработан новый подход — распараллеливание по ненулевым элементам строки. Суть этого подхода за-
ключается в том, что для обработки потока ненулевых элементов с интервалом, равным единице, для
каждой базовой матричной операции необходимо анализировать не по одному ненулевому элементу с
соответствующей позицией 𝑎1,1 и 𝑏1,1, а по паре последовательно стоящих ненулевых элементов 𝑎1,1 из
основного потока 𝑎𝑛, 𝑎1,2 — из вспомогательного потока 𝑎𝑐 и 𝑏1,1 из основного потока 𝑏𝑛, 𝑏1,2 — из вспомога-
тельного потока 𝑏𝑐. Одновременный анализ четырех ненулевых элементов БРН-матриц 𝐴 и 𝐵 позволяет в
каждый момент времени гарантированно определить два ненулевых элемента, которые обязательно будут
обработаны в блоке базовой операции. В этом случае интенсивность информационного потока ненулевых
элементов и интенсивность обработки будут равны, что подразумевает повышение реальной производи-
тельности в два раза. Для этого необходимо обеспечивать доступ к ненулевым элементам БРН-матриц
за счет разделения буферов входных данных BUF_𝐴 и BUF_𝐵 на две части для каждой БРН-матрицы.
В результате этого входной поток ненулевых элементов БРН-матриц на входы базовой операции будет
передаваться как показано на рис. 6, где применяются следующие обозначения:

• 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 — основная часть разделенного потока ненулевых элементов БРН-матриц;
• 𝑎𝑐, 𝑏𝑐 — вспомогательная часть разделенного потока ненулевых элементов БРН-матриц;
• ind_𝑎𝑛, ind_𝑏𝑛 — позиции ненулевых элементов БРН-матриц для основной части разделенного по-

тока;
• ind_𝑎𝑐, ind_𝑏𝑐 — позиции ненулевых элементов БРН-матриц для вспомогательной части разделен-

ного потока;
• 𝑎1,𝑘 — значение ненулевого элемента БРН-матрицы 𝐴 с позицией 𝑘;
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𝑎𝑛 𝑎1,1 𝑎1,2 𝑎1,3 𝑎1,4 . . . 𝑎𝑝,𝑘

ind_𝑎𝑛 𝑖1 𝑖2 𝑖3 𝑖4 . . . 𝑖𝑘

𝑎𝑐 𝑎1,2 𝑎1,3 𝑎1,4 𝑎1,5 . . . 𝜔

ind_𝑎𝑐 𝑖2 𝑖3 𝑖4 𝑖5 . . . 𝜔

𝑏𝑛 𝑏1,1 𝑏1,2 𝑏1,3 𝑏1,4 . . . 𝑏𝑝,𝑙

ind_𝑏𝑛 𝑗1 𝑗2 𝑗3 𝑗4 . . . 𝑗𝑙

𝑏𝑐 𝑏1,2 𝑏1,3 𝑏1,4 𝑏1,5 . . . 𝜔

ind_𝑏𝑐 𝑗2 𝑗3 𝑗4 𝑗5 . . . 𝜔

Рис. 6. Временна́я диаграмма потоков ненулевых
элементов БРН-матриц A и B с применением

распараллеливания по ненулевым элементам строки

Fig. 6. Waveform of non-zero elements streams large
sparse unstructured matrices A and B with using

parallelization over non-zero elements of rows

• 𝑏1,𝑙 — значение ненулевого элемента БРН-
матрицы 𝐵 с позицией 𝑙;

• 𝑖𝑘 — значение позиции ненулевого элемента
БРН-матрицы 𝐴 с позицией 𝑘;

• 𝑗𝑙 — значение позиции ненулевого элемента
БРН-матрицы 𝐵 с позицией 𝑙;

• 𝜔 — значение конца обрабатываемой строки.

Анализ происходит следующим образом: пози-
ции ненулевых элементов 𝑖1 и 𝑗1 сравниваются в ос-
новных потоках БРН-матриц ind_𝑎𝑛, ind_𝑏𝑛. При
равенстве позиций двух ненулевых элементов будут
сформированы в качестве операндов 𝑎1,1 и 𝑏1,1 и пере-
даны в функциональное устройство базовой матрич-
ной операции вместе. Далее осуществляется загрузка
следующих двух ненулевых элементов 𝑖2 и 𝑗2 по одно-
му от каждой БРН-матрицы, и анализ выполняется
снова.

Если 𝑖1 < 𝑗1, из ненулевого элемента 𝑎1,1, со-
ответствующего меньшей по значению позиции, фор-
мируется первый операнд. Для формирования второ-
го операнда позиция 𝑗1 сравнивается с позицией 𝑖2
ненулевого элемента, находящегося во вспомогатель-
ном канале БРН-матрицы 𝐴. Сравнение позиций ос-
новного ind_𝑎𝑛 и вспомогательного ind_𝑎𝑐 каналов одной БРН-матрицы не выполняется, поскольку эле-
менты уже упорядочены. При условии, что 𝑗1 < 𝑖2, формируется второй операнд из ненулевого элемента
𝑏1,1. Полученные два элемента 𝑎1,1 и 𝑏1,1 обрабатываются в блоке базовой матричной операции отдельно,
поскольку их позиции не совпадают. Далее осуществляется загрузка следующих двух ненулевых элемен-
тов, и анализ выполняется снова.

Для обработки такого потока ненулевых элементов БРН-матриц с интервалом подачи данных, рав-
ным единице, требуется обеспечить доступ к двум последовательно стоящим элементам каждой БРН-
матрицы, что реализуется за счет разделения буферных элементов в поле РВС на буферы BUF_𝐴𝑐,
BUF_𝐴𝑛 и BUF_𝐵𝑐, BUF_𝐵𝑛. При этом количество портов доступа к памяти хранения БРН-матриц 𝐴

и 𝐵 сохраняется. Разделение буферов хранения информационного потока ненулевых элементов целесооб-
разно выполнять не на всю глубину изначально определенного буфера. Размер распараллеленного буфера
в несколько раз меньше общего буфера, в связи с чем количество требуемых ресурсов памяти увеличи-
вается незначительно. Вычислительная структура блока ускоренной базовой операции с БРН-матрицами
на РВС показана на рис. 7.
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Рис. 7. Вычислительная структура блока ускоренной базовой операции с БРН-матрицами на РВС

Fig. 7. Computational structure of the boosted basic block operation with large sparse unstructured matrices on RCS
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Модифицированный, распараллеливанием по ненулевым элементам строки, метод обработки БРН-
матриц на РВС не удваивает количество требуемого аппаратного ресурса на реализацию базовых опера-
ций, в отличие от распараллеливания по строкам. Вычислительная структура ускоренного блока базо-
вых операций с БРН-матрицами содержит тот же ресурс сумматоров для операций сложения или свя-
зок устройств сумматор-умножитель для операций скалярного умножения БРН-матриц и незначительно
увеличенный ресурс буферной памяти для информационного потока ненулевых элементов БРН-матриц.
Незначительное изменение начального количества функциональных устройств в ускоренной базовой опе-
рации объясняется тем, что в каждый момент времени обрабатывается не больше пары операндов, ко-
торые не могут задействовать больше одного сумматора или умножителя, а входной буфер разделяется
частично.

Разработанный модифицированный метод обработки БРН-матриц для РВС позволяет удвоить ин-
тенсивность с несущественным ростом аппаратных затрат на реализацию ускоренного блока обработки
БРН-матриц и достичь эффективности использования аппаратного ресурса порядка 90%.

4. Результаты использования модифицированного метода обработки БРН-матриц на
РВС. Эффективность разработанного модифицированного метода оценивалась для решения прикладной
задачи ранжирования по “важности” веб-страниц, связанных гиперссылками в поисковой системе Google,
на основе алгоритма PageRank [17]. Выбор алгоритма обусловлен наличием операций обработки БРН-
матриц и опубликованными результатами реальной производительности на суперкомпьютере Fugaku. Ал-
горитм PageRank основывается на поиске собственных векторов стохастической матрицы, которая форми-
руется в соответствии с существующими веб-страницами в интернете и тем количеством ссылок, которые
возникают между ними. Большое количество веб-страниц формирует матрицу с миллиардами элементов
в строке и столбце, при этом она имеет разреженную структуру и случайное расположение ненулевых
элементов.

Поиск собственных векторов матрицы выполняется по формуле

𝑟𝑘+1 =
𝐴 · 𝑟𝑘
‖𝐴 · 𝑟𝑘‖

,

где 𝐴 — матрица коэффициентов; 𝑟𝑘+1 — искомый собственный вектор матрицы 𝐴; 𝑟𝑘 — текущий соб-
ственный вектор матрицы 𝐴, полученный на 𝑘-й итерации; ‖𝐴 · 𝑟𝑘‖ — норма произведения матрицы 𝐴 на
собственный вектор 𝑟𝑘.

Для реализации конвейерной вычислительной структуры выполняются преобразования

𝑟𝑛 =
𝐴𝑛 · 𝑟0∏︀𝑛
𝑚=0 𝐾𝑚

, 𝑛 > 0, (1)

𝐾𝑚 =

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝐴𝑚 · 𝑟0∏︀𝑚−1

𝑗=0 𝐾𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦ , 𝑚 > 0, 𝐾0 = 1. (2)

В числителе формулы (1) выполняется возведение исходной матрицы в степень 𝑛 с последующим
умножением на начальный вектор 𝑟0, в знаменателе — произведение норм итераций, начиная с 𝐾0 и за-
канчивая 𝐾𝑛. Норма 𝐾𝑚 вычисляется по формуле (2), где каждая последующая включает в себя значения
предыдущих норм и может рассчитываться отдельно от наиболее времязатратной операции возведения
матрицы в степень 𝑛.

Для реализации задачи ранжирования веб-страниц алгоритмом PageRank на РВС использовался
модифицированный метод обработки БРН-матриц на РВС, дополнительно были использованы методы
распараллеливания по строкам и метод распараллеливания по итерациям [9]. Для поиска собственных
векторов используется итерационный степенной метод, поскольку применение прямого метода ведет к
преобразованию БРН-матрицы к треугольной форме, что значительно увеличивает ее плотность и время
обработки.

Применение метода распараллеливания по итерациям исключает необходимость выгружать в рас-
пределенную память результат текущей итерации реализуемой задачи и позволяет начинать обработку
этих данных в следующей итерации реализованной конвейерной вычислительной структуры. Таким обра-
зом, в вычислительной структуре из 𝑛 итераций (блоков) после обработки потока данных будет получен
результат 𝑛-й итерации реализованного алгоритма. Этот подход применяется для решения задач СЛАУ
итерационными методами, прямыми методами, для задач ЦОС, для переборных задач и многих других.
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Рис. 8. Вычислительная структура поиска собственных векторов степенным методом
с БРН-матрицей коэффициентов

Fig. 8. Computational structure for searching for eigenvectors using the power method
with the large sparse unstructured matrix of coefficients

Для РВС “Арктур” [10] была разработана прикладная программа подграфа задачи поиска собствен-
ных векторов степенным методом, показанная на рис. 8. Вычислительная структура задачи содержит опе-
рации скалярного умножения двух БРН-матриц в 𝛾1, скалярного умножения БРН-матрицы на плотный
вектор в 𝛾3 и 𝛾2, а также деления, суммирования и умножения. Полученная вычислительная структура
𝛼 позволяет выполнять распараллеливание по строкам и по итерациям на доступный вычислительный
ресурс РВС.

Входные потоки элементов БРН-матрицы поступают в блок 𝛾1, где выполняется возведение в степень
каскадом операций MUL_MM. Множимое [𝑎𝑖𝑗𝑚,𝑗𝑖𝑚] передается в модифицированном формате ELLPACK
по строкам, а множитель [𝑎𝑗𝑖𝑚,𝑖𝑗𝑚] — по столбцам. Рассчитанная степень матрицы передается на вход
умножителя БРН-матрицы на собственный вектор в блок 𝛾3. В блоке 𝛾2 выполняется операция умно-
жения БРН-матрицы на начальный собственный вектор MUL_MV 2, в результате которой формируется
норма текущего вычисления. Полученный при выполнении операции блока MUL_MV 2 вектор результата
нормируется рассчитанным значением произведения норм прошлых итераций. В результате полученное
значение произведения норм в блоке 𝛾2 передается в блок 𝛾3 для расчета нового значения собственного
вектора 𝑟𝑘.

Достигнутая при реализации на РВС “Арктур” реальная производительность поиска собственных
векторов для алгоритма PageRank модифицированным методом обработки БРН-матриц сравнивалась с
реализацией этой задачи на 1024 процессорах Fujitsu A64FX [18] суперкомпьютера Fugaku. Каждый про-
цессор Fujitsu A64FX обрабатывает БРН-матрицу размером 500000 × 2000000 с 50 или 100 ненулевыми
элементами в строке. В общем случае такая система позволяет обрабатывать БРН-матрицу с размерно-
стью более 4 · 1011 элементов и 102400 ненулевых элементов в строке.

Сравнительная характеристика производительности одной ПЛИС Xilinx XCVU37P, одного вычис-
лительного модуля (ВМ) и одного вычислительного блока (РВБ) РВС “Арктур” с производительностью
одного, 8-ми и 1024-х процессоров кластерной МВС Fugaku для задачи поиска собственных векторов
БРН-матриц по алгоритму PageRank показана в табл. 1. Ускорение показанных в таблице конфигураций
вычислительных систем рассчитывалось относительно реальной производительности одного процессора
Fujitsu A64FX.

Как видно из табл. 1, ускорение вычислений при поиске собственных векторов степенным методом
одной ПЛИС РВБ “Арктур” к одному процессору МВС Fugaku составило 39 раз. При увеличении вы-
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Таблица 1. Производительности задачи поиска собственных векторов БРН-матрицы степенным методом для
алгоритма PageRank на РВБ “Арктур” и кластерной МВС Fugaku

Table 1. Performance of the problem of searching for eigenvectors of a BRN matrix using the power-law method for the
PageRank algorithm on the “Arcturus” RVB and the Fugaku cluster MCS

Характеристики
Characteristics

Вычислительная система
Computational system

РВС “Арктур”
“Arcturus” RVB

МВС Fugaku
Fugaku cluster MCS

Количество микросхем
Number of chips

1 ПЛИС
1 FPGA

6 ПЛИС
6 FPGA

96 ПЛИС
96 FPGA

1 CPU 8 CPU 1024 CPU

Количество функциональных устройств
Number of functional devices

235 1407 22521 48 384 49152

Частота, МГц
Clock Frequency, MHz

550 2200

Реальная производительность, GFlops
Real performance, GFlops

274 1647 26357 7 62 7100

Ускорение
Acceleration

39 235 3765 1 8.8 1014

числительного ресурса и распараллеливании задачи ускорение для РВС растет быстрее и показывает
линейный рост производительности при увеличении ресурса РВС.

Предложенный модифицированный метод может применяться и для задачи решения СЛАУ мето-
дом Якоби с БРН-матрицей коэффициентов [19]. Для РВС “Арктур” была разработана соответствующая
прикладная программа подграфа задачи.

Сравнительная характеристика производительности одной ПЛИС Xilinx XCVU37P с производитель-
ностью одного графического ускорителя NVidia Tesla K40 [20] для задачи решения СЛАУ методом Яко-
би выполнялась на основании затраченного времени на решение задачи. Время решения СЛАУ с БРН-
матрицей crankseg_1 [21] на графическом ускорителе NVidia Tesla K40 составило 2.6 с, в то время как на
одной ПЛИС Xilinx XCVU37P РВС “Арктур” — 0.019 с.

В итоге ускорение вычислений при решении СЛАУ методом Якоби одной ПЛИС РВБ “Арктур” к
одному графическому ускорителю NVidia Tesla K40 составило 134 раза, с возможностью линейного роста
реальной производительности РВС при увеличении аппаратного ресурса.

5. Заключение. Предлагаемая модификация метода обработки больших разреженных неструкту-
рированных матриц позволяет повысить реальную производительность РВС и использовать аппаратные
средства с высокой эффективностью. Применение модифицированного метода обработки БРН-матриц
обеспечивает близкий к пиковому уровень реальной производительности РВС. В частности, для задачи
поиска собственных векторов и решения СЛАУ методом Якоби применение модифицированного мето-
да обработки БРН-матриц для РВС позволяет достичь реальной производительности порядка 90% от
пиковой, что в несколько раз выше аналогичного показателя для кластерных многопроцессорных вычис-
лительных систем. Разработанный метод обработки БРН-матриц может быть использован не только для
реконфигурируемых вычислительных систем на основе ПЛИС, но и для других систем, поддерживающих
конвейерные вычисления, например, для цифровых фотонных вычислительных систем [22].
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