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Аннотация: Математическое моделирование течений жидкости со свободной границей часто
выполняется на основе приближения мелкой воды. Система уравнений включает скалярное
уравнение адвекции для высоты жидкости и векторное уравнение адвекции для скорости. В
данной работе приближенное решение начально-краевой задачи проводится на основе стандарт-
ной конечно-элементной аппроксимации по пространству. Используются неявные двухслойные
схемы с весами по времени. Вычислительная реализация базируется на применении метода
Ньютона. Обсуждается выполнение законов сохранения массы и полной механической энергии
на непрерывном и дискретном уровне. Возможности рассматриваемых неявных схем иллюстри-
руются численными результатами приближенного решения одномерной и двумерной модельной
задачи разрушения дамбы. Показано, что увеличение веса в двухслойной схеме обеспечивает
большую монотонность приближенного решения.
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Abstract: Mathematical modelling of free boundary fluid flows is often based on the shallow water
approximation. The system of equations includes a scalar advection equation for fluid height and a
vector advection equation for velocity. The paper presents an approximation of the initial boundary

© П. Н. Вабищевич, М. М. Чернышов

https://road.issn.org/
https://orcid.org/0000-0002-2040-4411
mailto:vab@cs.msu.ru
https://orcid.org/0009-0002-0594-3350
mailto:chernyshovmm@my.msu.ru
https://orcid.org/0000-0002-2040-4411
mailto:vab@cs.msu.ru
https://orcid.org/0009-0002-0594-3350
mailto:chernyshovmm@my.msu.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/legalcode


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2023, 24 (4), 450–462. doi 10.26089/NumMet.v24r431

451

value problem using the standard spatial finite element method. Time weights are used in implicit
two-level schemes. The computational method is based on Newton’s method. The fulfillment of the
laws of conservation of mass and total mechanical energy at the continuous and discrete level is
discussed. Numerical results demonstrate the effectiveness of implicit schemes for approximating
solutions to one- and two-dimensional model problems, specifically dam failure. It is shown that
increasing the weight in the two-level scheme improves the monotonicity of the approximate solution.
Keywords: Euler system, conservation laws, shallow water approximation, finite element method,
two-level schemes.
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1. Введение. Математические модели механики сплошной среды [1, 2] базируются на законах сохра-
нения массы, импульса и энергии. Основные особенности процессов связываются с переносом скалярных
и векторных величин за счет адвекции [3, 4]. Для отдельных характеристик гидродинамического тече-
ния имеют место свойства положительности и монотонности. Отмеченные свойства дифференциальной
задачи механики сплошной среды должны наследоваться при переходе к дискретной задаче [5, 6] с ис-
пользованием тех или иных аппроксимаций по времени и по пространству.

При моделировании течений со свободной границей широко используется приближение мелкой во-
ды [7, 8]. В этом случае применяются скалярное уравнение адвекции для высоты жидкости и векторное
уравнение адвекции для скорости. Такие математические модели можно связать с уравнениями Эйлера
для течений идеальных сжимаемых жидкостей [9], когда давление определяется заданной квадратичной
зависимостью от плотности. Отмеченная аналогия позволяет использовать достижения вычислительной
гидродинамики сжимаемых течений [10] при приближенном решении краевых задач для уравнений мел-
кой воды.

При численном моделировании течений жидкости большое внимание уделяется построению моно-
тонных аппроксимаций для членов адвективного переноса, которые обеспечивают, в частности, неотрица-
тельность плотности. В [11, 12] рассматриваются стандартные линейные аппроксимации применительно к
базовым задачам механики сплошной среды — задачам конвекции–диффузии. Современный этап исследо-
ваний [13–15] характеризуется использованием более сложных аппроксимаций, в частности нелинейных.

Законы сохранения массы и импульса наиболее просто обеспечиваются использованием консерва-
тивной (дивергентной) записи уравнений механики сплошной среды. Закон сохранения энергии является
следствием этих уравнений, но нам сложно, в общем случае, рассчитывать на его выполнение на дис-
кретном уровне. Консервативные аппроксимации наиболее естественно реализуются при использовании
интегро-интерполяционного метода (метода баланса) на регулярных и нерегулярных сетках [16], в ме-
тоде контрольного объема [4, 17]. В настоящее время основной вычислительной технологией решения
прикладных проблем является метод конечных элементов [18, 19]. Он широко применяется в вычисли-
тельной гидродинамике [20, 21], на основе конечно-элементных аппроксимаций строятся консервативные
вычислительные алгоритмы.

При аппроксимации по времени в вычислительной гидродинамике часто ориентируются на использо-
вание явных схем, которые имеют жесткие ограничения по устойчивости на временно́й шаг. В частности,
для типичных задач адвекции явные схемы абсолютно неустойчивы [22, 23]. Отметим также, что для яв-
ных схем имеются подобные ограничения по монотонности решения сеточной задачи. Более естественно
ориентироваться на неявные схемы. При решении краевых задач для уравнений с частными производ-
ными традиционно широко используются двухслойные схемы (𝜃-метод, схемы с весами) [14, 24, 25]. Для
линейных задач исследование аппроксимаций по времени может базироваться на основе общей теории
устойчивости (корректности) операторно-разностных схем [16, 26]. Для нелинейных задач мы можем рас-
считывать на безусловные априорные оценки в соответствующих конечномерных пространствах.
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В настоящей работе мы рассматриваем начально-краевую задачу для уравнений мелкой воды, для
которой имеют место законы сохранения массы, импульса и полной механической энергии. Аппроксима-
ция по пространству проводится на основе использования стандартных линейных элементов для плотно-
сти и декартовых компонент скорости. Для нахождения приближенного решения на новом слое по времени
используется схема с весами. Для приближенного решения нелинейной дискретной задачи на новом слое
по времени применяется метод Ньютона. Подчеркнем, что никаких специальных процедур монотониза-
ции не используется. Устанавливается закон сохранения массы, получена также оценка для диссипации
полной механической энергии за счет аппроксимаций по времени. Возможности предложенных схем ил-
люстрируются результатами численного решения модельной задачи разрушения дамбы в одномерной и
двумерной постановках.

2. Постановка задачи. Будем рассматривать течение несжимаемой жидкости со свободной грани-
цей в цилиндрическом сосуде сечением Ω с твердыми границами и плоским дном. Уравнение для высоты
слоя жидкости в цилиндре имеет вид

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+ div(𝑢ℎ) = 0, 𝑥 ∈ Ω, 0 < 𝑡 ⩽ 𝑇, (1)

где ℎ(𝑥, 𝑡) > 0 — высота, а 𝑢(𝑥, 𝑡) — горизонтальная скорость. Уравнение движения запишем в консерва-
тивном виде

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ𝑢) + div(ℎ𝑢⊗ 𝑢) + 𝑔ℎ gradℎ = 0, 𝑥 ∈ Ω, 0 < 𝑡 ⩽ 𝑇, (2)

где 𝑔 — ускорение свободного падения, символом ⊗ обозначено тензорное произведение двух векторов.
Боковая граница считается твердой. В силу этого имеем граничное условие непротекания

(𝑢 · 𝑛) = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω. (3)

Задаются также начальные условия для высоты слоя жидкости и для скорости:

ℎ(𝑥, 0) = ℎ0(𝑥), 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω. (4)

Начально-краевая задача (1)–(4) описывает двумерные нестационарные течения несжимаемой жидкости
со свободной границей в приближении мелкой воды.

Непосредственным интегрированием уравнения неразрывности (1) по области Ω с учетом граничного
условия (3) получаем закон сохранения массы:

𝑚(𝑡) = 𝑚(0), 𝑚(𝑡) = 𝜚

∫︁
Ω

ℎ(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥, (5)

где 𝜚 = const > 0 — плотность жидкости. В гильбертовом пространстве 𝐿2(Ω) определим скалярное
произведение и норму

(𝜙,𝜓) =

∫︁
Ω

𝜙(𝑥)𝜓(𝑥) 𝑑𝑥, ‖𝜙‖ = (𝜙,𝜙)1/2.

Аналогично определяется пространство векторных функций 𝐿2(Ω). При неотрицательности высоты слоя
жидкости закон сохранения массы дает

‖ℎ1/2(𝑥, 𝑡)‖ = ‖ℎ1/20 (𝑥)‖.

Это соотношение можно рассматривать как априорную оценку в 𝐿2(Ω) для ℎ1/2.
Уравнение (2) напрямую выражает закон сохранения импульса. Интегрируя это уравнение по Ω,

получим ∫︁
Ω

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ𝑢) 𝑑𝑥+

𝑔

2

∫︁
𝜕Ω

ℎ2𝑛 𝑑𝑥 = 0.

Тем самым имеет место

𝐼(𝑡) = 𝐼(0)− 𝑔𝜚

2

𝑡∫︁
0

∫︁
𝜕Ω

ℎ2𝑛 𝑑𝑥 𝑑𝑡, 𝐼(𝑡) = 𝜚

∫︁
Ω

ℎ𝑢 𝑑𝑥. (6)
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Принимая во внимание уравнение (1) и равенство

1

2

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ𝑢2) = 𝑢

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ𝑢)− 1

2
𝑢2 𝜕ℎ

𝜕𝑡

и домножая уравнение (2) на 𝑢, получим

1

2

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ𝑢2) +

1

2
div(ℎ𝑢2𝑢) + 𝑔ℎ𝑢 gradℎ = 0. (7)

Уравнение (1) домножим на 𝑔ℎ:
𝑔

2

𝜕ℎ2

𝜕𝑡
+ 𝑔ℎdiv(𝑢ℎ) = 0. (8)

Складывая (7), (8), приходим к равенству

1

2

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ𝑢2) +

𝑔

2

𝜕ℎ2

𝜕𝑡
+

1

2
div(ℎ𝑢2𝑢) + 𝑔 div(𝑢ℎ2) = 0.

Интегрирование по области Ω с учетом (3) дает

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
Ω

(︂
1

2
ℎ𝑢2 +

𝑔

2
ℎ2
)︂
𝑑𝑥 = 0.

Приходим к закону сохранения полной механической энергии

𝐸(𝑡) = 𝐸(0), 𝐸(𝑡) = 𝜚

∫︁
Ω

(︂
1

2
ℎ𝑢2 +

𝑔

2
ℎ2
)︂
𝑑𝑥. (9)

Мы можем рассматривать (9) как априорную оценку

‖ℎ1/2(𝑥, 𝑡)𝑢‖2 + 𝑔‖ℎ(𝑥, 𝑡)‖2 = ‖ℎ1/20 𝑢0(𝑥)‖2 + 𝑔‖ℎ0(𝑥)‖2

для высоты слоя жидкости и скорости.
Равенства (5), (6) и (9) являются основными законами сохранения для задачи (1)–(4). Качество ис-

пользуемых аппроксимаций по пространству и времени оценивается, в частности, по выполнению законов
сохранения на дискретном уровне.

3. Неявные двухслойные схемы. Для приближенного решения начально-краевой задачи для
уравнений мелкой воды используются двухслойные схемы с весами. Аппроксимация по пространству
обеспечивается стандартными линейными конечными элементами [27, 28]. Для двумерных векторных
величин используется координатное представление 𝑣 = {𝑣1, 𝑣2} при кусочно-линейной аппроксимации по
пространству отдельных компонент вектора.

Расчетная область Ω предполагается многоугольником, в котором выполнена триангуляция. Опре-
делим пространство линейных конечных элементов 𝑉 ℎ ⊂ 𝐻1(Ω), где 𝐻1(Ω) — гильбертово пространство
Соболева с нормой

‖𝜙‖𝐻1(Ω) =

⎡⎣ ∫︁
Ω

(︀
𝜙2 + | grad𝜙|2

)︀
𝑑𝑥

⎤⎦1/2

.

Для простоты задания граничных условий (3) будем считать, что отдельные части границы расчет-
ной области параллельны координатным осям. В соответствии с (3) на отдельных частях границы области
Γ𝑖 ⊂ 𝜕Ω, 𝑖 = 1, 2, для компонент скорости 𝑢 = {𝑢1, 𝑢2} задаются условия Дирихле:

𝑢𝑖(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑖, 𝑖 = 1, 2. (10)

С учетом граничных условий (10) определим подпространства

𝑉 ℎ
𝑖 = {𝜙 ∈ 𝑉 ℎ : 𝜙(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ Γ𝑖}, 𝑖 = 1, 2.
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Векторы 𝑣 = {𝑣1, 𝑣2} задаются на прямой сумме 𝑉 ℎ
1 и 𝑉 ℎ

2 :

𝑉 ℎ =
{︀
𝑣 = {𝑣1, 𝑣2} : 𝑣𝑖(𝑥) ∈ 𝑉 ℎ

𝑖 , 𝑖 = 1, 2
}︀
.

Конечно-элементное приближение ℎ ∈ 𝑉 ℎ, 𝑢 ∈ 𝑉 ℎ задачи (1)–(4) определяется из выполнения
равенств (︂

𝑑ℎ

𝑑𝑡
, 𝜙

)︂
+
(︀
div(𝑢ℎ), 𝜙

)︀
= 0, (11)(︂

𝑑

𝑑𝑡
(ℎ𝑢),𝑣

)︂
+
(︀
div(ℎ𝑢⊗ 𝑢),𝑣

)︀
+ 𝑔
(︀
ℎ gradℎ,𝑣

)︀
= 0, 0 < 𝑡 ⩽ 𝑇, (12)

(ℎ(0), 𝜙) = (ℎ0, 𝜙), (𝑢(0),𝑣) = (𝑢0,𝑣) (13)

для всех 𝜙 ∈ 𝑉 ℎ, 𝑣 ∈ 𝑉 ℎ.
Пространственная аппроксимация приводит к тому, что законы сохранения могут нарушаться. Ко-

нечно, закон сохранения массы для неотрицательной высоты слоя жидкости следует из (11). Достаточно
положить 𝜙 = const ∈ 𝑉 ℎ. В случае, например, уравнения (12) обеспечить точное выполнение закона
сохранения импульса в общем случае не удается. При конечно-элементной аппроксимации мы работаем
в классе тестовых функций 𝑣 ∈ 𝑉 ℎ, в то время как для выполнения закона сохранения необходимо вы-
полнение (12) при 𝑣 = const ̸= 0. Дисбаланс связан с последним членом в левой части равенства (12),
которого нет, например, в задачах, если gradℎ = 0 в окрестности границы. Тем самым мы имеем прямой
аналог закона сохранения импульса на дискретном уровне только для некоторых частных случаев. Нару-
шение закона сохранения полной энергии при конечно-элементной аппроксимации по пространству имеет
схожую природу. Влияние аппроксимаций по времени мы обсуждаем ниже.

Пусть 𝜏 — шаг равномерной (для простоты) сетки по времени: 𝑢𝑛 = 𝑢(𝑡𝑛), 𝑡𝑛 = 𝑛𝜏 , 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁,

𝑁𝜏 = 𝑇 . При аппроксимации по времени мы отслеживаем выполнение законов сохранения массы и пол-
ной механической энергии, с которыми можно связать соответствующие априорные оценки для решения
задачи. Такие важные проблемы, как положительность (неотрицательность) высоты слоя жидкости на
каждом шаге по времени, требуют более глубокого исследования и в данной работе не затрагиваются.
Мы будем считать, что высота слоя жидкости положительна, т.е. на каждом слое по времени ℎ𝑛 > 0,
𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 .

Для приближенного решения задачи (11)–(13) используется неявная двухслойная схема. В этом слу-
чае приближенное решение на новом слое определяется из уравнений(︂

ℎ𝑛+1 − ℎ𝑛

𝜏
, 𝜙

)︂
+
(︀
div(𝑢𝑛+𝜎 ℎ𝑛+𝜎), 𝜙

)︀
= 0, (14)

(︂
ℎ𝑛+1𝑢𝑛+1 − ℎ𝑛𝑢𝑛

𝜏
,𝑣

)︂
+
(︀
div(ℎ𝑛+𝜎𝑢𝑛+𝜎 ⊗ 𝑢𝑛+𝜎),𝑣

)︀
+ 𝑔
(︀
ℎ𝑛+𝜎 gradℎ𝑛+𝜎,𝑣

)︀
= 0 (15)

для 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1 при заданных ℎ0,𝑢0 (см. (13)) . В (14), (15) используются обозначения

ℎ𝑛+𝜎 = 𝜎ℎ𝑛+1 + (1− 𝜎)ℎ𝑛, (16)

где 𝜎 = const ⩾ 0 — весовой параметр. При вычислительной реализации и исследовании схем с весами
часто удобно сначала находить решение на момент времени 𝑡𝑛+𝜎, потом уже пересчитывать решение на
момент времени 𝑡𝑛+1. Такой подход соответствует тому, что, например, вместо (14) используется уравнение(︂

ℎ𝑛+𝜎 − ℎ𝑛

𝜎𝜏
, 𝜙

)︂
+
(︀
div(𝑢𝑛+𝜎 ℎ𝑛+𝜎), 𝜙

)︀
= 0,

а после этого находится ℎ𝑛+1 из (16).
При 𝜎 = 0.5 мы имеем симметричную схему (схему Кранка–Николсон), которая аппроксимирует

исходные уравнения со вторым порядком по 𝜏 , а при 𝜎 ̸= 0.5 — с первым. Обычно считают, что 𝜎 ⩽ 1, мы
такое ограничение на весовой параметр не накладываем. При больших 𝜎 мы, конечно, теряем в точности,
но улучшаются другие свойства приближенного решения, например его монотонность.

Выбирая в уравнении (14) тестовую функцию 𝜙 = 𝜚, получим

𝜚(ℎ𝑛+1, 1) = 𝜚(ℎ𝑛, 1), 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. (17)
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Равенство (17) есть дискретный аналог закона сохранения массы (5). Дисбаланс полной механической
энергии за счет используемых аппроксимаций по времени оценивается, например, следуя [10, 29]. В урав-
нении (15) положим 𝑣 = 𝑢𝑛+𝜎 и получим(︂

ℎ𝑛+1𝑢𝑛+1 − ℎ𝑛𝑢𝑛

𝜏
,𝑢𝑛+𝜎

)︂
+
(︀
div(ℎ𝑛+𝜎𝑢𝑛+𝜎 ⊗ 𝑢𝑛+𝜎),𝑢𝑛+𝜎

)︀
+ 𝑔(ℎ𝑛+𝜎 gradℎ𝑛+𝜎,𝑢𝑛+𝜎) = 0. (18)

Принимая во внимание

𝑢𝑛+𝜎 =
1

2
(𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛) +

(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝜏
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛

𝜏
=

1

2
(𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛) +

(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝑂(𝜏),

для первого слагаемого имеем

ℎ𝑛+1𝑢𝑛+1 − ℎ𝑛𝑢𝑛

𝜏
𝑢𝑛+𝜎 =

ℎ𝑛+1𝑢𝑛+1 − ℎ𝑛𝑢𝑛

𝜏

𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛

2
+

(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝑂(𝜏) =

=
1

2

ℎ𝑛+1
(︀
𝑢𝑛+1

)︀2 − ℎ𝑛
(︀
𝑢𝑛

)︀2
𝜏

+
1

2

ℎ𝑛+1 − ℎ𝑛

𝜏
𝑢𝑛𝑢𝑛+1 +

(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝑂(𝜏) =

=
1

2

ℎ𝑛+1
(︀
𝑢𝑛+1

)︀2 − ℎ𝑛
(︀
𝑢𝑛

)︀2
𝜏

+
1

2

ℎ𝑛+1 − ℎ𝑛

𝜏

(︀
𝑢𝑛+1/2

)︀2
+

(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝑂(𝜏) +𝑂(𝜏2).

В силу этого из (18) следует

1

2

(︃
ℎ𝑛+1

(︀
𝑢𝑛+1

)︀2 − ℎ𝑛
(︀
𝑢𝑛

)︀2
𝜏

, 1

)︃
+

1

2

(︂
ℎ𝑛+1 − ℎ𝑛

𝜏
,
(︀
𝑢𝑛+1/2

)︀2)︂
+
(︀
div(ℎ𝑛+𝜎𝑢𝑛+𝜎 ⊗ 𝑢𝑛+𝜎),𝑢𝑛+𝜎

)︀
+

+ 𝑔(ℎ𝑛+𝜎 gradℎ𝑛+𝜎,𝑢𝑛+𝜎) +

(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝑂(𝜏) +𝑂(𝜏2) = 0. (19)

Учет дисбаланса энергии за счет аппроксимации по пространству дает равенство(︂
ℎ𝑛+1 − ℎ𝑛

𝜏
,
(︀
𝑢𝑛+𝜎

)︀2)︂
+
(︀
div(𝑢𝑛+𝜎ℎ𝑛+𝜎),

(︀
𝑢𝑛+𝜎

)︀2)︀
+ 2𝛿𝑛ℎ = 0.

Величина 𝛿𝑛ℎ ̸≡ 0, так как
(︀
𝑢𝑛+𝜎

)︀2
/∈ 𝑉 ℎ (см. (14)). Это дает

1

2

(︂
ℎ𝑛+1 − ℎ𝑛

𝜏
,
(︀
𝑢𝑛+1/2

)︀2)︂
+
(︀
div(ℎ𝑛+𝜎𝑢𝑛+𝜎 ⊗ 𝑢𝑛+𝜎),𝑢𝑛+𝜎

)︀
+

(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝑂(𝜏) =

=
1

2

(︂
ℎ𝑛+1 − ℎ𝑛

𝜏
,
(︀
𝑢𝑛+𝜎

)︀2)︂
+
(︀
div(ℎ𝑛+𝜎𝑢𝑛+𝜎 ⊗ 𝑢𝑛+𝜎),𝑢𝑛+𝜎

)︀
=

=
(︀
div(ℎ𝑛+𝜎𝑢𝑛+𝜎 ⊗ 𝑢𝑛+𝜎),𝑢𝑛+𝜎

)︀
− 1

2

(︀
div(𝑢𝑛+𝜎ℎ𝑛+𝜎),

(︀
𝑢𝑛+𝜎

)︀2)︀− 𝛿𝑛ℎ = 0.

Можем записать равенство (19) в виде

1

2

(︃
ℎ𝑛+1

(︀
𝑢𝑛+1

)︀2 − ℎ𝑛
(︀
𝑢𝑛
)︀2

𝜏
, 1

)︃
+ 𝑔(ℎ𝑛+𝜎 gradℎ𝑛+𝜎,𝑢𝑛+𝜎) +

(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝑂(𝜏) +𝑂(𝜏2)− 𝛿𝑛ℎ = 0. (20)

Для оценки второго слагаемого в левой части равенства (20) привлекается уравнение (14). Полагая
𝜙 = 𝑔ℎ𝑛+𝜎, получим

𝑔

(︂
ℎ𝑛+1 − ℎ𝑛

𝜏
, ℎ𝑛+𝜎

)︂
+ 𝑔
(︀
div(𝑢𝑛+𝜎ℎ𝑛+𝜎), ℎ𝑛+𝜎

)︀
=

=
𝑔

2

(︃(︀
ℎ𝑛+1

)︀2 − (︀ℎ𝑛)︀2
𝜏

, 1

)︃
+ 𝑔
(︀
div(𝑢𝑛+𝜎ℎ𝑛+𝜎), ℎ𝑛+𝜎

)︀
+

(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝑂(𝜏). (21)
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Складывая (20) и (21), приходим к

1

2

(︃
ℎ𝑛+1

(︀
𝑢𝑛+1

)︀2 − ℎ𝑛
(︀
𝑢𝑛
)︀2

𝜏
, 1

)︃
+
𝑔

2

(︃(︀
ℎ𝑛+1

)︀2 − (︀ℎ𝑛)︀2
𝜏

, 1

)︃
=

(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝑂(𝜏) +𝑂(𝜏2) + 𝜏𝛿𝑛ℎ .

Это равенство можно записать в виде закона сохранения полной энергии на дискретном уровне

𝐸𝑛 = 𝐸0 + 𝑡𝑛
(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝑂(𝜏) + 𝑡𝑛𝑂(𝜏2) +

𝑛∑︁
𝑘=0

𝜏𝛿𝑘ℎ, (22)

где

𝐸𝑛 =
1

2
𝜚
(︁
ℎ𝑛
(︀
𝑢𝑛
)︀2

+ 𝑔
(︀
ℎ𝑛
)︀2
, 1
)︁
, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁.

На основании оценки (22) можем сделать вывод о том, что на дискретном уровне закон сохра-
нения полной энергии без учета дисбаланса за счет пространственной аппроксимации (при 𝛿𝑘ℎ = 0,

𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁) для схемы с весами (14), (15) выполняется только приближенно: со вторым порядком
по 𝜏 при 𝜎 = 0.5 и первым — при 𝜎 ̸= 0.5.

4. Численные расчеты. Приведем некоторые результаты численного решения модельной зада-
чи разрушения дамбы в одномерном и двумерном случае. Разработано исследовательское программное
обеспечение на языке Python с использованием библиотек вычислительной платформы FEniCS [30]. Для
нахождения приближенного решения на новом слое по времени решается нелинейная задача. Мы исполь-
зуем метод Ньютона без каких-либо модификаций; в расчетах обычно достаточно двух-трех итераций.
Однако сходимость итерационного метода для задач с негладкими решениями на грубых расчетных сет-
ках не всегда имеет место. Проблема построения более надежных сеточных решателей, учитывающих
особенности решаемой задачи, заслуживает отдельного внимания.

Начнем с результатов численного решения модельной одномерной задачи

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(ℎ𝑢) = 0,

𝜕

𝜕𝑡
(ℎ𝑢) +

𝜕

𝜕𝑥
(ℎ𝑢2) + 𝑔ℎ

𝜕ℎ

𝜕𝑥
= 0,

когда −5 < 𝑥 < 5, 𝑇 = 1. Граничные и начальные условия имеют вид

𝑢(−5, 𝑡) = 0, 𝑢(5, 𝑡) = 0, 0 < 𝑡 ⩽ 𝑇,

ℎ(𝑥, 0) =

{︃
10, −5 < 𝑥 ⩽ 0,

1, 0 < 𝑥 < 5,
𝑢(𝑥, 0) = 0, −5 < 𝑥 < 5.

До момента времени прихода ударной волны к правой границе мы имеем (см., например, [31]) точное
решение задачи (задача о распаде произвольного разрыва).

Для рассматриваемой задачи с разрывным решением в качестве основной выбрана сетка с числом
ячеек по пространству 𝑁 = 200 и шагом по времени 𝜏 = 0.005. Используется чисто неявная схема (𝜎 = 1).
Полученное приближенное решение приведено на рис. 1, штриховыми линиями показано точное решение.
Наибольшие немонотонности наблюдаются после набегания ударной волны на правую стенку.

Результаты расчетов при использовании различных шагов по времени иллюстрируются рис. 2. Уве-
личение шага по времени позволяет уменьшить осцилляции приближенного решения. Повышение точно-
сти приближенного решения при использовании более подробных сеток по пространству демонстрируется
рис. 3. На рис. 4 приведены расчетные данные при различных значениях весового параметра 𝜎. При его
увеличении наблюдается сглаживание нефизичных осцилляций приближенного решения. Отметим, что
для рассматриваемой тестовой задачи с разрывными начальными условиями при использовании 𝜎 = 0.5

сильная немонотонность не дает возможности найти приближенное решение — решение быстро развали-
вается. Для задач с более гладкими приближенными решениями расчеты по симметричной схеме удается
проводить.
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Рис. 1. Высота (слева) и скорость (справа) на разные моменты времени: 𝑁 = 200, 𝜏 = 0.005

Fig. 1. Height (left) and velocity (right) at different times: 𝑁 = 200, 𝜏 = 0.005
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Рис. 2. Влияние шага по времени (𝑁 = 200): 𝜏 = 0.01 (слева), 𝜏 = 0.0025 (справа)

Fig. 2. Effect of time step (𝑁 = 200): 𝜏 = 0.01 (left), 𝜏 = 0.0025 (right)
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Рис. 3. Приближенное решение на разных сетках по пространству (𝜏 = 0.005): 𝑁 = 100 (слева), 𝑁 = 400 (справа)

Fig. 3. Approximate solution on different grids over the space (𝜏 = 0.005): 𝑁 = 100 (left), 𝑁 = 400 (right)
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Рис. 4. Влияние весового параметра (𝑁 = 200, 𝜏 = 0.005): 𝜎 = 0.75 (слева), 𝜎 = 1.5 (справа)

Fig. 4. Effect of weight parameter (𝑁 = 200, 𝜏 = 0.005): 𝜎 = 0.75 (left), 𝜎 = 1.5 (right)
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Приведем также данные по динамике полной механической энергии в зависимости от различных
вычислительных параметров. Влияние весового параметра при использовании расчетных сеток при раз-
личном числе ячеек по пространству показано на рис. 5. Наблюдается значительное падение полной энер-
гии со временем, которое обусловлено, прежде всего, аппроксимациями по пространству (последний член
в правой части (22)). Дисбаланс энергии более значителен при увеличении 𝜎. Как показывают расчеты,
в задачах с более гладкими решениями нарушение закона сохранения полной механической энергии вы-
ражено слабее (в этом случае 𝛿𝑘ℎ ≈ 0, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁). Расчетные данные для нашей модельной задачи,
которые приведены на рис. 6, демонстрируют, что наблюдаемая диссипация полной механической энергии
порождена не аппроксимациями по времени и слабо меняется при переходе от расчетной сетки с числом
ячеек 𝑁 = 100 к сетке с 𝑁 = 200.

Подобные результаты получены при рассмотрении задачи в двумерном приближении, когда расчет-
ная область Ω является прямоугольником:

Ω = {𝑥 | 𝑥 = {𝑥1, 𝑥2}, −5 < 𝑥1 < 5, −1 < 𝑥2 < 1}.

Начальное условие для уравнений (1), (2) берется в виде

ℎ(𝑥, 0) =

{︃
10, −5 ⩽ 𝑥1 ⩽ 0, −1 < 𝑥2 < 1,

1, 0 < 𝑥1 ⩽ 5, −1 < 𝑥2 < 1,
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω.

Триангуляция прямоугольника Ω — равномерная с числом ячеек 𝑁1 = 200 по переменной 𝑥1 и 𝑁2 = 40 —
по 𝑥2. Генерация этой расчетной сетки выполнена стандартными средствами FEniCS. Приближенные
решения для определенных моментов времени показаны на рис. 7, 8.
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Рис. 5. Динамика полной механической энергии для различных значений весового параметра 𝜎 (𝜏 = 0.005):
число ячеек 𝑁 = 100 (слева), 𝑁 = 200 (справа)

Fig. 5. Dynamics of the total mechanical energy for different values of the weight parameter 𝜎 (𝜏 = 0.005):
number of cells 𝑁 = 100 (left), 𝑁 = 200 (right)
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Рис. 6. Динамика полной механической энергии при различных шагах по времени (𝜎 = 1):
число ячеек 𝑁 = 100 (слева), 𝑁 = 200 (справа)

Fig. 6. Dynamics of total mechanical energy at different time steps (𝜎 = 1):
number of cells 𝑁 = 100 (left), 𝑁 = 200 (right)
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Рис. 7. Высота слоя жидкости на разные моменты времени: 𝑡 = 0.1 (слева), 𝑡 = 0.4 (справа)

Fig. 7. Height of the liquid layer at different times: 𝑡 = 0.1 (left), 𝑡 = 0.4 (right)
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Рис. 8. Скорость на разные моменты времени: 𝑡 = 0.1 (слева), 𝑡 = 0.4 (справа)

Fig. 8. Velocity at different times: 𝑡 = 0.1 (left), 𝑡 = 0.4 (right)

5. Заключение. Результаты проведенного исследования демонстрируют значительный потенциал
использования стандартных двухслойных схем с весами при приближенном решении начально-краевых
задач для течений несжимаемой жидкости со свободной границей в приближении мелкой воды. Отметим
три ключевых момента.

• При записи уравнений в консервативной форме и конечно-элементной аппроксимации по простран-
ству выполняются законы сохранения массы и импульса на дискретном уровне. Закон сохранения
полной механической энергии выполняется приближенно и дисбаланс зависит от весового параметра,
причем лучшую оценку мы имеем для симметричной схемы (схемы Кранка–Николсон).

• В качестве монотонизатора выступает вес используемой разностной схемы 𝜎. При его увеличении
нефизичные осцилляции подавляются. В рассматриваемых модельных задачах с негладкими ре-
шениями немонотонность приближенного решения приводит к тому, что при малых 𝜎 расчеты на
разумных сетках выполнить не удается.

• Интерес представляет исследование монотонизирующих свойств весового параметра при использо-
вании других аппроксимаций по времени. Среди них особого внимания заслуживает регуляризация
симметричной схемы, аналогичная схеме Лакса–Вендроффа.
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