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Аннотация: При решении задач оптимального управления деформированием твердых тел по
общей схеме метода динамического программирования требуются значительные вычислитель-
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программной реализации данного алгоритма получены численные решения оптимального из-
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1. Введение. Для технологических процессов формообразования монолитных панелей при зада-
нии аэродинамической формы в авиастроении актуальна разработка метода расчета оптимальной кине-
матической схемы деформирования заготовки. Особенно это важно при использовании оборудования с
числовым программным управлением, такого как обтяжной пресс, реконфигурируемый стержневой пу-
ансон [1–3]. Разработанные и программно-реализованные методы решения задач оптимизации на основе
метода динамического программирования сводятся к многочисленному решению однотипных задач [4, 5].
Для получения более точного решения задачи необходимо брать более густую сетку точек на шкалах и
увеличить число шкал. При этом число перебираемых величин значительно возрастает, тогда как уже
при малых размерностях сетки становится невозможным решение задачи об оптимизации траекторий де-
формирования твердого тела даже с помощью мощных современных ЭВМ. В таком случае необходимо
исследовать альтернативные методы или их модификации. В частности, для сокращения времени расчета
возможно применение методов уточнения грубого решения, например метода локальных вариаций или
метода блуждающих трубок [6, 7].

Предложенный способ уточнения грубого решения методом локальных вариаций [8] не всегда позво-
ляет получить локально кратчайший путь [6]. В этом случае получение оптимальной траектории зависит
от порядка анализа шкал [6]. В данной работе рассматривается применение метода блуждающих трубок
для уточнения грубого решения задачи оптимизации кинематической схемы деформирования заготовки.

2. Формулировка задачи оптимального управления при формообразовании тонкостен-
ных конструкций. Задача оптимального формообразования тонкостенных конструкций в условиях пол-
зучести представляет собой поиск оптимальной функции прогиба.

Пусть 𝑉 ⊂ R3 — область деформируемого тела с границей 𝑆. Поверхность с заданными кинематиче-
скими условиями обозначается через 𝑆* (𝑆* ⊂ 𝑆). Обозначим через 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) вектор перемещений
деформируемого тела.

Математическая формулировка задачи формообразования в условиях ползучести с учетом малых
деформаций, но больших перемещений и поворотов (общая лагранжева формулировка [9]) представляется
в виде квазистатического вариационного принципа с функционалом

𝐽(𝑢̇) = 𝑎(𝑢̇, 𝑢̇), 𝑢̇|𝑆* = 𝑢̇*, (1)

где 𝑢̇* — заданные скорости перемещений в момент времени 𝑡; 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] — время деформирования тела

под нагрузкой; потенциальная форма определяется в виде 𝑎(𝑢̇, 𝛿𝑢̇) =

∫︁
𝑉

𝜕𝐸(𝑢̇𝑖,𝑗)

𝜕𝑢̇𝑖,𝑗
𝛿𝑢̇𝑖,𝑗𝑑𝑉 , где 𝐸(𝑢̇𝑖,𝑗) =

1

2
𝑐𝑖𝑗𝑝𝑙𝜀̇𝑖𝑗 𝜀̇𝑝𝑙 − 𝑐𝑖𝑗𝑝𝑙𝜀̇𝑖𝑗 𝜀̇

𝑐
𝑝𝑙 +

1

2
𝜎𝑖𝑗 𝑢̇𝑝,𝑖𝑢̇𝑝,𝑗 , 𝑐𝑖𝑗𝑝𝑙 — компоненты тензора упругих констант, 𝜀̇𝑖𝑗 =

1

2
(𝑢̇𝑖,𝑗 + 𝑢̇𝑗,𝑖 +

𝑢̇𝑝,𝑖𝑢𝑝,𝑗 + 𝑢𝑝,𝑖𝑢̇𝑝,𝑗) — компоненты скоростей деформаций, 𝑢𝑖,𝑗 =
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
, 𝜀̇𝑐𝑖𝑗 — компоненты скоростей дефор-

маций ползучести, определяемые по закону установившейся ползучести [9]:

𝜀̇𝑐𝑖𝑗 =
3

2
𝐵𝜎𝑛−1

𝑒 𝑠𝑖𝑗 , (2)

𝑠𝑖𝑗 — компоненты девиатора тензора напряжений, 𝜎𝑒 =

√︂
3

2
𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗 — эффективное напряжение (интенсив-

ность напряжений), 𝐵, 𝑛 — константы материала; точкой сверху обозначены скорости перемещений 𝑢̇,
𝑖, 𝑗, 𝑝, 𝑙 = 1, 2, 3.

Таким образом, математическая формулировка задачи оптимального управления включает уравне-
ния механики деформируемого твердого тела, полученные из условий стационарности (1), и функционал
оптимизации:

𝐴 = max
𝑉

𝑇∫︁
0

𝜎𝑖𝑗 𝜀̇
𝑐
𝑖𝑗𝑑𝑡 → min . (3)

Данный функционал представляет максимальное значение работы рассеяния в теле и характеризует па-
раметр поврежденности, который должен быть минимизирован [10].

В качестве функций управления принимаются перемещения 𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑢*, заданные на границе
𝑆*, а функций состояния — перемещения, деформации, напряжения в теле 𝑉 . Таким образом, определив
некоторое решение 𝑢* обратной задачи [11], перейдем к поиску оптимальной функции 𝑓(𝑡).
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3. Численный метод оптимизации кинематической схемы формообразования панелей.
Применяя основные процедуры метода конечных элементов к вариационному уравнению с функциона-
лом (1), получим дискретные уравнения задачи деформирования [9, 12]

𝑡+𝑑𝑡𝐾(𝑟−1)∆𝑈 (𝑟) =𝑡+𝑑𝑡 𝑅(𝑟−1), (4)

где 𝑡+𝑑𝑡𝐾(𝑟−1) — симметричная матрица касательной жесткости, 𝑡+𝑑𝑡𝑅(𝑟−1) — вектор внутренних и внеш-
них сил, ∆𝑈 (𝑟) — вектор узловых приращений перемещений. Верхние индексы 𝑡+𝑑𝑡 указывают на момент
времени, для которого производятся вычисления. Верхние индексы (𝑟− 1) указывают на номер итерации
при уточнении решения методом Ньютона–Рафсона.

Наряду с дискретизацией по параметру 𝑡, вызванной решением нелинейных задач механики методом
конечных элементов, для приближенного решения задачи оптимального управления вводится дополни-
тельная сетка: 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑁 = 𝑇 . Дискретная задача оптимального управления будет включать
дискретные по времени уравнения пошаговой процедуры интегрирования (4) и дискретный аналог ми-
нимизируемого функционала (3). В такой постановке строится функция Беллмана и задача решается
методом динамического программирования [6, 7].

При решении аддитивных задач применяется алгоритм, который состоит в формулировке правил по-
следовательного сжатия множества конкурентоспособных вариантов [6, 7]. Алгоритм представляет собой
многошаговый процесс, на каждом шаге которого производится исключение некоторого множества вари-
антов, о котором в процессе работы алгоритма становится известно, что оно не содержит оптимального
варианта.

Для разработки алгоритма оптимизации функции прогиба в качестве управляющих параметров
рассматривается функция узловых перемещений по координате, нормальной к поверхности пластинки,
в виде 𝑈𝑧(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑈*

𝑧 , где 𝑈*
𝑧 — решение обратной задачи с линейной функцией [11], обеспечивающее

необходимую остаточную форму панели. В этом случае строится сетка в пространстве (𝑡, 𝑧). Шаг по
аргументу 𝑡 задан и равен 𝜏 = 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘, шаг по пространственной переменной 𝑧 равен ∆𝑧. Узлы сетки
обозначим через 𝑃𝑔(𝑘). Индекс 𝑘 означает номер гиперплоскости Σ𝑘 (шкалы) при заданном значении 𝑡, а
индекс 𝑔 означает номер узла в гиперплоскости Σ𝑘. Каждые два узла, лежащие в гиперплоскостях 𝑃𝑞(𝑘)

и 𝑃𝑔(𝑘 + 1), соединены отрезками, длины этих отрезков обозначаются 𝑙𝑞𝑔(𝑘) = 𝑓𝑘
(︀
𝑃𝑞(𝑘), 𝑃𝑔(𝑘 + 1)

)︀
[7].

Алгоритм 1. Алгоритм вычисления
граничных условий

Algorithm 1. Algorithm for calculating
boundary conditions

1: do
2: Δ𝑡step = 𝜉𝑘𝜏

3: Δ𝑈𝑧 = (𝜁𝑘 − 𝜁𝑘−1)
Δ𝑧

𝜏
𝑑𝑡

4: 𝑘 = 𝑘 + 1

5: while Δ𝑡step ⩽ 𝑡+ 𝑑𝑡 // 𝑑𝑡 ⩽ 𝜏

В результате таких операций можно получить граф, в
котором роль вершин играют узлы 𝑃𝑔(𝑘), и вместо исходной
задачи будет рассматриваться задача поиска на этом графе
кратчайшего пути, соединяющего гиперплоскости Σ0 и Σ𝑁 .
Обозначая через 𝑙𝑞(𝑘) ломаную кратчайшей длины, соеди-
няющую узел 𝑃𝑞(𝑘) с гиперплоскостью Σ0, можно прийти к
рекуррентному соотношению [7]

𝑙𝑔(𝑘 + 1) = min
𝑞

(︀
𝑙𝑞(𝑘) + 𝑙𝑞𝑔(𝑘)

)︀
.

Минимум берется по тем номерам 𝑞, для которых узлы
лежат в допустимой области 𝐺𝑘 и принадлежат гиперплос-
кости Σ𝑘.

Для программной реализации метода динамического программирования и построения функций 𝑓(𝑡)

предлагается следующий способ задания граничных условий для рассматриваемой сетки при решении
уравнений (4). Шаги метода динамического программирования вычисляются по формулам

𝜏 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1 =
𝑇

𝑁
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁, 𝑡0 = 0, ∆𝑧 =

𝑈*
𝑧

𝑀
. (5)

На каждом отрезке [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘] при решении уравнений (4) задаются граничные условия с перемещения-
ми ∆𝑈𝑧 по алгоритму 1.

Граничные условия на всех отрезках [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘] могут быть представлены с помощью системы пара-
метров

[𝜉1, 𝜁1; 𝜉2, 𝜁2; . . . ; 𝜉𝑁 , 𝜁𝑁 ], (6)

где 𝜉𝑘 могут принимать значения 0, 1, . . . , 𝑁 (при условии 𝜉𝑘 > 𝜉𝑘−1), а 𝜁𝑘 — принимать значения 0, 1, . . . ,𝑀 .
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Вычисления рекуррентных соотношений выполняются путем построения итераций с различными си-
стемами параметров (6) и решения уравнений (4) в программе Marc [13]. Ввод граничных условий и вывод
значения критерия оптимизации выполняется с помощью разработанных пользовательских программ.

Для заданных формулами (5) значений 𝑁,𝑀 полученная траектория уточняется методом блужда-
ющих трубок. Пусть 𝑠 — шаг уменьшения сетки на шкалах, 𝑠 = 1, 2, . . . . Уменьшаем шаг сетки на каждой
шкале в 𝑞𝑠 раз (𝑠 = 1). Тогда на каждой шкале образуется по 𝑞𝑠𝑀 узлов. Устанавливается ширина трубки
равная 2𝑤 узлов, т.е. по 𝑤 узлов сверху и снизу от траектории (𝑤 = 1, 2, 3, . . .). Система параметров (6)
для исходной траектории вычисляется для новой сетки: [𝜉1, 𝜁

0,𝑠
1 ; 𝜉2, 𝜁

0,𝑠
2 ; . . . ; 𝜉𝑁 , 𝜁

0,𝑠
𝑁 ], где 𝜁

0,𝑠
𝑘 = 𝑞𝑠𝜁𝑘.

В алгоритме цикл по времени остается тот же, 𝑁𝑠 = 𝑁 . Цикл по пространственной переменной

для каждого момента времени изменяется от 𝜁
0,𝑠
𝑘 − 𝑤 до 𝜁

0,𝑠
𝑘 + 𝑤 (𝑀𝑠 = 𝑞𝑠𝑀 , ∆𝑠

𝑧 =
𝑈*
𝑧

𝑀𝑠
, при 𝑘 = 0

и 𝑘 = 𝑁 рассматривается одна начальная и конечная точка траектории 0 и 𝜁
0,𝑠
𝑁 = 𝑀𝑠). Если гра-

ница трубки выходит за пределы рассматриваемой сетки шкалы (𝜁0,𝑠𝑘 − 𝑤 < 0 или 𝜁
0,𝑠
𝑘 + 𝑤 > 𝑀𝑠),

то она устанавливается в крайний узел шкалы. После перебора траекторий находится оптимальная:
[𝜉1, 𝜁

1,𝑠
1 ; 𝜉2, 𝜁

1,𝑠
2 ; . . . ; 𝜉𝑁 , 𝜁

1,𝑠
𝑁 ]. Вычисления следующей итерации цикла повторяются с измененными пара-

метрами от 𝜁
1,𝑠
𝑘 −𝑤 до 𝜁

1,𝑠
𝑘 +𝑤. Выполнение итераций продолжается, пока траектории не будут совпадать:

[𝜉1, 𝜁
𝑑+1,𝑠
1 ; 𝜉2, 𝜁

𝑑+1,𝑠
2 ; . . . ; 𝜉𝑁 , 𝜁

𝑑+1,𝑠
𝑁 ] = [𝜉1, 𝜁

𝑑,𝑠
1 ; 𝜉2, 𝜁

𝑑,𝑠
2 ; . . . ; 𝜉𝑁 , 𝜁

𝑑,𝑠
𝑁 ], 𝑑 — номер итерации для данного шага

уменьшения сетки на шкалах.

𝑌

𝑍

𝑋
0

1.22
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Рис. 1. Деформированная конфигурация пластинки
и распределение значений работы рассеяния

Fig. 1. Deformed plate configuration and distribution of
dissipation work values

На следующем шаге 𝑠 = 2 уменьшается сетка в

𝑞𝑠 раз, 𝑀𝑠 = 𝑞𝑠𝑀 , ∆𝑠
𝑧 =

𝑈*
𝑧

𝑀𝑠
и выполняется тот же

алгоритм. Процесс измельчения сетки на шкалах и по-
иск оптимальных траекторий повторяется, пока тра-
ектории не будут совпадать с заданной точностью 𝜀.
Например, точность можно определить по формуле⎯⎸⎸⎷ 𝑁∑︁

𝑘=0

(︁
𝜁
𝑑,𝑠+1
𝑘 ∆𝑠+1

𝑧 − 𝜁
𝑑′,𝑠
𝑘 ∆𝑠

𝑧

)︁2

< 𝜀.

Затем увеличивается количество шкал, т.е. сгу-
щается сетка по времени, и повторяется процесс. Та-
ким образом, при 𝑁𝑠 = 𝑞𝑠𝑁 увеличивается количе-
ство параметров (6), а новые промежуточные значе-
ния определяются приближенно по последней опти-
мальной траектории.

4. Результаты расчета. Решение задачи опти-
мизации траектории деформирования рассматрива-
ется на примере задания формы двойной кривизны
квадратной пластинке с выступами толщиной 12 мм
и с длиной стороны 180 мм. С помощью выступов за-
дается остаточная форма с двойной кривизной [14], по которой определяются узловые перемещения по
координате 𝑧 (значения максимальных перемещений в углах — 80 мм) (рис. 1). Модель включает 672
конечных элемента типа Hex8.

В расчетах предполагается, что пластинка выполнена из алюминиевого сплава АК4–1Т, характери-
стики которого приведены в [14, 15]. Рассматривается изотропный материал с параметрами упругости:
модуль Юнга 𝐸 = 7000 кг/мм2, коэффициент Пуассона 𝜈 = 0.4. При температуре 𝑇 = 200 ∘C стадия уста-
новившейся ползучести в течение 260 ч задается законом Нортона (2) с одинаковыми коэффициентами
при сжатии и растяжении 𝐵 = 0.25 · 10−14(кг/мм2

)−𝑛(час)−1, 𝑛 = 8.
Численное решение задачи оптимизации траектории деформирования сводится к перебору вариан-

тов при каждом параметре 𝑡𝑘. Набор вариантов функции 𝑓(𝑡) задается ломаными линиями, проходящими
от точки 𝑂 к точке 𝐵. В результате оптимальное решение, полученное методом динамического програм-
мирования при 𝑁 = 4, 𝑀 = 12 и 𝑁 = 6, 𝑀 = 18 (рис. 2, 3), приближается к аналитической кривой
и не совпадает с линейной функцией (жирная кривая — численные результаты, штрихпунктирная кри-
вая — аналитические данные для больших прогибов пластинки [16, 17] 𝑈𝑧(𝑡) =

√︀
𝑡/𝑇𝑈*

𝑧 ). Как показано
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𝑂

0

1
𝑓(𝑡) 𝐵

0 65 130 195 260
𝑡

Рис. 2. Траектория деформирования пластинки
при 𝑁 = 4, 𝑀 = 12

Fig. 2. Trajectory of plate deformation
at 𝑁 = 4, 𝑀 = 12

𝑂

0

1
𝑓(𝑡) 𝐵

0 43.3 86.7 130 173.3 216.7 260
𝑡

Рис. 3. Траектория деформирования пластинки
при 𝑁 = 6, 𝑀 = 18

Fig. 3. Trajectory of plate deformation
at 𝑁 = 6, 𝑀 = 18

в [16, 17], оптимальное деформирование возникает при постоянной скорости деформаций ползучести, и
в случае рассмотрения тонкой пластинки, прогибы которой могут во много раз превысить ее толщину,
при ряде ограничений находится данный нелинейный закон 𝑈𝑧(𝑡) =

√︀
𝑡/𝑇𝑈*

𝑧 . В случае малых прогибов
оптимальное деформирование происходит по линейному закону (рис. 2, 3, штриховая линия).

Для сокращения времени расчета применяется метод блуждающих трубок, уточняющий грубое ре-
шение задачи оптимального деформирования пластинки. Рассматривается пример уменьшения сетки по
пространственной переменной. Грубое решение, полученное после оптимизации траектории деформирова-
ния по общей схеме метода динамического программирования при 𝑁 = 𝑀 = 4 и 𝑁 = 𝑀 = 6, представляет
собой линейную функцию. Для уточнения решения уменьшается шаг сетки на каждой шкале в 𝑞1 = 3

раза, устанавливается ширина трубки 𝑤 = 2 и запускается алгоритм перебора траекторий по схеме метода
динамического программирования. На рис. 4, 5 представлены отдельные этапы работы алгоритма метода
блуждающих трубок. На рис. 4 даны исследуемые варианты траекторий для узла на второй шкале при
𝑁 = 𝑀 = 4 (жирной линией представлено грубое решения задачи оптимизации, область, ограниченная

𝑂

0

1
𝑓(𝑡) 𝐵

0 65 130 195 260
𝑡

Рис. 4. Метод блуждающих трубок для 𝑁 = 𝑀 = 4

(первая итерация)

Fig. 4. Walking tube method for 𝑁 = 𝑀 = 4

(first iteration)

𝑂

0

1
𝑓(𝑡) 𝐵

0 65 130 195 260
𝑡

Рис. 5. Метод блуждающих трубок для 𝑁 = 𝑀 = 4

(вторая итерация)

Fig. 5. Walking tube method for 𝑁 = 𝑀 = 4

(second iteration)
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штриховой линией, задает границы трубки). В результате перебора вариантов из области трубки находит-
ся траектория с минимальным значением критерия, вокруг которой строится новая трубка, и выполняется
вторая итерация решения. На рис. 5 представлены исследуемые варианты траекторий для узла на второй
шкале при 𝑁 = 𝑀 = 4 и границы новой трубки (𝑞2 = 3, 𝑤 = 2). В результате решения второй итерации
находится оптимальная траектория деформирования пластинки, которая совпадает с решением задачи
оптимизации по общей схеме метода динамического программирования при 𝑁 = 4, 𝑀 = 12 (рис. 2).

Аналогично выполняется алгоритм метода блуждающих трубок при 𝑁 = 𝑀 = 6, результат которого
совпадает с решением задачи оптимизации по общей схеме метода динамического программирования при
𝑁 = 6, 𝑀 = 18 (рис. 3).

Решение данных задач выполнялось с учетом распараллеливания конечно-элементных методов.
В данном случае вычисление отдельной задачи с заданной системой параметров (6) распределялось на
отдельный поток или вычислительную машину. В качестве примера, решения задач оптимизации выпол-
нялись с целью уменьшения времени простоя процессора с распределением на 4 потока на многопроцес-
сорной вычислительной машине (Core i9-10900X, 4 × 8 ГБ). Анализ параллельных вычислений методом
динамического программирования с различным количеством потоков [4] свидетельствует о сокращении
времени расчета при увеличении количества вычислительных потоков. Реализация алгоритма выполня-
ется с помощью протокола распределенной модели COM (Distributed COM) [18]. Время решения задач
оптимизации траектории по общей схеме метода динамического программирования и с учетом метода
блуждающих трубок на каждой итерации дано в табл. 1. Параметры общей схемы и метода уточнения
выбраны так, чтобы исследуемые траектории при уточнении входили в набор траекторий общей схемы.
Конечные значения целевого функционала для этих методов совпадают. Данные в таблице показывают
сокращение времени решения методом с уточнением грубого приближения более чем в 3 раза.

5. Заключение. Таким образом, метод блуждающих трубок значительно сокращает время расче-
та, а разработанный алгоритм позволяет на стадии подготовки производства оптимизировать параметры

Таблица 1. Время решения задач оптимизации траектории

Table 1. Time to solve trajectory optimization problems

Параметры задачи
Task parameters

Время расчета, мин
Calculation time, min

Параметры задачи
Task parameters

Время расчета, мин
Calculation time, min

𝑁 = 𝑀 = 4, общая схема
𝑁 = 𝑀 = 4, general scheme

65 𝑁 = 4, 𝑀 = 12, общая схема
𝑁 = 4, 𝑀 = 12, general scheme

912

𝑁 = 𝑀 = 4, 𝑞1 = 3, 𝑤 = 2,
уточнение, первая итерация
𝑁 = 𝑀 = 4, 𝑞1 = 3, 𝑤 = 2,
refinement, first iteration

86 — —

𝑁 = 𝑀 = 4, 𝑞2 = 3, 𝑤 = 2,
уточнение, вторая итерация
𝑁 = 𝑀 = 4, 𝑞2 = 3, 𝑤 = 2,
refinement, second iteration

96 — —

Итого
Total

247 — 912

𝑁 = 𝑀 = 6, общая схема
𝑁 = 𝑀 = 6, general scheme

500 𝑁 = 6, 𝑀 = 18, общая схема
𝑁 = 6, 𝑀 = 18, general scheme

3032

𝑁 = 𝑀 = 6, 𝑞1 = 3, 𝑤 = 2,
уточнение, первая итерация
𝑁 = 𝑀 = 6, 𝑞1 = 3, 𝑤 = 2,
refinement, first iteration

243 — —

𝑁 = 𝑀 = 6, 𝑞2 = 3, 𝑤 = 2,
уточнение, вторая итерация
𝑁 = 𝑀 = 6, 𝑞2 = 3, 𝑤 = 2,
refinement, second iteration

238 — —

Итого
Total

981 — 3032
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технологического процесса. В частности, для формообразования деталей в обтяжном пуансоне и реконфи-
гурируемом стержневом пуансоне определяется оптимальная система траекторий деформирования для
разных точек пластинки при учете разносопротивляемости и анизотропии, обеспечивающих заданные
остаточные деформации и максимальное сбережение ресурса материала конструкции [4, 5].
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