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Аннотация: В статье представлен новый итерационный метод линейного программирования,
получивший название “метод поверхностного движения”. Данный метод строит на поверхности
многогранника, ограничивающего допустимую область задачи линейного программирования,
путь от начальной граничной точки до точки, в которой достигается оптимальное значение це-
левой функции. Вектор движения строится в направлении максимального увеличения/умень-
шения значения целевой функции. Представлено формальное описание алгоритма, реализую-
щего метод поверхностного движения. Доказана теорема сходимости. Описанный метод пред-
полагает использование глубокой нейронной сети прямого распространения для определения
направления движения по граням допустимого многогранника. Для этого строится многомер-
ный локальный образ задачи линейного программирования в точке текущего приближения,
который подается на вход нейронной сети. Множество размеченных прецедентов, необходимое
для обучения нейронной сети, может быть получено с помощью апекс-метода.
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Abstract: The article presents a new iterative method of linear programming, called the surface
movement method. This method builds a path from the initial boundary point to the point at which
the optimal value of the objective function is achieved on the surface of a polytope that restricts
the feasible region of linear programming problem. The movement vector defines the direction of
the maximum increase/decrease in the value of the objective function. A formal description of the
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algorithm implementing the surface movement method is presented. The convergence theorem is
proved. The described method involves the use of a feed forward deep neural network to determine
the direction of movement along the edges of a feasible polytope. To do this, a multidimensional local
image of the linear programming problem is constructed at the point of the current approximation,
which is fed to the input of the neural network. The set of labeled precedents necessary for training
a neural network can be obtained using the apex method.
Keywords: linear programming, surface motion method, iterative method, convergence theorem,
deep neural network.
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1. Введение. Быстрое развитие технологий обработки и хранения больших данных [1] привело к
возникновению оптимизационных математических моделей в виде задач линейного программирования
(ЛП) большой размерности [2]. Особый интерес представляют нестационарные задачи ЛП, связанные с
оптимизацией нестационарных процессов [3]. В нестационарной задаче ЛП ограничения и целевая функ-
ция могут меняться динамически в ходе ее решения [4]. Следующие оптимизационные задачи могут быть
сведены к нестационарным задачам ЛП: выбор оптимальных стратегий в роботрейдинге [5, 6], опти-
мальное управление летательными аппаратами [7], оптимизация технологических процессов [8–10], ло-
гистические и транспортные задачи [11–13], планирование и управление производством продукции [14].
Отдельно можно упомянуть оптимизационные задачи, которые должны решаться в режиме реального
времени [15]. В качестве примеров можно привести управление химическим производством, управление
системой многоточечного впрыска топлива в ДВС, управление сотовыми сетями, автопилотирование, си-
стемы самонаведения ракет.

Простейший подход к решению нестационарных задач оптимизации заключается в том, что всякое
изменение исходных данных воспринимается как отдельная новая задача [3]. Такой подход может быть
приемлемым, когда изменения происходят относительно медленно, а оптимизационная задача решается
относительно быстро. Однако для больших нестационарных оптимизационных задач решение, получаемое
таким способом, оказывается далеким от оптимального в силу изменения исходных данных в процессе
вычислений. В этом случае необходимо использовать алгоритмы, динамически корректирующие вычис-
лительный процесс в соответствии с изменяющимися исходными данными. Тем самым, вычисления с
измененными данными начинаются не с нуля, а используют информацию, полученную в прошлом. Такой
подход применим для решения задач реального времени при условии, что алгоритм достаточно быстро
отслеживает движение точки оптимума. Для больших задач ЛП последнее требование делает актуальной
разработку масштабируемых методов и параллельных алгоритмов линейного программирования.

До настоящего времени одним из самых популярных способов решения задач ЛП является семейство
алгоритмов, разработанных на основе симплекс-метода [16]. Симплекс-метод способен решать большие
задачи ЛП, эффективно используя различные виды гиперразреженности [17]. Однако симплекс-методу
присущ ряд фундаментальных недостатков. Во-первых, на некоторых задачах симплекс-методу прихо-
дится обходить все вершины симплекса, что соответствует экспоненциальной временно́й сложности [18].
Во-вторых, при решении симплекс-методом задач ЛП, размерность которых превышает 50 000, часто на-
блюдается потеря точности [19], которую не удается компенсировать применением даже таких мощных
алгоритмов, как аффинное масштабирование или итеративное уточнение [20]. В-третьих, информацион-
ная структура алгоритмов, основанных на симплекс-методе, имеет ограниченный ресурс параллелизма,
что делает невозможным их эффективное распараллеливание на больших вычислительных системах с
распределенной памятью [21, 22]. Все перечисленное затрудняет использование симплекс-метода для ре-
шения нестационарных задач ЛП в режиме реального времени.

Другим популярным подходом к решению больших задач ЛП является класс алгоритмов, основан-
ных на методе внутренних точек [23], предложенном Дикиным [24]. Эти алгоритмы способны решать
задачи ЛП с миллионами переменных и ограничений [25]. Достоинством метода внутренних точек яв-
ляется то, что он самокорректируется и способен обеспечить высокую точность вычислений. Основными

https://road.issn.org/


410 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2023, 24 (4), 408–429. doi 10.26089/NumMet.v24r428

недостатками метода внутренних точек являются следующие. Во-первых, значимый подкласс алгорит-
мов, основанных на методе внутренних точек, требует в качестве начального приближения некоторую
внутреннюю точку допустимой области задачи ЛП. Нахождение такой точки можно свести к решению
дополнительной задачи ЛП [26]. Другим способом нахождения внутренних точек является использование
фейеровских приближений [27]. Во-вторых, метод внутренних точек плохо масштабируется в больших вы-
числительных системах кластерного типа. Известны некоторые частные случае, когда удается выполнить
эффективное распараллеливание метода внутренних точек (см., например, [28]), но в общем случае по-
строить эффективную параллельную реализацию этого метода для кластерных вычислительных систем
не удается. В-третьих, итерационный характер метода внутренних точек не позволяет заранее предска-
зать время вычислений для конкретной задачи ЛП. Указанные недостатки затрудняют применение метода
внутренних точек для решения больших задач ЛП в режиме реального времени.

Новым перспективным подходом к решению оптимизационных задач, вызывающим большой инте-
рес, являются искусственные нейронные сети [29], представляющие собой мощный универсальный ин-
струмент, применимый практически во всех проблемных областях. Одним из первых применений искус-
ственных нейронных сетей к решению задач ЛП была работа Хопфилда и Танка [30]. Нейронная сеть
Хопфилда–Танка состоит из двух полносвязных слоев и является рекуррентной. Число нейронов первого
слоя совпадает с числом переменных задачи ЛП. Число нейронов во втором слое равно числу ограни-
чений. Веса и смещения нейронной сети полностью определяются параметрами задачи ЛП. Выходной
сигнал циклически подается на вход нейронной сети. Нейронная сеть работает до достижения состоя-
ния равновесия, когда выход становится равным входу. Это состояние соответствует минимуму специ-
альной энергетической функции и является решением задачи ЛП. Подход Хопфилда–Танка был развит
в большом количестве работ (см., например, [31–35]). Главным недостатком этого подхода является то,
что невозможно предсказать количество циклов работы нейронной сети, необходимое для достижения
состояния равновесия. Это делает невозможным использование таких рекуррентных сетей для решения
больших задач ЛП в режиме реального времени. Для этой цели более перспективными представляются
глубокие нейронные сети прямого распространения. Архитектура и параметры таких сетей, как правило,
не зависят от входных данных задачи. Решение получается за один проход с фиксированным временем
работы сети, что обеспечивает возможность их применения для решения задач в режиме реального време-
ни. Особый интерес представляют сверточные нейронные сети [36], ориентированные на распознавание и
классификацию образов. В недавней работе [37] был предложен оригинальный метод построения образов
многомерных задач ЛП, открывающий возможность использовать нейронные сети прямого распростране-
ния, включая сверточные, для их решения. Необходимо отметить, что глубокие нейронные сети требуют
обучения на большом количестве размеченных прецедентов, которое может быть эффективно выполнено
на графических процессорах [38]. В статье [39] предложен итерационный апекс-метод решения задач ЛП,
позволяющий построить на поверхности допустимого многогранника путь в направлении максимального
увеличения/уменьшения значения целевой функции, приводящий к точке оптимума. Апекс-метод при-
надлежит к классу итерационных методов проективного типа, для которых характерна низкая линейная
скорость сходимости, что делает их неприемлемыми для режима реального времени. Однако апекс-метод
позволяет построить размеченное множество прецедентов для обучения нейронных сетей прямого распро-
странения.

В данной статье представлен новый итерационный метод решения задач ЛП, получивший название
“метод поверхностного движения”. Указанный метод ориентирован на использование искусственных ней-
ронных сетей прямого распространения, в том числе сверточных нейронных сетей. Статья организована
следующим образом. В разделе 2 представлен теоретический базис, на котором основан метод поверхност-
ного движения. Раздел 3 посвящен описанию метода поверхностного движения и доказательству теоремы
сходимости. В разделе 4 обсуждаются сильные и слабые стороны предложенного метода, а также рас-
крываются пути его практической реализации на основе синтеза суперкомпьютерных и нейросетевых
технологий. В разделе 5 суммируются полученные результаты и приводятся направления дальнейших
исследований. Сводка обозначений, используемых в статье, приведена в разделе 6.

2. Теоретический базис. В этом разделе описывается теоретический фундамент, на котором ба-
зируется метод поверхностного движения.

Сформулируем задачу ЛП в следующем виде:

�̄� = arg max
𝑥∈R𝑛

{⟨𝑐,𝑥⟩ |𝐴𝑥 ⩽ 𝑏} , (1)
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где 𝑐 ∈ R𝑛, 𝑏 ∈ R𝑚, 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, 𝑚 > 1, 𝑐 ̸= 0. Здесь ⟨·, ·⟩ обозначает скалярное произведение двух векторов.
Мы предполагаем, что ограничение 𝑥 ⩾ 0 также включено в матричное неравенство 𝐴𝑥 ⩽ 𝑏 в форме

−𝑥 ⩽ 0.

Обозначим через 𝒫 множество индексов, нумерующих строки матрицы 𝐴:

𝒫 = {1, . . . ,𝑚} .

Линейная целевая функция задачи (1) имеет вид

𝑓(𝑥) = ⟨𝑐,𝑥⟩ .

Вектор 𝑐 в данном случае является градиентом целевой функции 𝑓(𝑥).
Пусть 𝑎𝑖 ∈ R𝑛 обозначает вектор, представляющий 𝑖-ю строку матрицы 𝐴. Мы предполагаем, что

𝑎𝑖 ̸= 0 для всех 𝑖 ∈ 𝒫. Обозначим через �̂�𝑖 замкнутое полупространство, определяемое неравенством
⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖, а через 𝐻𝑖 — ограничивающую его гиперплоскость:

�̂�𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛 | ⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖} , (2)

𝐻𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛 | ⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ = 𝑏𝑖} . (3)

Определим допустимый многогранник

𝑀 =
⋂︁
𝑖∈𝒫

�̂�𝑖, (4)

представляющий множество допустимых точек задачи ЛП (1). Заметим, что 𝑀 в этом случае будет за-
мкнутым выпуклым множеством. Мы будем предполагать, что множество 𝑀 является ограниченным и
𝑀 ̸= ∅, т.е. задача ЛП (1) имеет решение. Обозначим через Γ(𝑀) множество граничных точек многогран-
ника 𝑀1.

Утверждение 1. Пусть 𝑀 — допустимый многогранник задачи ЛП (1), определяемый форму-
лой (4). Тогда для любой точки 𝑢 ∈ Γ(𝑀) существует 𝜀 > 0 такое, что для любой граничной точки 𝑤,
принадлежащей 𝜀-окрестности 𝑉𝜀(𝑢) точки 𝑢, найдется 𝑖′ ∈ 𝒫, для которого справедливо 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ :

∀𝑢 ∈ Γ(𝑀) ∃𝜀 > 0 : ∀𝑤 ∈ 𝑉𝜀(𝑢) ∩ Γ(𝑀) ∃𝑖′ ∈ 𝒫 : 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ .

Доказательство. Зафиксируем произвольную точку 𝑢 ∈ Γ(𝑀). Обозначим

𝒫𝑢 = { 𝑖 ∈ 𝒫|𝑢 ∈ 𝐻𝑖} . (5)

Другими словами, 𝒫𝑢 — множество индексов всех гиперплоскостей 𝐻𝑖, которым принадлежит точка 𝑢.
Положим

𝒫∖𝑢 = 𝒫∖𝒫𝑢,

т.е. 𝒫∖𝑢 — множество индексов всех гиперплоскостей 𝐻𝑖, которым точка 𝑢 не принадлежит. Определим

𝛿 = min
{︀
dist(𝑢, 𝐻𝑖)| 𝑖 ∈ 𝒫∖𝑢

}︀
,

где dist(𝑢, 𝐻𝑖) обозначает евклидово расстояние от точки 𝑢 до гиперплоскости 𝐻𝑖
2. По определению

𝛿 > 0.

Возьмем 𝜀, удовлетворяющее условию
0 < 𝜀 < 𝛿.

1Под граничной точкой множества 𝑀 ⊂ R𝑛 понимается точка в R𝑛, для которой любая открытая ее окрестность в R𝑛

имеет непустое пересечение как с множеством 𝑀 , так и с его дополнением.
2В данном случае dist(𝑢, 𝐻𝑖) =

⟨𝑎𝑖,𝑢⟩ − 𝑏𝑖

‖𝑎𝑖‖
.
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Тогда для любого 𝑤 ∈ 𝑉𝜀(𝑢) ∩ Γ(𝑀) имеем

∀𝑖 ∈ 𝒫∖𝑢 : 𝑤 /∈ 𝐻𝑖.

Поскольку 𝑤 — граничная точка, то отсюда следует, что найдется 𝑖′ ∈ 𝒫𝑢 такой, что

𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ .

Заметим, что в силу (5) также имеем
𝑢 ∈ 𝐻𝑖′ .

Утверждение 1 доказано.

𝑐 𝛾𝑖(𝑧)

𝑧

𝐻𝑖

Рис. 1. Целевая проекция 𝛾𝑖(𝑧) точки 𝑧

на гиперплоскость 𝐻𝑖

Fig. 1. Objective projection 𝛾𝑖(𝑧) of
point 𝑧 onto hyperplane 𝐻𝑖

Определение 1. Целевой проекцией точки 𝑧 ∈ R𝑛 на гипер-
плоскость 𝐻𝑖 называется точка 𝛾𝑖(𝑧) ∈ R𝑛 ∪ {∞}, определяемая
формулой

𝛾𝑖(𝑧) =

{︃
𝐿(𝑧) ∩𝐻𝑖, если ⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ ≠ 0;

∞, если ⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ = 0,
(6)

где 𝐿(𝑧) — прямая, проходящая через точку 𝑧 параллельно век-
тору 𝑐:

𝐿(𝑧) = {𝑦 ∈ R𝑛|𝑦 = 𝑧 + 𝜆𝑐, 𝜆 ∈ R} . (7)

Другими словами, если вектор 𝑐 не параллелен гиперплоскости
𝐻𝑖, то целевой проекцией точки 𝑧 на гиперплоскость 𝐻𝑖 являет-
ся точка пересечения этой гиперплоскости с прямой, проходящей
через точку 𝑧 параллельно вектору 𝑐 (см. рис. 1). В случае, когда
вектор 𝑐 параллелен гиперплоскости 𝐻𝑖, целевая проекция пола-
гается равной бесконечно удаленной точке ∞.

Следующее утверждение предоставляет формулу для вычисления целевой проекции 𝛾𝑖(𝑧) точки 𝑧

на гиперплоскость 𝐻𝑖.
Утверждение 2. Пусть ⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ ≠ 0. Тогда

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 − ⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

𝑐. (8)

Доказательство. В соответствии с (6) и (7) имеем

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 + 𝜆𝑐 (9)

при некотором 𝜆 ∈ R. С другой стороны, в соответствии с (3) имеем

⟨𝑎𝑖,𝛾𝑖(𝑧)⟩ = 𝑏𝑖. (10)

Подставим правую часть формулы (9) в формулу (10) вместо 𝛾𝑖(𝑧):

⟨𝑎𝑖, 𝑧 + 𝜆𝑐⟩ = 𝑏𝑖.

Отсюда

𝜆 = −⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

. (11)

Подставив правую часть формулы (11) вместо 𝜆 в формулу (9), получаем

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 − ⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

𝑐.

Утверждение 2 доказано.
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Определение 2. Целевым смещением точки 𝑧 ∈ R𝑛 относительно гиперплоскости 𝐻𝑖 называется
скалярная величина 𝛽𝑖(𝑧), вычисляемая по формуле

𝛽𝑖(𝑧) = −⟨𝑎𝑖, 𝑧⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

‖𝑐‖ . (12)

Далее мы для краткости будем использовать термин “смещение”, подразумевая под этим “целевое смеще-
ние”. Обозначим

𝑒𝑐 =
𝑐

‖𝑐‖
. (13)

Тогда формулу (8) можно переписать в виде

𝛾𝑖(𝑧) = 𝑧 + 𝛽𝑖(𝑧)𝑒𝑐, (14)

что равносильно
𝛽𝑖(𝑧)𝑒𝑐 = 𝛾𝑖(𝑧)− 𝑧.

С учетом (13) отсюда следует
|𝛽𝑖(𝑧)| = ‖𝛾𝑖(𝑧)− 𝑧‖ .

Таким образом, |𝛽𝑖(𝑧)| является расстоянием от точки 𝑧 до ее целевой проекции на гиперплоскость 𝐻𝑖.

Определение 3. Целевой гиперплоскостью 𝐻𝑐(𝑧), проходящей через точку 𝑧, будем называть
гиперплоскость, задаваемую формулой

𝐻𝑐(𝑧) = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑐,𝑥⟩ = ⟨𝑐, 𝑧⟩} . (15)

Справедливо следующее утверждение.
Утверждение 3. Зафиксируем произвольную точку 𝑧 ∈ R𝑛. Тогда для любых точек 𝑧′, 𝑧′′ ∈ 𝐻𝑐(𝑧),

𝑧′ ̸= 𝑧′′ справедливо
⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧

′)⟩ < ⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧
′′)⟩ ⇔ 𝛽𝑖(𝑧

′) < 𝛽𝑖(𝑧
′′)

для всех 𝑖 ∈ 𝒫.
Доказательство. Поскольку 𝑧′, 𝑧′′ ∈ 𝐻𝑐(𝑧), а 𝑐 является нормалью к гиперплоскости 𝐻𝑐(𝑧), спра-

ведливы следующие два равенства:
⟨𝑐, 𝑧′ − 𝑧⟩ = 0,

⟨𝑐, 𝑧′′ − 𝑧⟩ = 0.

Следовательно,
⟨𝑐, 𝑧′′⟩ = ⟨𝑐, 𝑧⟩ = ⟨𝑐, 𝑧′⟩ . (16)

Последовательно используя формулы (14), (16) и (13), получаем следующую цепочку эквивалентных
неравенств:

⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧
′)⟩ < ⟨𝑐,𝛾𝑖(𝑧

′′)⟩ ⇔ ⟨𝑐, 𝑧′ + 𝛽𝑖(𝑧
′)𝑒𝑐⟩ < ⟨𝑐, 𝑧′′ + 𝛽𝑖(𝑧

′′)𝑒𝑐⟩
⇔ ⟨𝑐, 𝑧′⟩+ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧

′)𝑒𝑐⟩ < ⟨𝑐, 𝑧′′⟩+ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧
′′)𝑒𝑐⟩

⇔ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧
′)𝑒𝑐⟩ < ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧

′′)𝑒𝑐⟩
⇔ ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧

′)𝑐/ ‖𝑐‖⟩ < ⟨𝑐, 𝛽𝑖(𝑧
′′)𝑐/ ‖𝑐‖⟩

⇔ 𝛽𝑖(𝑧
′)

‖𝑐‖
⟨𝑐, 𝑐⟩ < 𝛽𝑖(𝑧

′′)

‖𝑐‖
⟨𝑐, 𝑐⟩

⇔ 𝛽𝑖(𝑧
′) < 𝛽𝑖(𝑧

′′).

Утверждение 3 доказано.
Следуя [39], дадим определение рецессивного полупространства.

Определение 4. Полупространство �̂�𝑖 называется рецессивным, если

∀𝑥 ∈ 𝐻𝑖,∀𝜆 > 0 : 𝑥+ 𝜆𝑐 /∈ �̂�𝑖. (17)
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Геометрический смысл этого определения состоит в том, что луч, исходящий в направлении вектора 𝑐

из любой точки гиперплоскости, ограничивающей рецессивное полупространство, не имеет общих точек
с этим полупространством, за исключением начальной. Известно [39], что следующее условие является
необходимым и достаточным для того, чтобы полупространство �̂�𝑖 было рецессивным:

⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ > 0. (18)

Рецессивное полупространство обладает следующими свойствами.
Свойство 1. Пусть полупространство �̂�𝑖 является рецессивным. Тогда любая прямая, параллель-

ная вектору 𝑐, пересекает гиперплоскость 𝐻𝑖 в единственной точке.
Данное свойство непосредственно вытекает из того факта, что гиперплоскость 𝐻𝑖, ограничивающая

рецессивное полупространство �̂�𝑖, по определению не может быть параллельна вектору 𝑐.
Свойство 2. Пусть полупространство �̂�𝑖 является рецессивным. Тогда

𝑥 ∈ �̂�𝑖 ⇔ 𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0.

Доказательство. Сначала предположим, что 𝑥 ∈ �̂�𝑖. Тогда в соответствии с (2) справедливо нера-
венство

⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖 ⩽ 0.

В силу (12) имеем

𝛽𝑖(𝑥) = −⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

‖𝑐‖ . (19)

Принимая во внимание (18), получаем

𝑥 ∈ �̂�𝑖 ⇒ 𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0.

Теперь предположим, что 𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0. В соответствии с (19) это означает, что

⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖
⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩

‖𝑐‖ ⩽ 0.

Учитывая (18), отсюда получаем
⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ − 𝑏𝑖 ⩽ 0.

Согласно (2), отсюда следует, что
𝑥 ∈ �̂�𝑖.

Таким образом,
𝛽𝑖(𝑥) ⩾ 0 ⇒ 𝑥 ∈ �̂�𝑖.

Свойство 2 доказано.

Определим
ℐ = {𝑖 ∈ 𝒫 | ⟨𝑎𝑖, 𝑐⟩ > 0} , (20)

т.е. ℐ представляет множество индексов, для которых полупространство �̂�𝑖 является рецессивным. По-
скольку допустимый многогранник 𝑀 представляет собой ограниченное множество, имеем

ℐ ≠ ∅.

Положим
�̂� =

⋂︁
𝑖∈ℐ

�̂�𝑖. (21)

Очевидно, что �̂� является выпуклым замкнутым неограниченным многогранником. Будем называть его
рецессивным. Из (4) и (20) следует

𝑀 ⊂ �̂�.

Обозначим через Γ(�̂�) множество граничных точек рецессивного многогранника �̂� . Согласно утвержде-
нию 3 в [39] имеем

�̄� ∈ Γ(�̂�),

т.е. решение задачи ЛП (1) лежит на границе рецессивного многогранника �̂� .
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Утверждение 4. Пусть �̂� — рецессивный многогранник, определяемый формулой (21). Тогда для
любой точки 𝑢 ∈ Γ(�̂�) существует 𝜀 > 0 такое, что для любой граничной точки 𝑤, принадлежащей
𝜀-окрестности 𝑉𝜀(𝑢) точки 𝑢, найдется 𝑖′ ∈ ℐ, для которого справедливо 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ :

∀𝑢 ∈ Γ(�̂�) ∃𝜀 > 0 : ∀𝑤 ∈ 𝑉𝜀(𝑢) ∩ Γ(�̂�) ∃𝑖′ ∈ ℐ : 𝑢,𝑤 ∈ 𝐻𝑖′ .

Доказательство. Доказательство идентично доказательству утверждения 1.
Определение 5. Целевой проекцией точки 𝑧 ∈ R𝑛 на границу Γ(�̂�) рецессивного многогранника

�̂� называется точка �̂�(𝑧), вычисляемая по формуле

�̂�(𝑧) = 𝐿(𝑧) ∩ Γ(�̂�),

где 𝐿(𝑧) — прямая, проходящую через точку 𝑧 параллельно вектору 𝑐:

𝐿(𝑧) = {𝑦 ∈ R𝑛|𝑦 = 𝑧 + 𝜆𝑐, 𝜆 ∈ R} .

Скалярную величину �̂�(𝑧) ∈ R, удовлетворяющую уравнению

�̂�(𝑧) = 𝑧 + �̂�(𝑧)𝑐, (22)

будем называть смещением точки 𝑧 относительно границы рецессивного многогранника �̂� .
Заметим, что корректность этого определения базируется на свойстве 1. Следующее утверждение

предоставляет формулу для вычисления целевой проекции на границу рецессивного многогранника.
Утверждение 5. Пусть задана произвольная точка 𝑧 ∈ R𝑛. Положим

𝑖′ = argmin {𝛽𝑖(𝑧) |𝑖 ∈ ℐ } . (23)

Тогда
�̂�(𝑧) = 𝛾𝑖′(𝑧). (24)

Другими словами, целевая проекция точки 𝑧 на границу рецессивного многогранника �̂� совпадает с
проекцией этой точки на гиперплоскость 𝐻𝑖′ , имеющей минимальное смещение относительно 𝑧.

Доказательство. Зафиксируем произвольную точку 𝑧 ∈ R𝑛. В соответствии с определением 5
построим прямую, параллельную вектору 𝑐, которая проходит через точку 𝑧:

𝐿 = {𝑦 ∈ R𝑛|𝑦 = 𝑧 + 𝜆𝑐, 𝜆 ∈ R} .

Имеем
�̂�(𝑧) = 𝐿 ∩ Γ(�̂�).

Согласно свойству 1 для любого 𝑖 ∈ ℐ прямая 𝐿 пересекает 𝐻𝑖 только в одной точке, которую мы обозначим
через 𝑦𝑖:

𝐿 ∩𝐻𝑖 = {𝑦𝑖} .

Определим
𝑌 =

⋃︁
𝑖∈ℐ

{𝑦𝑖} ,

т.е. 𝑌 — множество точек, в которых прямая 𝐿 пересекает границы рецессивных полупространств. По
определению 1 имеем

∀𝑖 ∈ ℐ : 𝛾𝑖(𝑧) = 𝑦𝑖 (25)

и
∀𝑖 ∈ ℐ : 𝑦𝑖 ∈ 𝐻𝑖. (26)

В силу (21) также имеем
�̂�(𝑧) ∈ 𝑌.

Это означает, что найдется 𝑖′ ∈ ℐ такой, что

�̂�(𝑧) = 𝛾𝑖′(𝑧). (27)
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Покажем, что
𝑖′ ∈ Argmin {𝛽𝑖(𝑧) |𝑖 ∈ ℐ } .

Предположим противное, т.е.
𝛽𝑖′(𝑧) > min {𝛽𝑖(𝑧) |𝑖 ∈ ℐ } .

Тогда существует 𝑖′′ ∈ ℐ такой, что
𝛽𝑖′′(𝑧) < 𝛽𝑖′(𝑧). (28)

В силу (14) и (25) имеем
𝑦𝑖′ = 𝑧 + 𝛽𝑖′(𝑧)𝑒𝑐,

𝑦𝑖′′ = 𝑧 + 𝛽𝑖′′(𝑧)𝑒𝑐.

Отсюда
𝑦𝑖′ = 𝑦𝑖′′ + (𝛽𝑖′(𝑧)− 𝛽𝑖′′(𝑧)) 𝑒𝑐,

что в силу (28) и (13) равносильно

𝑦𝑖′ = 𝑦𝑖′′ +
|𝛽𝑖′′(𝑧)− 𝛽𝑖′(𝑧)|

‖𝑐‖
𝑐. (29)

В соответствии с (17) и (26), из (29) следует

𝑦𝑖′ /∈ �̂�𝑖′′ .

Это означает, что
𝑦𝑖′ /∈ �̂�.

Принимая во внимание (25) и (27), отсюда следует

�̂�(𝑧) /∈ �̂�.

Получили противоречие с определением 5. Утверждение 5 доказано.
Следующее утверждение предоставляет формулу для вычисления смещения точки относительно

границы рецессивного многогранника.
Утверждение 6. Пусть задана произвольная точка 𝑧 ∈ R𝑛. Тогда

�̂�(𝑧) =
⟨𝑐, �̂�(𝑧)− 𝑧⟩

‖𝑐‖2
. (30)

Доказательство. В соответствии с (22) точки �̂�(𝑧) и 𝑧 находятся на нормали к гиперплоскости
𝐻𝑐(𝑧). Поэтому точка 𝑧 ∈ 𝐻𝑐(𝑧) является ортогональной проекцией точки �̂�(𝑧) на гиперплоскость 𝐻𝑐(𝑧)

и с учетом (15) может быть вычислена по известной формуле

𝑧 = �̂�(𝑧)− ⟨𝑐, �̂�(𝑧)− 𝑧⟩
‖𝑐‖2

𝑐.

Перепишем это в виде

�̂�(𝑧) = 𝑧 +
⟨𝑐, �̂�(𝑧)− 𝑧⟩

‖𝑐‖2
𝑐.

Сопоставляя это с (22), получаем

�̂�(𝑧) =
⟨𝑐, �̂�(𝑧)− 𝑧⟩

‖𝑐‖2
.

Утверждение 6 доказано.

3. Метод поверхностного движения. Метод поверхностного движения строит на поверхности
допустимого многогранника путь из произвольной граничной точки 𝑢(0) ∈ 𝑀 ∩ Γ(�̂�) до точки �̄�, являю-
щейся решением задачи ЛП (1). Перемещение по поверхности рецессивного многогранника происходит в
направлении наибольшего увеличения значения целевой функции. Путь, построенный в результате такого
движения, будем называть оптимальным целевым путем. Реализация метода поверхностного движения
приведена в виде алгоритма 1. Прокомментируем шаги этого алгоритма.

На шаге 1 вводится начальное приближение 𝑢(0). Им может быть произвольная граничная точка
рецессивного многогранника �̂� , удовлетворяющая условию

𝑢(0) ∈ 𝑀 ∩ Γ(�̂�).
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Алгоритм 1. Метод поверхностного движения

Algorithm 1. Surface movement method

Require �̂�𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖}, �̂� =
⋂︀
𝑖∈ℐ

�̂�𝑖, 𝐻𝑐(𝑧) = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑐,𝑥− 𝑧⟩ = 0}

1: input 𝑢(0)

2: assert 𝑢(0) ∈ 𝑀 ∩ Γ(�̂�)

3: 𝑘 := 0

4: 𝑟 := 0.1

5: 𝐷(0) := 𝐻𝑐(𝑢
(0)) ∩ 𝑉𝑟(𝑢

(0)) // 𝑉𝑟(𝑢
(0)) — 𝑟-neighborhood of the point 𝑢(0)

6: 𝑣(0) := argmax{�̂�(𝑧) | 𝑧 ∈ 𝐷(0)}
7: 𝑤(0) := �̂�(𝑣(0))

8: assert ∃𝑖 ∈ ℐ : 𝑤(0),𝑢(0) ∈ 𝐻𝑖 ∩ Γ(�̂�) // if not satisfied, reduce 𝑟

9: while ⟨𝑐,𝑤(𝑘) − 𝑢(𝑘)⟩ > 𝜀𝑓 do
10: assert ∃𝑖 ∈ ℐ : 𝑤(𝑘),𝑢(𝑘) ∈ 𝐻𝑖 ∩ Γ(�̂�) // if not satisfied, reduce 𝑟

11: 𝑑(𝑘) := 𝑤(𝑘) − 𝑢(𝑘)

12: 𝐿(𝑘) := {𝑢(𝑘) + 𝜆𝑑(𝑘) | 𝜆 ∈ R>0}
13: 𝑢(𝑘+1) := argmax{‖𝑥− 𝑢(𝑘)‖ | 𝑥 ∈ 𝐿(𝑘) ∩ Γ(𝑀)}
14: 𝐷(𝑘+1) := 𝐻𝑐(𝑢

(𝑘+1)) ∩ 𝑉𝑟(𝑢
(𝑘+1))

15: 𝑣(𝑘+1) := argmax{�̂�(𝑧) | 𝑧 ∈ 𝐷(𝑘+1)}
16: 𝑤(𝑘+1) := �̂�(𝑣(𝑘+1))

17: 𝑘 := 𝑘 + 1

18: end while
19: output 𝑢(𝑘)

20: stop

Это условие проверяется на шаге 2. Для получения подходящего начального приближения может
применяться алгоритм, реализующий стадию Quest апекс-метода [39]. На шаге 3 счетчик итераций 𝑘

устанавливается в 0. На шаге 4 задается начальное значение параметра 𝑟. На шаге 5 строится 𝑛-мерный
диск 𝐷(0), являющийся пересечением целевой гиперплоскости 𝐻𝑐

(︀
𝑢(0)

)︀
, проходящей через точку 𝑢(0), и 𝑛-

мерного шара 𝑉𝑟

(︀
𝑢(0)

)︀
малого радиуса 𝑟 с центром в точке 𝑢(0). На шаге 6 вычисляется точка 𝑣(0) ∈ 𝐷(0)

с максимальным смещением относительно границы рецессивного многогранника �̂� .

𝑐

�̂�

𝑣(𝑘)

𝑢(𝑘+1)

𝑑(𝑘)

𝑤(𝑘)

𝑢(𝑘)

𝐻𝑐

(︁
𝑢(𝑘)

)︁

Рис. 2. Метод поверхностного движения

Fig. 2. Surface movement method

Смещение �̂�(𝑧) вычисляется с помощью форму-
лы (30). Целевая проекция �̂�(𝑧), используемая в фор-
муле (30), вычисляется с помощью формул (23), (24)
и (8). Смещение 𝛽𝑖(𝑧), используемое в формуле (23),
вычисляется с помощью формулы (12). Шаг 7 вы-
числяет точку 𝑤(0), являющуюся целевой проекцией
точки 𝑣(0) на границу рецессивного многогранника.
Шаг 8 проверяет, что существует рецессивное полу-
пространство �̂�𝑖 такое, что граничные точки 𝑤(0) и
𝑢(0) лежат на грани 𝐻𝑖 ∩ Γ(�̂�). Это необходимо для
того, чтобы перемещение происходило по поверхности
рецессивного многогранника, а не через его внутрен-
нюю область. Если указанное требование не выполня-
ется, необходимо уменьшить радиус 𝑟 𝑛-мерного ша-
ра 𝑉𝑟

(︀
𝑢(0)

)︀
. Подходящий 𝑟 найдется в силу утвержде-

ния 4. Шаги 9–18 реализуют основной цикл метода поверхностного движения, геометрическая интерпре-
тация которого приведена на рис. 2. Этот цикл выполняется пока справедливо условие⟨

𝑐,𝑤(𝑘) − 𝑢(𝑘)
⟩
> 𝜀𝑓 , (31)

где 𝜀𝑓 — малый положительный параметр. Шаг 10 проверяет, что существует рецессивное полупростран-
ство �̂�𝑖 такое, что граничные точки 𝑤(𝑘) и 𝑢(𝑘) лежат на грани 𝐻𝑖 ∩ Γ(�̂�). Если указанное требование
не выполняется, необходимо уменьшить радиус 𝑟 𝑛-мерного шара 𝑉𝑟

(︀
𝑢(𝑘)

)︀
. На шаге 11 формируется век-
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тор 𝑑(𝑘), определяющий направление движения. Шаг 12 строит луч 𝐿(𝑘) с началом в точке 𝑢(𝑘), сонаправ-
ленный с вектором 𝑑(𝑘). На шаге 13 определяется следующее приближение 𝑢(𝑘+1) как точка на луче 𝐿(𝑘),
лежащая на границе допустимого многогранника 𝑀 и максимально удаленная от точки 𝑢(𝑘). Шаг 14
строит гипердиск 𝐷(𝑘+1) радиуса 𝑟 с центром в точке 𝑢(𝑘+1), лежащий на гиперплоскости 𝐻𝑐

(︀
𝑢(𝑘+1)

)︀
.

Шаг 15 находит на гипердиске 𝐷(𝑘+1) точку 𝑣(𝑘+1) с максимальным смещением. На шаге 16 вычисляется
точка 𝑤(𝑘+1), являющаяся целевой проекцией точки 𝑣(𝑘+1) на границу рецессивного многогранника �̂� .
Шаг 17 увеличивает счетчик итераций 𝑘 на единицу. На шаге 18 происходит переход на начало цикла
while. Шаг 19 выводит в качестве результата последнее приближение 𝑢(𝑘). Шаг 20 завершает работу
алгоритма.

Отметим, что по построению алгоритма 1 для любого 𝑘 имеет место

𝑢(𝑘) ∈ 𝑀 ∩ Γ(�̂�), (32)

т.е. все точки последовательности
{︀
𝑢(𝑘)

}︀
, генерируемой алгоритмом 1, одновременно лежат и на границе

допустимого многогранника 𝑀 , и на границе рецессивного многогранника �̂� . Кроме этого, из (31) следует⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
<
⟨
𝑐,𝑤(𝑘)

⟩
. (33)

Также справедливо неравенство ⟨
𝑐,𝑤(𝑘)

⟩
⩽
⟨
𝑐,𝑢(𝑘+1)

⟩
. (34)

Следующая лемма гарантирует завершение работы алгоритма 1 за конечное число итераций.
Лемма 1. Пусть допустимый многогранник 𝑀 задачи ЛП (1) является ограниченным непустым

множеством. Тогда последовательность точек
{︀
𝑢(𝑘)

}︀
, генерируемая алгоритмом 1, является конечной

для любого 𝜀𝑓 > 0.
Доказательство. Предположим противное, т.е. алгоритм 1 генерирует бесконечную последователь-

ность точек
{︀
𝑢(𝑘)

}︀∞
𝑘=0

. Но тогда, в силу (33) и (34), мы получаем бесконечную строго возрастающую
числовую последовательность

{︀⟨︀
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩︀}︀∞
𝑘=0

:⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
<
⟨
𝑐,𝑢(𝑘+1)

⟩
.

Так как по условию леммы допустимый многогранник 𝑀 является непустым ограниченным множеством,
задача ЛП (1) имеет решение �̄�. В силу (32) имеем⟨

𝑐,𝑢(𝑘)
⟩
⩽ ⟨𝑐, �̄�⟩

для всех 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . Это означает, что последовательность
{︀⟨︀

𝑐,𝑢(𝑘)
⟩︀}︀∞

𝑘=0
является ограниченной свер-

ху. По теореме Вейерштрасса монотонно возрастающая ограниченная сверху числовая последовательность
имеет конечный предел, равный ее супремуму. Поэтому существует 𝑘′ ∈ N такой, что

∀𝑘 > 𝑘′ :
⟨
𝑐,𝑢(𝑘+1)

⟩
−
⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
< 𝜀𝑓 .

В силу (34) отсюда следует
∀𝑘 > 𝑘′ :

⟨
𝑐,𝑤(𝑘)

⟩
−
⟨
𝑐,𝑢(𝑘)

⟩
< 𝜀𝑓 ,

что равносильно
∀𝑘 > 𝑘′ :

⟨
𝑐,𝑤(𝑘) − 𝑢(𝑘)

⟩
< 𝜀𝑓 .

Получили противоречие с условием (31) выполнения цикла, используемым на шаге 9 алгоритма 1. Лемма 1
доказана.

Следующая теорема показывает, что при достаточно малом 𝜀𝑓 результатом работы алгоритма 1
будет решение задачи ЛП (1).

Теорема 1. Пусть допустимый многогранник 𝑀 задачи ЛП (1) является ограниченным непустым
множеством. Пусть �̄� — решение задачи ЛП (1). Пусть задана монотонно убывающая последователь-
ность положительных чисел {𝜀𝜂}∞𝜂=1, стремящаяся к нулю:

lim
𝜂→∞

𝜀𝜂 = 0. (35)
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Обозначим через 𝑢(𝐾𝜂) конечную точку, генерируемую алгоритмом 1 при 𝜀𝑓 = 𝜀𝜂 (она существует в
силу леммы 1). Тогда найдется 𝜂 ∈ N такое, что для всех 𝜂 ⩾ 𝜂⟨

𝑐,𝑢(𝐾𝜂)
⟩
= ⟨𝑐, �̄�⟩ .

Доказательство. Покажем, что последовательность
{︀⟨︀

𝑐,𝑢(𝐾𝜂)
⟩︀}︀∞

𝜂=1
является монотонно возраста-

ющей. Действительно, из (33) и (34) следует, что

∀𝑘′ ⩽ 𝑘′′ :
⟨
𝑐,𝑢(𝑘′)

⟩
⩽
⟨
𝑐,𝑢(𝑘′′)

⟩
. (36)

По условию теоремы
𝜀𝜂 ⩾ 𝜀𝜂+1.

Следовательно, по построению алгоритма 1

𝐾𝜂 ⩽ 𝐾𝜂+1.

Сопоставляя это с (36), получаем ⟨
𝑐,𝑢(𝐾𝜂)

⟩
⩽
⟨
𝑐,𝑢(𝐾𝜂+1)

⟩
,

т.е. последовательность
{︀⟨︀

𝑐,𝑢(𝐾𝜂)
⟩︀}︀∞

𝜂=1
является монотонно возрастающей. Очевидно, что эта последова-

тельность ограничена сверху величиной ⟨𝑐, �̄�⟩. Следовательно, она имеет конечный предел:

lim
𝜂→∞

⟨
𝑐,𝑢(𝐾𝜂)

⟩
= 𝑓.

Алгоритм 1 в рамках каждой итерации проходит3 одну грань/ребро рецессивного многогранника �̂� в
направлении максимального увеличения значения целевой функции. При этом каждая грань/ребро про-
ходится не более одного раза, так как многогранник �̂� является выпуклым множеством. Это означает,
что существует 𝜂 ∈ N такое, что для всех 𝜂 ⩾ 𝜂 имеем

𝑢(𝐾𝜂) = 𝑢(𝐾�̄�)

и ⟨
𝑐,𝑢(𝐾𝜂)

⟩
= 𝑓.

По построению алгоритма 1, учитывая (35), это возможно только в том случае, когда⟨
𝑐,𝑤(𝐾�̄�) − 𝑢(𝐾�̄�)

⟩
= 0. (37)

Покажем, что в этом случае ⟨
𝑐,𝑢(𝐾�̄�)

⟩
= ⟨𝑐, �̄�⟩ ,

т.е. точка 𝑢(𝐾�̄�) является решением задачи ЛП (1). Обозначим 𝑢′ = 𝑢(𝐾�̄�). Предположим противное:
существует точка

𝑢′′ ∈ 𝑀 (38)

такая, что
⟨𝑐,𝑢′′⟩ > ⟨𝑐,𝑢′⟩ .

Это равносильно
⟨𝑐,𝑢′′ − 𝑢′⟩ > 0. (39)

3Под прохождением грани/ребра многогранника понимается движение внутри линейного многообразия размерности 𝑘
при наличии 𝑘 степеней свободы (0 < 𝑘 < 𝑛).
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�̂�𝑖′

𝑢′′

𝑝 𝑣′

𝑤′ 𝑉𝑟(𝑢
′)

𝑢′

𝐷(𝐾�̄�) 𝐻𝑐(𝑢
′)

𝑐

Рис. 3. Иллюстрация к доказательству теоремы 1

Fig. 3. Illustration to proof of Theorem 1

Рис. 3 иллюстрирует последующую часть до-
казательства. Исходя из определения 3, вычислим
ортогональную проекцию 𝑝 точки 𝑢′′ на целевую
гиперплоскость 𝐻𝑐 (𝑢

′), проходящую через точку
𝑢′:

𝑝 = 𝑢′′ − ⟨𝑐,𝑢′′ − 𝑢′⟩
‖𝑐‖2

𝑐. (40)

Заметим, что
‖𝑝− 𝑢′‖ ≠ 0, (41)

так как в противном случае, в соответствии с опре-
делением 4, точка 𝑢′′ не может принадлежать ре-
цессивному многограннику �̂� , что противоречит
формуле (38). Выберем 𝑟 ∈ R 0, удовлетворяющий
условию

𝑟 > 0, (42)

для которого существует 𝑖′ ∈ ℐ такой, что

�̂�(𝑣′),𝑢′ ∈ 𝐻𝑖′ ∩ Γ(𝑀), (43)

где
𝑣′ = 𝑢′ +

𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′). (44)

Это возможно в силу утверждения 1. Без ограничения общности мы можем считать, что 𝑟 удовлетворяет
всем проверкам assert в случае, когда 𝜀𝑓 = 𝜀𝜂. Таким образом,

𝑣′ ∈ 𝐷(𝐾�̄�),

где 𝐷𝐾�̄� — диск, вычисляемый на шаге 14 алгоритма 1 при 𝑘 = 𝐾𝜂 − 1. Отметим, что

𝑖′ = argmin {𝛽𝑖(𝑣
′) |𝑖 ∈ ℐ } ,

так как в противном случае �̂�(𝑣′) /∈ 𝐻𝑖′ , что противоречит (43). Согласно утверждению 5 отсюда следует

�̂�(𝑣′) = 𝛾𝑖′(𝑣
′). (45)

Положим
𝑤′ = �̂�(𝑣′).

С учетом (45) имеем
𝑤′ = 𝛾𝑖′(𝑣

′).

Используя утверждение 2, отсюда получаем

𝑤′ = 𝑣′ − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑣
′⟩ − 𝑏𝑖′

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩
𝑐. (46)

Поскольку 𝑢′ ∈ 𝐻𝑖′ , из (3) следует
⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′⟩ = 𝑏𝑖′ . (47)

Поэтому (46) можно переписать в виде

𝑤′ = 𝑣′ − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑣
′⟩ − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′⟩
⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩

𝑐.

Подставив вместо 𝑣′ правую часть формулы (44), отсюда получаем

𝑤′ = 𝑢′ +
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′)−

⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′ +
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′)

⟩
− ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′⟩

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩
𝑐,
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что равносильно

𝑤′ = 𝑢′ +
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′)−

⟨
𝑎𝑖′ ,

𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′)

⟩
⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩

𝑐. (48)

В соответствии с (2) имеем
�̂�𝑖′ = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖′ ,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖′} . (49)

Используя (47), формулу (49) можно переписать в виде

�̂�𝑖′ = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖′ ,𝑥⟩ ⩽ ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′⟩} . (50)

Из (38) следует 𝑢′′ ∈ �̂�𝑖′ . Сопоставляя это с (50), получаем

⟨𝑎𝑖′ ,𝑢
′′⟩ ⩽ ⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′⟩ ,

что равносильно
⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′ − 𝑢′′⟩ ⩾ 0. (51)

Поскольку полупространство �̂�𝑖′ является рецессивным, в соответствии с утверждением 1 в [39]
справедливо

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩ > 0. (52)

В силу (48) и (40) имеем

⟨𝑐,𝑤′ − 𝑢′⟩ =

⟨
𝑐,

𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′)−

⟨
𝑎𝑖′ ,

𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖
(𝑝− 𝑢′)

⟩
⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩

𝑐

⟩
=

=
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖

(︂
⟨𝑐,𝑝− 𝑢′⟩ − ⟨𝑎𝑖′ ,𝑝− 𝑢′⟩

⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩
‖𝑐‖
)︂

=

=
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
⟨
𝑐,𝑢′′ − ⟨𝑐,𝑢′′ − 𝑢′⟩

‖𝑐‖2
𝑐− 𝑢′

⟩
−

⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′′ − ⟨𝑐,𝑢′′ − 𝑢′⟩
‖𝑐‖2

𝑐− 𝑢′

⟩
⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩

‖𝑐‖

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=
𝑟

‖𝑝− 𝑢′‖

⎛⎜⎜⎜⎜⎝−

⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′′ − ⟨𝑐,𝑢′′ − 𝑢′⟩
‖𝑐‖2

𝑐− 𝑢′

⟩
⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩

‖𝑐‖

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

=
𝑟 ‖𝑐‖

‖𝑝− 𝑢′‖ ⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩

(︃
−

⟨
𝑎𝑖′ ,𝑢

′′ − ⟨𝑐,𝑢′′ − 𝑢′⟩
‖𝑐‖2

𝑐− 𝑢′

⟩)︃
=

=
𝑟 ‖𝑐‖

‖𝑝− 𝑢′‖ ⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩

(︃
⟨𝑎𝑖′ ,𝑢

′ − 𝑢′′⟩+ ⟨𝑐,𝑢′′ − 𝑢′⟩ ⟨𝑎𝑖′ , 𝑐⟩
‖𝑐‖2

)︃
.

В соответствии с (42), (41), (52), (51) и (39) отсюда следует

⟨𝑐,𝑤′ − 𝑢′⟩ > 0.

Вспомнив, что 𝑢′ = 𝑢(𝐾�̄�), перепишем последнее неравенство в виде⟨
𝑐,𝑤′ − 𝑢(𝐾�̄�)

⟩
> 0. (53)
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Алгоритм 2. Метод ЛП с использованием DNN

Algorithm 2. LP method using DNN

Require �̂�𝑖 = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖}, �̂� =
⋂︀
𝑖∈ℐ

�̂�𝑖, 𝐻𝑐(𝑧) = {𝑥 ∈ R𝑛|⟨𝑐,𝑥− 𝑧⟩ = 0}

1: input 𝑢(0); assert 𝑢(0) ∈ 𝑀 ∩ Γ(�̂�)

2: 𝑘 := 0

3: 𝐷(0) := G(𝑢(0))

4: 𝑑(0) := DNN(𝐷(0))

5: while 𝑑(𝑘) ̸= 0 do
6: 𝐿(𝑘) := {𝑢(𝑘) + 𝜆𝑑(𝑘) | 𝜆 ∈ R>0}
7: 𝑢(𝑘+1) := argmax{‖𝑥− 𝑢(𝑘)‖ | 𝑥 ∈ 𝐿(𝑘) ∩ Γ(𝑀)}
8: 𝐷(𝑘+1) := G(𝑢(𝑘+1))

9: 𝑑(𝑘+1) := DNN(𝐷(𝑘+1))

10: 𝑘 := 𝑘 + 1

11: end while
12: output 𝑢(𝑘)

13: stop

В силу утверждения 3 по построению (см. шаги 15, 16 алгоритма 1) имеем⟨
𝑐,𝑤(𝐾�̄�)

⟩
⩾ ⟨𝑐,𝑤′⟩ .

Сопоставляя это с (53), получаем ⟨
𝑐,𝑤(𝐾�̄�) − 𝑢(𝐾�̄�)

⟩
> 0,

что противоречит (37). Теорема 1 доказана.

4. Обсуждение. В данном разделе обсуждаются сильные и слабые стороны предложенного мето-
да, а также раскрываются пути его практической реализации на основе синтеза суперкомпьютерных и
нейросетевых технологий.

Прежде всего рассмотрим возможность реализации алгоритма 1 в виде программы для ЭВМ. На
шагe 15 алгоритма 1 необходимо найти точку гипердиска 𝐷(𝑘+1), имеющую максимальное смещение. Нам
неизвестен алгоритм, позволяющий получить численное решение этой задачи. Однако мы видим следу-
ющий путь решения, предполагающий использование искусственной нейронной сети. Применяя подход,
описанный в статье [37], мы заменяем гипердиск 𝐷(𝑘+1) на регулярное множество точек, называемое ре-
цептивным полем. Каждой точке рецептивного поля мы сопоставляем ее смещение относительно границы
допустимого многогранника. В результате получаем матрицу размерности (𝑛−1), представляющую собой
локальный образ задачи ЛП. Локальность образа означает, что мы получаем визуальное представление
поверхности не всего допустимого многогранника, а только некоторой его части в окрестности точки
текущего приближения. Этот образ подается на вход предварительно обученной нейронной сети прямо-
го распространения, которая определяет вектор 𝑑, указывающий направление движения на поверхности
допустимого многогранника в сторону максимального увеличения значения целевой функции. Обозна-
чим через G(𝑢) функцию, строящую рецептивное поле с центром в точке 𝑢 и вычисляющую локальный
образ задачи ЛП в этой точке. Детально алгоритм построения многомерного образа задачи ЛП описан
и исследован в работе [37]. Обозначим через DNN глубокую нейронную сеть прямого распространения,
на вход которой подается локальный образ задачи ЛП, а на выходе получается вектор 𝑑, задающий
направление поверхностного движения. Тогда алгоритм 1 может быть преобразован в алгоритм 2, до-
пускающий реализацию на практике. Множество размеченных прецедентов, необходимое для обучения
DNN, может быть получено с помощью апекс-метода [39], строящего путь, близкий к оптимальному целе-
вому пути4.

4Оптимальный целевой путь — это путь на поверхности допустимого многогранника из начальной точки в направлении
максимального увеличения значения целевой функции.
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Дадим оценку временно́й сложности алгоритма 2. Метод поверхностного движения посещает5 каж-
дую гиперплоскость рецессивного многогранника не более одного раза. Посещение гиперплоскости выпол-
няется в пределах одной итерации цикла while (шаги 5–11 алгоритма 2). Следовательно, общее количество
итераций можно оценить как 𝑂(𝑚), где 𝑚 — количество ограничений задачи ЛП (1). Нахождение следу-
ющего приближения 𝑢(𝑘+1) можно реализовать путем дихотомии. Таким образом, количество операций
для шага 7 не зависит ни от количества ограничений 𝑚, ни от размерности 𝑛, и для больших значений
𝑚 и 𝑛 может быть приближенно оценено как константа. Наиболее трудоемким является построение ло-
кального образа задачи ЛП на шаге 8 алгоритма 2. Рецептивное поле в виде гиперкубической решетки
состоит из 𝜂(𝑛−1) точек, где 𝑛 — размерность пространства, а 𝜂 — количество точек по одному измере-
нию. Однако последние исследования [40] показали, что крестообразное рецептивное поле с количеством
точек (𝜂 − 1)𝑛 + 1 дает результаты, не уступающие гиперкубическому по точности решения задачи ЛП.
Предварительно обученная нейронная сеть прямого распространения DNN вычисляет вектор движения
𝑑(𝑘+1) на шаге 9 за время, зависящее только от 𝑛, так как на вход ей подается (𝜂 − 1)𝑛+ 1 чисел (в слу-
чае крестообразного рецептивного поля). Таким образом, временна́я сложность алгоритма в целом может
быть оценена как 𝑂(𝑚𝑛). В дополнение отметим, что граница масштабируемости6 алгоритма построения
визуального образа задачи ЛП может быть оценена как 𝑂

(︀√
2𝑛2𝑚+𝑚2𝑛+ 8𝑛𝑚− 6𝑚

)︀
[37]. Если пред-

положить, что 𝑚 = 𝑂(𝑛), то для границы масштабируемости мы получаем оценку 𝑂 (𝑛
√
𝑛), близкую

к линейной зависимости. Это означает, что алгоритм построения локального образа задачи ЛП может
быть эффективно распараллелен на большом количестве процессорных узлов кластерной вычислитель-
ной системы. Так, для 𝑛 = 7 и 𝑚 = 15 вычислительные эксперименты показали пик ускорения на 326
процессорных узлах [37]. Заметим, что количество итераций алгоритма 2 не зависит от 𝜀𝑓 , так как такой
параметр в этом алгоритме отсутствует.

Метод поверхностного движения является итерационным и самокорректирующимся. Поэтому он
может потенциально применяться для решения нестационарных задач. При этом, если меняется только
целевая функция, то алгоритм 2 вообще не требует никаких принципиальных изменений. Важно, что-
бы скорость корректировки опережала скорость изменений. Если же меняется система ограничений (без
изменения размерности), то алгоритм 2 потребует определенных модификаций, так как текущее при-
ближение может “погрузиться” в многогранник или “оторваться” от его поверхности. Авторы планируют
детально исследовать этот вопрос в будущем.

𝑧 0 𝑟

𝑣(0) 𝑢(0) 𝑥

𝑀

𝑤(0)

𝑢(1)

𝑢(2) 𝑐

𝑦

Рис. 4. Оптимальный целевой путь обозначен
пунктиром; путь минимальной длины показан

точками

Fig. 4. Optimal objective path is indicated by
dashed line; path of minimum length

is shown by dotted line

Алгоритм 2 также может применяться для решения
задач ЛП в режиме реального времени. Действительно,
количество итераций ограничено параметром 𝑚. При фик-
сированном 𝑛 построение локального образа задачи ЛП
требует фиксированного количества операций. При этом
процедура построения образа эффективно распараллели-
вается на большом количестве процессорных узлов. Искус-
ственная нейронная сеть прямого распространения DNN
анализирует локальный образ задачи ЛП за фиксирован-
ное время, зависящее только от 𝑛. Работа нейронной сети
также может быть эффективно распараллелена с помо-
щью графических процессоров. В перспективе можно от-
казаться от путешествия по граням/ребрам допустимого
многогранника и анализировать с помощью нейронной се-
ти образ всего многогранника, полученный из точки апек-
са (см. [39]). Нейронная сеть будет выдавать приближен-
ное решение, которое может быть уточнено путем анализа
фиксированного числа локальных образов с увеличиваю-
щимся масштабом. Однако этот вопрос нуждается в даль-
нейших исследованиях.

5Под посещением гиперплоскости понимается прямолинейное движение от точки входа на гиперплоскость до точки пер-
вого изменения направления движения.

6Под границей масштабируемости понимается число процессорных узлов кластерной вычислительной системы, на кото-
ром достигается максимум ускорения.
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Алгоритм 1 строит на поверхности допустимого многогранника оптимальный целевой путь к ре-
шению задачи ЛП. Это непосредственно следует из построения алгоритма и утверждения 3. Интересен
вопрос, всегда ли этот путь является путем наименьшей длины в смысле евклидовой метрики. Следую-
щий простой пример в пространстве R3, проиллюстрированный на рис. 4, показывает, что это не всегда
так. Для системы ограничений ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥+ 2𝑦 ⩽ 2,

2𝑥+ 𝑦 ⩽ 2,

𝑥 ⩾ 0,

𝑦 ⩾ 0,

𝑧 = 0

и целевой функции 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦 оптимальный целевой путь, обозначенный пунктиром, может не совпа-
дать с кратчайшим путем, обозначенным точками.

Также может возникнуть вопрос, можно ли на шаге 13 алгоритма 1 заменить Γ(𝑀) на Γ(�̂�), так
как это сокращает количество неравенств, вовлекаемых в проверку условия 𝑥 ∈ Γ(𝑀). Ответ — отрица-
тельный. Например, в пространстве R2 для системы ограничений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥+ 2𝑦 ⩽ 2,

2𝑥+ 𝑦 ⩽ 2,

𝑥+ 𝑦 ⩾ 1,

𝑥 ⩾ 0,

𝑦 ⩾ 0

и целевой функции 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦 для 𝑢(1) =

(︂
2

3
,
2

3

)︂
получаем

max
{︁⃦⃦

𝑥− 𝑢(1)
⃦⃦ ⃒⃒

𝑥 ∈ 𝐿(1) ∩ Γ(�̂�)
}︁
= +∞

(см. рис. 5).
В качестве недостатка метода поверхностного движения можно отметить то, что он аффинно не

инвариантен, так как функционал цены отождествляется с вектором. Таким образом, поведение метода
зависит от евклидовой структуры, определенной системой координат.

0

∞
𝑦

�̂�

𝑀

𝐿(1)

𝑢(1)

𝑢(0) 𝑥

𝑐

Рис. 5. Оптимальный целевой путь уходит из
𝑢(1) в бесконечность на рецессивном

многограннике �̂�

Fig. 5. Optimal objective path goes from 𝑢(1) to
infinity on recessive polytope �̂�

Научная новизна и теоретическая значимость предло-
женного метода заключается в том, что он впервые открыва-
ет возможность применения искусственных нейронных сетей
прямого распространения для решения многомерных задач
ЛП на основе анализа их образов.

В настоящее время идет работа над реализацией пред-
ставленного метода в виде программного комплекса для кла-
стерных вычислительных систем. Этот программный ком-
плекс включает в себя параллельный алгоритм генерации
многомерных локальных образов задач ЛП, параллельный
алгоритм генерации размеченных прецедентов для обучения
нейронной сети и нейросетевые модели для различных раз-
мерностей. По завершении реализации мы планируем про-
вести сравнение метода поверхностного движения с други-
ми методами решения задач ЛП, в частности с симплекс-
методом. Описанию указанного программного комплекса и
анализу результатов вычислительных экспериментов будет
посвящена отдельная научная статья.

5. Заключение. В статье описан новый метод решения задачи ЛП, получивший название “метод
поверхностного движения”. Указанный метод строит на поверхности многогранника, ограничивающего
допустимую область задачи ЛП, путь от начальной точки до точки решения задачи ЛП. Вектор движения
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всегда выбирается в направлении максимального увеличения/уменьшения значения целевой функции.
Получившийся путь называется оптимальным целевым путем.

Метод поверхностного движения предполагает использование глубокой нейронной сети прямого рас-
пространения для определения направления движения по граням допустимого многогранника. Для этого
строится многомерный локальный образ задачи ЛП в точке текущего приближения, который подается на
вход нейронной сети. Множество размеченных прецедентов, необходимое для обучения нейронной сети,
может быть получено с помощью апекс-метода.

Для построения теоретического фундамента метода поверхностного движения введено понятие целе-
вой проекции — косоугольной проекции в направлении, параллельном вектору градиента целевой функ-
ции. Определена скалярная величина, называемая смещением. Модуль смещения равен расстоянию от
точки до ее целевой проекции. Знак смещения определяется положением точки внутри или вне допусти-
мого многогранника. Получена формула вычисления смещения точки относительно границы допустимого
многогранника. Показано, что большему смещению соответствует большее значение целевой функции.
Приведено формализованное описание метода поверхностного движения в виде алгоритма. Доказана ос-
новная теорема сходимости метода поверхностного движения к решению задачи ЛП за конечное число
итераций. Приведен вариант алгоритма поверхностного движения, использующий функцию построения
локального многомерного образа задачи ЛП и глубокую нейронную сеть.

В качестве направлений дальнейших исследований можно указать следующие.
1. Разработка и обучение сети DNN, способной вычислять вектор движения в направлении максималь-

ного увеличения значения целевой функции для многомерных задач ЛП.
2. Разработка программного комплекса для кластерной вычислительной системы, реализующего алго-

ритм 2 путем синтеза суперкомпьютерных и нейросетевых технологий.
3. Исследование зависимости точности работы сети DNN от плотности рецептивного поля.
4. Исследование применимости метода поверхностного движения для решения нестационарных задач

ЛП.
5. Исследование применимости метода поверхностного движения для решения задач ЛП в режиме

реального времени.
6. Разработка и исследование нового визуального метода решения задач ЛП с помощью нейронных

сетей на основе анализа образа допустимого многогранника в целом.

6. Обозначения.

R𝑛 — вещественное евклидово пространство.
‖·‖ — евклидова норма.
⟨·, ·⟩ — скалярное произведение двух векторов.
𝑓(𝑥) — линейная целевая функция.
𝑐 — градиент целевой функции 𝑓(𝑥).
𝑒𝑐 — единичный вектор, сонаправленный с вектором 𝑐.
�̄� — решение задачи ЛП.
𝑎𝑖 — 𝑖-я строка матрицы 𝐴.
𝐻𝑖 — гиперплоскость, определяемая формулой ⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ = 𝑏𝑖.
�̂�𝑖 — полупространство, определяемое формулой ⟨𝑎𝑖,𝑥⟩ ⩽ 𝑏𝑖.
𝒫 — множество индексов строк матрицы 𝐴.
𝑀 — допустимый многогранник, определяемый формулой 𝑀 =

⋂︀
𝑖∈𝒫 �̂�𝑖.

Γ(𝑀) — множество граничных точек допустимого многогранника 𝑀 .
ℐ — множество индексов, для которых полупространство �̂�𝑖 является рецессивным.
�̂� — рецессивный многогранник, определяемый формулой �̂� =

⋂︀
𝑖∈ℐ �̂�𝑖.

Γ(�̂�) — множество граничных точек рецессивного многогранника �̂� .
𝛾𝑖(𝑧) — целевая проекция точки 𝑧 на гиперплоскость 𝐻𝑖.
𝛽𝑖(𝑧) — целевое смещение точки 𝑧 относительно гиперплоскости 𝐻𝑖: |𝛽𝑖(𝑧)| = ‖𝛾𝑖(𝑧)− 𝑧‖.
�̂�(𝑧) — целевая проекция точки 𝑧 на границу Γ(�̂�) рецессивного многогранника �̂� .
�̂�(𝑧) — целевое смещение точки 𝑧 относительно границы Γ(�̂�): |�̂�(𝑧)| = ‖�̂�(𝑧)− 𝑧‖.
𝑉𝑟(𝑥) — гипершар радиуса 𝑟 с центром в точке 𝑥.
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