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Аннотация: Статья посвящена разработке эффективных численных методов решения прямых
задач распространения волн в твердых телах в векторных математических моделях. Итераци-
онные методы решения обратных задач волновой томографии используют на каждой итерации
решение прямой задачи распространения волн как в прямом, так и в обратном времени для
вычисления градиента функционала невязки. Поэтому решение прямой задачи распростране-
ния волн в упругих средах является неотъемлемой частью решения обратных задач волновой
томографии. Целью статьи также является определение с помощью методов математического
моделирования характеристик волн Лэмба для ультразвуковой диагностики дефектов в тонких
пластинах, определение диапазонов значений характерных параметров эксперимента по томо-
графической диагностике в тонких пластинах на волнах Лэмба. Инструментом для проведения
математического моделирования являются разрабатываемые численные методы и программы
решения прямых задач. Конечной целью исследований является разработка методов решения
обратных задач томографического неразрушающего ультразвукового контроля как на волнах
Лэмба, так и на объемных волнах.
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Abstract: This article is devoted to the development of efficient numerical methods for solving
direct problems of wave propagation in solids in vector mathematical models. Iterative methods
for solving inverse problems of wave tomography use, at each iteration, the solution of the direct
problem of wave propagation both in forward and backward time to calculate the gradient of the
residual functional. Therefore, the solution of the direct problem of wave propagation in elastic
media is an integral part of the solution of inverse problems of wave tomography. The purpose of
the article is also to determine, using the methods of mathematical modeling characteristics of Lamb
waves for ultrasonic diagnostics of defects in thin plates, determination of the ranges of values of
the characteristic parameters of the experiment on tomographic diagnostics in thin plates on Lamb
waves. The tools for mathematical modeling are the developed numerical methods and programs for
solving direct problems. The ultimate goal of the research is to develop methods for solving inverse
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1. Введение. В последние десять лет значительно возросло количество публикаций в области вол-
новой томографии [1–4]. С математической точки зрения эти задачи являются обратными. В отличие от
хорошо известных задач рентгеновской томографии, задачи волновой томографии являются нелинейны-
ми, что приводит к большим проблемам при разработке приближенных методов их решения.

В задачах волновой томографии в простейшей скалярной модели используются только продольные
волны. Примером может служить томографическая диагностика мягких тканей человека, где в иссле-
дуемом объекте распространяется лишь одна продольная волна. Обратная задача рассматривается как
коэффициентная обратная задача для скалярного волнового уравнения. Обратную задачу можно свести
к итерационному поиску минимума функционала невязки между экспериментальными данными и теоре-
тическим волновым полем, рассчитанным при заданных коэффициентах волнового уравнения. В разных
постановках получено представление для градиента функционала [5–9]. Разработка ультразвуковых то-
мографов для диагностики рака молочной железы находится на стадии экспериментальных установок и
макетов [4, 10, 11].

Однако даже в скалярной модели итерационные методы приближенного решения обратной задачи не
обеспечивают, вообще говоря, сходимость к глобальному минимуму функционала. Математической про-
блеме поиска глобального минимума посвящено большое количество работ [12–14]. Наиболее интересные
результаты получены с использованием функций априорной информации. В работах [15, 16] предложен
итерационный метод приближенного решения обратных задач волновой томографии, получивший назва-
ние MSM (MultiStage Method). Суть метода заключается в том, что на первой стадии итерационного
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процесса используются лишь низкочастотные компоненты импульса. Как показано в работах [17, 18], при
частотах, стремящихся к нулю, обратную задачу можно свести к решению интегрального уравнения. По-
следнее означает, что при зондировании исследуемого объекта низкочастотными импульсами задача сво-
дится к поиску минимума выпуклого функционала, что обеспечивает сходимость итерационного метода
в любой окрестности точного решения. Однако полученное приближение не обеспечивает высокого про-
странственного разрешения. На второй стадии MSM-метода используется весь спектральный диапазон,
при этом в качестве начального приближения используется приближение, полученное на первом этапе.

В задачах неразрушающего контроля методы волновой томографии делают только первые шаги.
В работе [2] впервые был реализован томографический подход, позволяющий получить не только высо-
кое пространственное разрешение, но и разрешение по контрасту. В качестве источников и приемников
в схеме на прохождение используются две линейки детекторов с частотой зондирования порядка 5 МГц,
которые закреплены неподвижно. Исследуемый объект поворачивается на 360 градусов. Скорость про-
дольных и поперечных волн различна, что дало возможность выделять только продольные волны. Для
интерпретации данных использовался итерационный градиентный алгоритм, основанный на MSM-методе.

В общем случае при диагностике твердых тел в исследуемом объекте распространяются как продоль-
ные, так и поперечные волны, а также волны Рэлея, волны Лэмба и прочие. К задачам ультразвукового
неразрушающего томографического контроля на продольных и поперечных волнах [19–21] очень близка
задача томографии на волнах Лэмба в тонких пластинах, в которой волны Лэмба используются для уль-
тразвукового контроля пластин. Фазовая скорость волны Лэмба сильно зависит от толщины пластины, в
которой она распространяется. Этот физический эффект приводит к рассеянию волн Лэмба на дефектах
в пластинах и позволяет надеяться на эффективное использование волн Лэмба при томографической ди-
агностике тонких пластин, слоистых сред. В работах [1, 22–26] проведены экспериментальные измерения
в лаборатории и визуализация дефектов в пластинах с использованием волн Лэмба.

Целью настоящей работы является разработка эффективных численных методов и программ ре-
шения прямой задачи распространения волн Лэмба в тонких пластинах в векторных моделях. Методы
решения обратных задач волновой томографии используют на каждой итерации решение прямой задачи
распространения волн как в прямом, так и в обратном времени для вычисления градиента функционала
невязки. Поэтому решение прямой задачи распространения волн в упругих средах является неотъемлемой
частью интерпретации данных эксперимента и представляет собой инструмент для проведения численных
экспериментов по решению томографических задач на волнах Лэмба. Целью работы также является опре-
деление с помощью методов математического моделирования характеристик волн Лэмба для диагностики
дефектов, определение диапазонов значений характерных параметров томографического эксперимента по
томографической диагностике в тонких пластинах.

2. Постановка прямой задачи распространения упругих волн в твердых телах. Распро-
странение упругих волн в изотропной идеально упругой среде описывается уравнениями динамической
теории упругости в следующем виде в R3 [27]:
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(1)

где 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) — вектор скоростей смещений, 𝜎𝑖𝑗 — тензор напряжений, 𝑓𝑖𝑗 — компоненты, задающие
внешнее возмущение, 𝜌 — плотность, 𝜆 — модуль объемной упругости, 𝜇 — модуль сдвиговой упругости.
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Полагаем нулевые начальные условия:

𝑢𝑖|𝑡=0 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3,

𝜎𝑖𝑗 |𝑡=0 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3.

На границах тела, представляющего собой параллелепипед с линейными размерами 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, ста-
вятся условия свободной поверхности:

𝜎1𝑗 |𝑥1=0 = 0, 𝜎1𝑗 |𝑥1=𝐿1
= 0, 𝑗 = 1, 2, 3,

𝜎2𝑗 |𝑥2=0 = 0, 𝜎2𝑗 |𝑥2=𝐿2 = 0, 𝑗 = 1, 2, 3,

𝜎3𝑗 |𝑥3=0 = 0, 𝜎3𝑗 |𝑥3=𝐿3
= 0, 𝑗 = 1, 2, 3.

Система уравнений (1) решается с помощью явной разностной схемы, предполагающей дискретиза-
цию расчетной области с использованием прямоугольных сеток. Шаг сетки, как правило, выбирается из
расчета от 15 до 25 точек на центральную длину волны импульса.

3. Стандартная разностная схема для аппроксимации системы уравнений динамической
теории упругости. Для построения стандартной схемы на сдвинутых сетках [28, 29], аппроксимирую-
щей (1), введем целые и полуцелые узлы сетки. Будем использовать обозначения:
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Рис. 1. Угловая часть сетки для
стандартной схемы на сдвинутых сетках

с пространственным распределением
переменных

Fig. 1. Corner part of the grid for the
standard scheme on shifted grids with

spatial distribution of variables

(𝑥1)𝑖 = 𝑖ℎ1, (𝑥1)𝑖+1/2 = (𝑖+ 1/2)ℎ1,

(𝑥2)𝑗 = 𝑗ℎ2, (𝑥2)𝑗+1/2 = (𝑗 + 1/2)ℎ2,

(𝑥3)𝑘 = 𝑘ℎ3, (𝑥3)𝑘+1/2 = (𝑘 + 1/2)ℎ3,

𝑡𝑛 = 𝑛𝜏, 𝑡𝑛+1/2 = (𝑛+ 1/2)𝜏,

где ℎ𝑚 — шаг сетки по координате 𝑥𝑚, 𝜏 — шаг по времени. Также
введем сеточные функции в целых и полуцелых узлах сетки:
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𝑛
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(𝑢2)
𝑛
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𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘 = 𝜎12((𝑥1)𝑖+1/2, (𝑥2)𝑗+1/2, (𝑥3)𝑘, 𝑡

𝑛+1/2).

На рис. 1 приведена одна угловая часть сетки, которая объясняет расположение компонент волнового
поля и постановку граничных условий.

Для построения явной конечно-разностной схемы используются следующие аппроксимации для про-
изводных по времени:

𝐷𝑡[𝑓 ]
𝑁
𝐼,𝐽,𝐾 =

1

𝜏

(︁
𝑓
𝑁+1/2
𝐼,𝐽,𝐾 − 𝑓

𝑁−1/2
𝐼,𝐽,𝐾

)︁
,

где 𝑓 — некоторая функция. Индексы, записанные строчными буквами, обозначают целые значения, ин-
дексы, записанные прописными буквами, могут использоваться как для целых, так и полуцелых значений.

Аппроксимация производной по координате 𝑥1 имеет вид:

𝐷1[𝑓 ]
𝑁
𝐼,𝐽,𝐾 =

1

ℎ1

(︁
𝑓𝑁
𝐼+1/2,𝐽,𝐾 − 𝑓𝑁

𝐼−1/2,𝐽,𝐾

)︁
.

Аппроксимации производных по остальным координатам строятся по аналогии.
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Таким образом, разностная схема, аппроксимирующая систему уравнений (1), выглядит следующим
образом:

𝜌𝑖+1/2,𝑗,𝑘𝐷𝑡[𝑢1]
𝑛−1/2
𝑖+1/2,𝑗,𝑘 = 𝐷1[𝜎11]

𝑛−1/2
𝑖+1/2,𝑗,𝑘 +𝐷2[𝜎12]

𝑛−1/2
𝑖+1/2,𝑗,𝑘 +𝐷3[𝜎13]

𝑛−1/2
𝑖+1/2,𝑗,𝑘,

𝜌𝑖,𝑗+1/2,𝑘𝐷𝑡[𝑢2]
𝑛−1/2
𝑖+1/2,𝑗,𝑘 = 𝐷1[𝜎12]

𝑛−1/2
𝑖,𝑗+1/2,𝑘 +𝐷2[𝜎22]

𝑛−1/2
𝑖,𝑗+1/2,𝑘 +𝐷3[𝜎23]

𝑛−1/2
𝑖,𝑗+1/2,𝑘,

𝜌𝑖,𝑗,𝑘+1/2𝐷𝑡[𝑢3]
𝑛−1/2
𝑖,𝑗,𝑘+1/2 = 𝐷1[𝜎13]

𝑛−1/2
𝑖,𝑗,𝑘+1/2 +𝐷2[𝜎23]

𝑛−1/2
𝑖,𝑗,𝑘+1/2 +𝐷3[𝜎33]

𝑛−1/2
𝑖,𝑗,𝑘+1/2,

𝐷𝑡[𝜎11]
𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 = (𝜆𝑖,𝑗,𝑘 + 2𝜇𝑖,𝑗,𝑘)𝐷1[𝑢1]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝜆𝑖,𝑗,𝑘𝐷2[𝑢2]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝜆𝑖,𝑗,𝑘𝐷3[𝑢3]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + [𝑓11]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘,

𝐷𝑡[𝜎22]
𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜆𝑖,𝑗,𝑘𝐷1[𝑢1]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + (𝜆𝑖,𝑗,𝑘 + 2𝜇𝑖,𝑗,𝑘)𝐷2[𝑢2]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝜆𝑖,𝑗,𝑘𝐷3[𝑢3]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + [𝑓22]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘,

𝐷𝑡[𝜎33]
𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 = 𝜆𝑖,𝑗,𝑘𝐷1[𝑢1]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + 𝜆𝑖,𝑗,𝑘𝐷2[𝑢2]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + (𝜆𝑖,𝑗,𝑘 + 2𝜇𝑖,𝑗,𝑘)𝐷3[𝑢3]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘 + [𝑓33]

𝑛
𝑖,𝑗,𝑘,

𝐷𝑡[𝜎23]
𝑛
𝑖,𝑗+1/2,𝑘+1/2 = 𝜇𝑖,𝑗+1/2,𝑘+1/2(𝐷2[𝑢3]

𝑛
𝑖,𝑗+1/2,𝑘+1/2 +𝐷3[𝑢2]

𝑛
𝑖,𝑗+1/2,𝑘+1/2) + [𝑓23]

𝑛
𝑖,𝑗+1/2,𝑘+1/2,

𝐷𝑡[𝜎13]
𝑛
𝑖+1/2,𝑗,𝑘+1/2 = 𝜇𝑖+1/2,𝑗,𝑘+1/2(𝐷3[𝑢1]

𝑛
𝑖+1/2,𝑗,𝑘+1/2 +𝐷1[𝑢3]

𝑛
𝑖+1/2,𝑗,𝑘+1/2) + [𝑓13]

𝑛
𝑖+1/2,𝑗,𝑘+1/2,

𝐷𝑡[𝜎12]
𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘 = 𝜇𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘(𝐷1[𝑢2]

𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘 +𝐷2[𝑢1]

𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘) + [𝑓12]

𝑛
𝑖+1/2,𝑗+1/2,𝑘.

(2)

Условие устойчивости для схемы (2) имеет вид:

𝜏𝑐𝑝

√︃
1

ℎ2
1

+
1

ℎ2
2

+
1

ℎ2
3

⩽ 1, (3)

где 𝑐𝑝 — скорость продольной волны в данном материале.

4. Модельные расчеты волнового поля в различных средах.

4.1. Способ задания внешнего возмущения. Во всех расчетах, приведенных ниже, для осу-
ществления внешнего возмущения был выбран следующий импульс:

𝑓33(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐶 sin

(︂
2

3
𝜋𝜈0𝑡

)︂
sin (2𝜋𝜈0𝑡) cos

(︃
𝜋

2

√︂
(𝑥1 − 𝑎1)

2 + (𝑥2 − 𝑏1)
2

𝑅2

)︃
, 𝑡 ∈

[︂
0,

3

𝜈0

]︂
,

0, в остальных случаях,

(4)

причем (𝑥1 − 𝑎1)
2 + (𝑥2 − 𝑏1)

2 ⩽ 𝑅2, 𝑓11 = 0, 𝑓22 = 0, 𝑓23 = 0, 𝑓13 = 0, 𝑓12 = 0. Здесь 𝜈0 – центральная
частота импульса. Константа 𝐶 определяет амплитуду внешнего возмущения. Для расчетов, приведенных
ниже, полагаем 𝐶 = 1 ГПа/мкс=10−6 кг/(мм·мкс3). Временна́я часть импульса (4) представляет собой
гладкую функцию с нулевой производной по времени на границах и нулевым интегралом по времени
действия, при данных условиях в спектре импульса отсутствуют низкие и высокие частоты. На рис. 2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 𝑡, 𝜇s
−1.0

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0.0

0.2

0.4

0.6
1
𝐶
𝑓33(𝑡)

Рис. 2. Временна́я зависимость нормированного импульса
внешнего возмущения 𝑓33 из формулы (4)

Fig. 2. Time dependence of the normalized external disturbance
impulse 𝑓33 from the formula (4)

𝑥1

𝑥2

𝑥3

0

𝑎1

𝑏1

𝑅

Рис. 3. Пространственное задание импульса внешнего
возмущения 𝑓33 из формулы (4). Стрелкой отмечено

направление действия импульса

Fig. 3. Spatial specification of the disturbance impulse 𝑓33
from the formula (4). The arrow marks the direction of the

impulse
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изображена временна́я часть импульса, а на рис. 3 приведен способ его пространственного задания. Стоит
отметить, что импульс задается не в отдельной точке, а на круговой площадке, которая расположена
либо на одной из поверхностей объекта, либо в плоскости, параллельной одной из граней объекта (рис. 3).
При этом координаты 𝑥1 и 𝑥2 в формуле (4) пробегают все значения внутри круга радиуса 𝑅 (𝑅 ∼
5–10 мм) с координатами центра 𝑥1 = 𝑎1 и 𝑥2 = 𝑏1. Пространственную непрерывность обеспечивает
непрерывное сшивание импульса на границах круга. Представленный способ пространственного задания
импульса необходим для уменьшения посторонних шумов.

4.2. Распространение различных видов волн в изотропном стальном кубе. Рассмотрим
задачу нахождения волнового поля в изотропном стальном кубе с ребром 𝐿, на границах которого по-
ставлены условия свободной поверхности. Внешнее возмущение на куб будем осуществлять с помощью
импульса (4) при следующих параметрах:

• 𝜈0 = 75 кГц — центральная частота импульса;
• 𝑅 = 8.6 мм — радиус круга приложения возмущения;
• 𝐿 = 312.5 мм — длина ребра куба;
• 𝑎1 = 107.8 мм, 𝑏1 = 156.3 мм — координаты центра приложения возмущения;
• расчетная сетка 290× 290× 290 точек.

На рис. 4 представлено распределение значений компоненты 𝑢3 вектора скоростей смещений, направ-
ленной вдоль оси 𝑥3, в сечении куба в плоскости 𝑥1𝑥3 для различных моментов времени. Точки желтого
цвета соответствуют положительному значению компоненты 𝑢3, а синего цвета — отрицательному значе-
нию.

На рис. 4 можно одновременно наблюдать распространение трех видов волн. Первый тип волн —
поверхностные акустические волны или волны Рэлея (отмечены на рис. 4 красным). Данные волны рас-
пространяются вблизи поверхности, амплитуда этих волн экспоненциально убывает с расстоянием от
поверхности, скорость рэлеевских волн составляет порядка 0.92 от скорости поперечной волны (отмече-
на на рис. 4 оранжевым). Второй тип волн — поперечные волны, обусловленные сдвиговой упругостью,
интенсивность поперечной волны в направлении приложения внешнего возмущения, как известно, мини-
мальна, что и наблюдается на рис. 4 b внизу фронта поперечной волны. Третий тип волн — продольные
волны (отмечены на рис. 4 желтым), интенсивность данных волн максимальна в направлении приложе-
ния внешнего возмущения, что также можно наблюдать на рис. 4 b внизу фронта продольной волны.
Скорости продольной и поперечной волн в стали с коэффициентом Пуассона 𝜎 = 0.25 и модулем Юнга
𝐸 = 200 ГПа можно получить с помощью хорошо известных формул

𝑐𝑝 =

√︃
𝜆+ 2𝜇

𝜌
, 𝑐𝑡 =

√︂
𝜇

𝜌
, 𝜆 =

𝜎𝐸

(1 + 𝜎)(1− 2𝜎)
, 𝜇 =

𝐸

1 + 𝜎
,
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Рис. 4. Распределение скорости 𝑢3 в сечении 𝑥2 = 156.3 мм в моменты времени:
a) 21.0 мкс; b) 42.0 мкс; c) 63.0 мкс

Fig. 4. Speed distribution 𝑢3 in the section 𝑥2 = 156.3 mm at different times:
a) 21.0 𝜇s; b) 42.0 𝜇s; c) 63.0 𝜇s
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в которых 𝜆 — модуль объемной упругости, 𝜇 — модуль сдвиговой упругости, 𝜌 — плотность среды. Ско-
рости продольной и поперечной волн, полученные из модельных расчетов, соответствуют теоретическим
значениям в пределах 5%.

4.3. Рассеяние упругих волн на препятствии.

§ 4.3.1. Рассеяние упругих волн на неоднородности (алмазный шар). Рассмотрим задачу нахождения
волнового поля в стальном кубе с ребром 𝐿 с центрально расположенной неоднородностью в форме шара
радиуса 𝑟. На границах куба поставлены условия свободной поверхности. Внешнее возмущение на куб
будем осуществлять с помощью импульса (4) при следующих параметрах:

• 𝜈0 = 150 кГц — центральная частота импульса;
• 𝑅 = 10 мм — радиус круга приложения возмущения;
• 𝐿 = 312.5 мм — длина ребра куба;
• 𝑟 = 50 мм — радиус неоднородности;
• 𝑎1 = 156.3 мм, 𝑏1 = 156.3 мм — координаты центра приложения возмущения;
• расчетная сетка 250× 250× 250 точек.

На рис. 5 представлено распределение скорости 𝑢3 в сечении куба в плоскости 𝑥1𝑥3 для различных
моментов времени. Для демонстрации возможностей волновой модели была выбрана неоднородность с
параметрами алмаза, которые сильно отличаются от параметров стали, благодаря чему можно детально
рассмотреть различные физические явления. На рис. 5 можно наблюдать явление рассеяния продольной
и поперечной волн на неоднородности. Так как скорость продольной волны в алмазе примерно в два
раза выше, чем в стали, можно наблюдать значительное искривление волнового фронта, которое влечет
за собой пространственную расфокусировку падающей на неоднородность волны. На рис. 5 b, c выше
неоднородности можно увидеть идущие от центра куба продольные и поперечные волны, отраженные от
поверхности неоднородности. Также слева вверху на рис. 5 b можно рассмотреть так называемую боковую
волну, которая имеет конический фронт.
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Рис. 5. Распределение скорости 𝑢3 в сечении 𝑥2 = 156.3 мм
в моменты времени: a) 27.7 мкс; b) 33.4 мкс; c) 40.0 мкс

Fig. 5. Speed distribution 𝑢3 in the section 𝑥2 = 156.3 mm
at different times: a) 27.7 𝜇s, b) 33.4 𝜇s, c) 40.0 𝜇s

§ 4.3.2. Рассеяние упругих волн на неоднородности (золотой шар). Рассмотрим похожую на преды-
дущую задачу нахождения волнового поля в стальном кубе с ребром 𝐿 с центрально расположенной
неоднородностью в форме шара радиуса 𝑟. На границах куба поставлены условия свободной поверхности.
Внешнее возмущение на куб будем осуществлять с помощью импульса (4) при следующих параметрах:

• 𝜈0 = 322 кГц — центральная частота импульса;
• 𝑅 = 10 мм — радиус круга приложения возмущения;
• 𝐿 = 312.5 мм — длина ребра куба;
• 𝑟 = 50 мм — радиус неоднородности;
• 𝑎1 = 156.3 мм, 𝑏1 = 156.3 мм — координаты центра приложения возмущения;
• расчетная сетка 250× 250× 250 точек.
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Рис. 6. Распределение скорости 𝑢3 в сечении 𝑥2 = 156.3 мм
в моменты времени: a) 24.6 мкс; b) 36.9 мкс; c) 49.2 мкс

Fig. 6. Speed distribution 𝑢3 in the section 𝑥2 = 156.3 mm
at different times: a) 24.6 𝜇s; b) 36.9 𝜇s; c) 49.2 𝜇s

На рис. 6 представлено распределение скорости 𝑢3 в сечении куба в плоскости 𝑥1𝑥3 для различ-
ных моментов времени. В данном случае параметры неоднородности соответствуют параметрам золота.
Скорость продольной волны при данных параметрах примерно в два раза ниже, чем в стали. На рис. 6,
как и в предыдущем расчете, можно наблюдать явление рассеяния продольной и поперечной волн на
неоднородности. Из-за большой разности скоростей волн в двух средах можно наблюдать значительное
искривление волнового фронта, которое влечет за собой пространственную фокусировку падающей на
неоднородность волны. Как и в случае предыдущего расчета, отчетливо видны отраженные поперечная
и продольная волны (рис. 6 b, с), а также боковая волна (рис. 6 a).

4.4. Моделирование волнового поля в тонких пластинах. Особый интерес в настоящей работе
уделен задаче расчета волнового поля в объектах в виде тонких пластин, что связано с дальнейшими
планами разработки томографических методов диагностики в тонких пластинах на волнах Лэмба. Из-за
сложных явлений интерференции в тонких пластинах возникают так называемые нормальные волны,
или волны Лэмба. Нормальные волны распространяются только в пластинах с толщиной, сопоставимой с
длиной волны. В некоторых случаях в пластине могут возникать сложные резонансные явления, ведущие
к образованию стоячих волн.

Нормальные волны имеют различные моды, движущиеся с различной скоростью. Различают сим-
метричные (обозначаемые 𝑆𝑖) и асимметричные (обозначаемые 𝐴𝑖) моды нормальных волн. При движении
симметричной моды верхняя и нижняя поверхности пластины движутся в противоположных направле-
ниях вдоль оси 𝑥3, а при движении асимметричной моды — в одном направлении.

Важной особенностью волн Лэмба является то, что для заданной толщины пластины для частот ни-
же определенной частоты возбуждаются только моды 𝐴0 и 𝑆0 нулевого порядка. При увеличении частоты
появляются дополнительно моды более высоких порядков. В томографических экспериментах целесооб-
разно использовать частоты ниже этой определенной частоты, чтобы избежать появления дополнитель-
ных мод. Чем меньше мод, тем проще и достовернее получаемые экспериментальные данные.

Мода 𝐴0 возбуждается намного проще, чем мода 𝑆0, ударом по пластине сверху. Кроме того, при
таком возбуждении импульса, как следует из модельных расчетов, амплитуда моды 𝐴0 существенно выше
амплитуды моды 𝑆0. Скорости распространения мод 𝐴0 и 𝑆0 могут различаться до двух раз, что позволяет
надежно разделять их при обработке экспериментальных данных в обратных задачах диагностики тонких
пластин.

§ 4.4.1. Распространение моды 𝐴0 волн Лэмба в тонкой пластине. Рассмотрим задачу нахождения
волнового поля в однородной тонкой стальной пластине с длиной 𝐿 и толщиной 𝑑, на границах которой
поставлены условия свободной поверхности. Внешнее возмущение на пластину будем осуществлять на
поверхности пластины с помощью импульса (4) при следующих параметрах:

• 𝜈0 = 75 кГц — центральная частота импульса;
• 𝑅 = 5 мм — радиус круга приложения возмущения;
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Рис. 7. Распределение скоростей a) 𝑢3, b) 𝑢1 в сечении 𝑥2 = 156.3 мм
в моменты времени: 30.8 мкс, 38.5 мкс, 46.2 мкс, 53.8 мкс

Fig. 7. Speed distribution a) 𝑢3, b) 𝑢1 in the section 𝑥2 = 156.3 mm
at different times: 30.8 𝜇s, 38.5 𝜇s, 46.2 𝜇s, 53.8 𝜇s

• 𝐿 = 312.5 мм — длина пластины;
• 𝑑 = 10 мм — толщина пластины;
• 𝑎1 = 106.3 мм, 𝑏1 = 156.3 мм — координаты центра приложения возмущения;
• расчетная сетка 500× 500× 16 точек.

На рис. 7 представлены распределения компонент 𝑢3 и 𝑢1 вектора скорости в сечении пластины в
плоскости 𝑥1𝑥3 для различных моментов времени. Компонента 𝑢3 направлена вдоль оси 𝑥3, компонента
𝑢1 направлена вдоль оси 𝑥1. Точки желтого цвета соответствуют положительному значению компоненты
скорости, а синего цвета — отрицательному значению.

При данных параметрах возбуждаются только моды нулевого порядка. В силу асимметричной спе-
цифики внешнего воздействия на пластину симметричная мода имеет малую интенсивность по сравнению
с асимметричной. Рис. 7 демонстрирует распространение моды 𝐴0 волн Лэмба. На рис. 7 a верхняя и ниж-
няя поверхности пластины движутся в одном направлении. На рис. 7 b правее моды 𝐴0 видно моду 𝑆0,
скорость распространения которой выше, чем у 𝐴0. Интенсивность моды 𝑆0 меньше и характер изменения
скорости вдоль оси 𝑥3 иной, чем у моды 𝐴0.

Модельные расчеты позволяют оценить групповую скорость моды 𝐴0. В данном случае она равна
3000 м/с, что соответствует теоретическому значению, полученному с помощью дисперсионной кривой
(данному расчету соответствует точка 0.75 по оси абсцисс на графике рис. 11 b).

§ 4.4.2. Распространение моды 𝑆0 волн Лэмба в тонкой пластине. Рассмотрим задачу нахождения
волнового поля в однородной тонкой стальной пластине с длиной 𝐿 и толщиной 𝑑, на границах которой
поставлены условия свободной поверхности. В данном случае удобно возбуждать 𝜎33 с помощью импульса
аналогичного (4), приложенного в середине пластины по толщине. Параметры расчета:

• 𝜈0 = 75 кГц — центральная частота импульса;
• 𝑅 = 10 мм — радиус круга приложения возмущения;
• 𝐿 = 312.5 мм — длина пластины;
• 𝑑 = 20 мм — толщина пластины;
• 𝑎1 = 106.3 мм, 𝑏1 = 156.3 мм — координаты центра приложения возмущения;
• расчетная сетка 500× 500× 32 точек.

На рис. 8 представлены распределения скоростей 𝑢3 и 𝑢1 в сечении пластины в плоскости 𝑥1𝑥3 для
различных моментов времени.

При возбуждении колебаний в толщине пластины из-за симметрии внешнего воздействия относи-
тельно пластины интенсивно возбуждаются симметричные колебания, которые при данных параметрах
имеют только нулевую моду. Асимметричные колебания при этом имеют малую интенсивность. На рис. 8
можно наблюдать распространение моды 𝑆0 волн Лэмба. При сравнении рис. 7 и рис. 8 видно, что ха-
рактеры изменения компонент скорости вдоль оси 𝑥3 для мод 𝐴0 и 𝑆0 сильно отличаются. На рис. 8 a
для компоненты 𝑢3 верхняя и нижняя поверхности пластины движутся в разных направлениях, что ха-
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Рис. 8. Распределение скоростей a) 𝑢3, b) 𝑢1 в сечении 𝑥2 = 156.3 мм
в моменты времени: 30.8 мкс, 38.5 мкс, 46.2 мкс, 53.8 мкс

Fig. 8. Speed distribution a) 𝑢3, b) 𝑢1 in the section 𝑥2 = 156.3 mm
at different times: 30.8 𝜇s, 38.5 𝜇s, 46.2 𝜇s, 53.8 𝜇s

рактерно для моды 𝑆0. Исходя из приведенных модельных расчетов, групповая скорость моды 𝑆0 была
определена равной 4100 м/с, что соответствует теоретическому значению, полученному с помощью дис-
персионной кривой [30].

§ 4.4.3. Изучение дисперсии моды 𝐴0. Характерной особенностью нормальной волны является диспер-
сия — зависимость скорости распространения волны от характерного параметра 𝜋𝜈𝑑/𝑐𝑡 — произведения
частоты на толщину пластины [30]. Зависимость скорости распространения волны от толщины пластины
можно использовать в задачах томографии для обнаружения различного рода дефектов, связанных с
изменением толщины пластины.

Как отмечено выше, для неразрушающего контроля тонких пластин удобно использовать моду 𝐴0

волн Лэмба, поскольку ее легче сформировать. Для решения обратной задачи неразрушающего контро-
ля при диагностике пластины важно подобрать правильный диапазон характерного параметра 𝜋𝜈𝑑/𝑐𝑡,
на котором дисперсия скорости будет позволять обнаруживать дефекты. Проведем модельные расчеты
для моды 𝐴0, демонстрирующие дисперсию групповой скорости при заданной толщине пластины в зави-
симости от центральной частоты импульса. В качестве объекта для изучения дисперсии была выбрана
пластина толщиной 𝑑, в разных расчетах на которую действовал внешний импульс (4) при различных
центральных частотах.

Параметры расчета:
• 𝑑 = 5 мм — толщина пластины;
• центральные частоты импульса: 𝜈10 = 20.0 кГц, 𝜈20 = 60.9 кГц, 𝜈30 = 101.5 кГц, 𝜈40 = 142.0 кГц,
𝜈50 = 182.6 кГц;

• 𝑅 = 2.5 мм — радиус круга приложения возмущения;
• 𝐿 = 312.5 мм — длина пластины;
• 𝑎1 = 156.3 мм, 𝑏1 = 156.3 мм — координаты центра приложения возмущения;
• расчетная сетка 500× 500× 8 точек.

Нашей целью является нахождение групповых скоростей моды 𝐴0 при различных центральных ча-
стотах. Продемонстрируем процедуру вычисления групповой скорости по данным модельных расчетов на
примере с центральной частотой 𝜈40 . На рис. 9 представлены распределения компоненты 𝑢3 вектора ско-

𝑡 = 15.3 𝜇s

𝑡 = 30.6 𝜇s

Рис. 9. Распределение скорости 𝑢3 в сечении 𝑥2 = 156.3 мм в моменты времени a) 15.3 мкс; b) 30.6 мкс

Fig. 9. Speed distribution 𝑢3 in the section 𝑥2 = 156.3 mm at time a) 15.3 𝜇s; b) 30.6 𝜇s
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Рис. 10. График скорости 𝑢3 в сечении 𝑥2 = 156.3 мм, 𝑥3 = 2.5 мм
в моменты времени a) 15.3 мкс; b) 30.6 мкс

Fig. 10. Graph of 𝑢3 velocity in the section 𝑥2 = 156.3 mm, 𝑥3 = 2.5 mm
at a) 15.3 𝜇s; b) 30.6 𝜇s

рости смещения в сечении пластины в плоскости 𝑥1𝑥3 в моменты времени 15.3 мкс и 30.6 мкс. Для более
точного определения групповой скорости рассмотрим подробнее график компоненты 𝑢3 вектора скоро-
сти смещения в те же моменты времени (рис. 10). На рис. 10 синим цветом изображен профиль волны,
а красным изображена огибающая данного профиля. Скорость перемещения огибающей есть группо-
вая скорость распространения импульса. Находя скорость перемещения огибающей для каждой из пяти
частот, получаем пять значений групповой скорости. Из теории известно [30], что фазовые скорости асим-
метричных волн Лэмба можно найти как вещественные корни неявного уравнения

tanh
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2𝜋𝜈
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𝑐𝑡
,

в котором 𝑘𝑎, 𝑘𝑝, 𝑘𝑡 — волновые числа лэмбовской, продольной и поперечной волн соответственно, а
𝑐𝑝ℎ, 𝑐𝑝, 𝑐𝑡 — скорости лэмбовской фазовой, продольной и поперечной волн соответственно. На рис. 11 a
представлен график зависимости отношения фазовой скорости моды 𝐴0 к скорости поперечной волны от
характерного параметра 𝜋𝜈𝑑/𝑐𝑡. По формуле Рэлея

𝑐𝑔𝑟 = 𝑐𝑝ℎ − 𝜆
𝑑𝑐𝑝ℎ
𝑑𝜆

=
𝑐2𝑝ℎ

𝑐𝑝ℎ − 𝑑𝑐𝑝ℎ
𝑑𝜈

𝜈

фазовую скорость можно пересчитать в групповую. На рис. 11 b представлен график зависимости отно-
шения групповой скорости моды 𝐴0 к скорости поперечной волны от произведения частоты и толщины
пластины. Красными кружочками отмечены пять значений групповой скорости, полученных с помощью
модельных расчетов для пяти центральных частот 𝜈 = 𝜈𝑖0, (𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5). Сравнивая теоретические и
модельные значения групповых скоростей, можно убедиться в их соответствии. Погрешность составляет
порядка 5%, что для описанной методики с учетом ошибок измерения является приемлемым результатом.

Для решения обратных задач ультразвуковой томографии на волнах Лэмба используемый диапазон
частот должен быть согласован с учетом особенностей MSM-метода. Низкие частоты спектра обеспечи-
вают сходимость итерационного процесса, высокие частоты отвечают за повышение пространственного
разрешения. Проведенное математическое моделирование позволяет сделать вывод, что для задач диагно-
стики дефектов тонких пластин толщиной около 5 мм можно использовать диапазон частот зондирования
от 20 до 200 кГц. Этому диапазону спектра соответствуют длины волн 10–50 мм в стали.
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Рис. 11. Графики зависимостей от параметра 𝜋𝜈𝑑/𝑐𝑡: a) отношения фазовой скорости 𝑐ph волны Лэмба моды 𝐴0

к скорости поперечной волны 𝑐𝑡; b) отношения групповой скорости 𝑐gr волны Лэмба моды 𝐴0 к скорости
поперечной волны 𝑐𝑡

Fig. 11. Graphs of dependences on the parameter 𝜋𝜈𝑑/𝑐𝑡: a) the ratio of the phase velocity 𝑐𝑝ℎ of the Lamb wave of the
mode 𝐴0 to the speed of the transverse wave 𝑐𝑡; b) the ratio of the group velocity 𝑐𝑔𝑟 of the Lamb wave mode 𝐴0 to the

velocity transverse wave 𝑐𝑡

5. Особенности программной реализации разностной схемы. Явная разностная схема (2) на
сдвинутых сетках аппроксимирует систему уравнений динамической теории упругости со вторым поряд-
ком по пространству и времени. Приведенные выше расчеты выполнены на равномерных пространствен-
ных и временно́й сетках, при этом основным критерием при выборе количества пространственных узлов
было условие 15–25 точек на длину волны, обеспечивающее достаточно гладкую аппроксимацию распро-
страняющегося импульса. Шаг по времени при этом определялся из критерия устойчивости схемы (3).

Использовавшийся в расчетах импульс (4) представляет собой гладкую функцию с нулевой произ-
водной по времени в начале и в конце импульса и нулевым интегралом по времени действия. Также стоит
отметить, что импульс задается не в отдельной точке, а на площадке, характерные размеры которой
составляют около 10 мм. Такой способ задания импульса необходим для уменьшения посторонних шумов.

Система (1) содержит три компоненты скорости, шесть компонент тензора напряжений, шесть ком-
понент внешнего возмущения и три параметра среды. Для хранения всех сеточных значений данных
величин используется 18 трехмерных массивов. Для перехода на следующий временно́й слой необходимо
одновременно хранить данные массивы на предыдущем и текущем временны́х слоях. Необходимый объем
памяти для хранения этих данных с одинарной точностью (тип float), требуемый в случае, например,
расчета в кубической области размером 300× 300× 300 точек, составляет порядка 3.6 ГБ памяти.

Тело программы составляет цикл по времени, в котором вычисляются значения скоростей и напря-
жений. Количество итераций по времени для типичных расчетов составляет от 5000 до 15000. Один шаг
по времени состоит из 60 ·𝑁3 операций типа сложения и умножения (𝑁 — количество точек по одной оси).
Программа написана на языке С++ и в однопроцессорном варианте при расчетах в кубе 300× 300× 300

точек тратит на одну итерацию по времени порядка 0.3 с. При этом общее время расчетов составляет
приблизительно один час.

Для реальных задач количество точек на одно измерение должно быть порядка 1000. При исполь-
зовании однопроцессорного варианта расчет одной прямой задачи в кубе 1000× 1000× 1000 точек может
занять около 100 часов. При решении обратной задачи неразрушающего контроля на каждой итерации
градиентного метода необходимо решать прямую задачу. Как показывает практика решения обратных
задач ультразвукового исследования в мягких тканях, число таких итераций в обратной задаче достигает
нескольких сотен.

Из-за большой вычислительной трудоемкости данного процесса требуется проводить распаралле-
ливание вычислений в прямой задаче и использовать суперкомпьютер. Наиболее естественным является
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распараллеливание по источникам ультразвуковых зондирующих импульсов. Вторым уровнем распарал-
леливания является декомпозиция всей области расчетов на подобласти. В каждой из подобластей расчеты
проводятся независимо, с последующим обменом данными по границам соседних областей [31, 32].

6. Заключение. Рассмотрена постановка прямой задачи расчета волнового поля распространения
волн в упругих средах в векторной модели. Предложены численные методы и программы реализации
расчета прямой задачи. Модельные расчеты продемонстрировали, что разработанные численные методы
не только на качественном уровне описывают физические процессы такие как дифракция, рефракция,
переотражение, но и хорошо согласуются с численными расчетами других авторов и с теорией распро-
странения упругих волн.

Разработанные методы являются неотъемлемой частью решения обратных задач диагностики нераз-
рушающего контроля в твердых телах. Для решения этих задач необходимо использовать итерационные
алгоритмы минимизации функционала невязки между экспериментальными данными волнового поля и
расчетными данными, полученными в ходе решения прямой задачи. Таким образом, решение прямой
задачи используется сотни раз и для эффективной реализации алгоритмов необходимо использовать су-
перкомпьютерные технологии.

Также в статье методами математического моделирования определены оптимальные параметры волн
Лэмба, наиболее подходящие для решения обратных задач томографической диагностики тонких пластин.
Наиболее естественным является использование волн Лэмба моды 𝐴0. Для использования MSM-метода
зондирующие импульсы должны иметь характерный параметр 𝜋𝜈𝑑/𝑐𝑡 в пределах от 0.1 до 1.
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