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Аннотация: Представлен алгоритм численного моделирования квазистатической нагрузки по-
ристого флюидонасыщенного образца для решения задачи апскейлинга трещиновато-пористой
флюидонасыщенной среды. В результате апскейлинга восстанавливается анизотропная одно-
родная вязкоупругая эквивалентная среда, определяемая комплекснозначным частотно-зави-
симым тензором жесткости. Компоненты восстановленного тензора жесткости эквивалентной
среды используются для оценки частотно-зависимого сейсмического затухания и фазовой ско-
рости сейсмических волн. Численный апскейлинг включает в себя численное решение краевой
задачи для системы уравнений Био анизотропной пороупругой флюидонасыщенной среды в
частотной области для набора частот и различных граничных условий. Численное решение
системы уравнений Био основано на конечно-разностной аппроксимации уравнений в квази-
статической постановке и проводится с использованием прямого решателя результирующей
СЛАУ. Используемый прямой решатель позволяет эффективно решать СЛАУ для набора пра-
вых частей, что необходимо при численном апскейлинге. Представленная реализация алгоритма
позволяет численно решать двумерную задачу апскейлинга на расчетной сетке с размерами до
2000 × 2000 узлов на персональном компьютере, что обеспечивает возможность восстанавли-
вать эквивалентную вязкоупругую модель для детализированных репрезентативных образцов
трещиновато-пористой среды. Для демонстрации применимости алгоритма выполнено несколь-
ко наборов численных экспериментов, направленных на выявление влияния связности трещин и
микромасштабной анизотропии пороупругого материала внутри трещин на затухание, вызван-
ное индуцированными волной потоками флюидов, и дисперсию сейсмической волны в сложной
трещиновато-пористой флюидонасыщенной среде.
Ключевые слова: пороупругость, теория Био, индуцированные волной потоки флюидов, за-
тухание, квазистатическое нагружение, апскейлинг, конечные разности.
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Abstract: In this paper we present the numerical algorithm for quasi-static loading of porous fluid-
saturated sample used to solve the numerical upscaling problem for fractured porous fluid-saturated
media. Numerical upscaling is aimed to recover homogeneous anisotropic viscoelastic media, which
is equivalent to the initial poroelastic media and defined by complex-valued frequency-dependent
stiffness tensor. We apply recovered stiffness tensor components to estimate both frequency-
dependent attenuation and phase velocity of seismic wave. Numerical upscaling procedure includes
numerical solution of boundary-value problem for Biot poroelasticity equations for anisotropic
fluid-saturated media in the frequency domain for a set of frequencies and different boundary
conditions. Numerical solution of Biot system of equations is based on finite-difference approximation
of equations in quasi-static form, and for resulting SLAE we apply direct solver. Applied direct
solver support effective solution of SLAE for several right-hand vectors essential for numerical
upscaling. Presented algorithm realization allows us solve 2D problem on computational grid of
2000 × 2000 nodes using a single machine, what makes it capable to perform the upscaling for
detailed representative fractured porous samples. To demonstrate the applicability of the algorithm
we perform several sets of numerical experiments aimed at the investigation of fracture connectivity
and microscale anisotropy effects on wave-induced fluid flow attenuation and phase velocity of seismic
wave propagating in fractured porous fluid-saturated media.
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1. Введение. Актуальные в последнее время исследования в областях добычи геотермальной энер-
гии [1, 2], захоронения сжиженного углекислого газа [3, 4], повышения эффективности разработки неф-
тяных и газовых месторождений [5] постоянно требуют разработки и применения новых подходов в сей-
смическом мониторинге. К примеру, закачка парниковых газов в трещиноватые карбонатные коллекторы
вызывает ряд физико-химических эффектов: частичное растворение породы, вторичную минерализацию,
изменение мобильности нефти и др. [6]. Все эти эффекты приводят к существенным изменениям транс-
портных свойств породы и мобильности флюида в ней и, тем самым, значительно влияют на выработку
резервуара. При этом до сих пор не выявлены прямые зависимости между проницаемостью в резервуаре и
сейсмическими характеристиками, в том числе кинематическими параметрами, получаемыми по результа-
там сейсмического мониторинга. Эти зависимости могут быть установлены и достоверно оценены только
при помощи моделирования мультифизичных процессов, приводящих к появлению частотно-зависимых
динамических эффектов при распространении сейсмических волн.

Сейсмическая волна, проходя в неоднородной пористой флюидонасыщенной среде, приводит к воз-
никновению перепадов давления как на границах раздела сред, так и на границах раздела неоднородно-
стей и вмещающей породы. Резкий перепад давления влечет за собой процесс диффузии давления в среде,
который обеспечивается потоками флюида, возникающими в трещиновато-пористой среде на различных
масштабах. В современных исследованиях рассматриваются соответствующие капиллярные флюидопото-
ки в поровом пространстве на микромасштабе (squirt flow в англоязычной литературе) [7–9] и флюидопо-
токи между неоднородностями и вмещающей средой на мезомасштабе [10–14]. Причем микромасштабные
флюидопотоки интенсивно проявляются лишь на очень высоких частотах (порядка МГц), а мезомасштаб-
ные флюидопотоки проявляются в более широком диапазоне частот (от Гц до кГц) и потому наиболее
актуальны для исследований, направленных на повышение качества интерпретации данных сейсмического
мониторинга. Последние в литературе принято называть индуцированными волной потоками флюида (от
английского wave-induced fluid flow, WIFF) и разделять на два типа [10]. Мезомасштабные флюидопотоки
первого типа возникают между вмещающей средой и трещинами вследствие различия фильтрационно-
емкостных и упругих свойств формирующих их пород. Второй тип мезомасштабных флюидопотоков,
индуцированных сейсмической волной, возникает между связанными трещинами, а его интенсивность
определяется в основном связностью и свойствами породы-наполнителя трещин [15]. Таким образом, раз-
личие характерных частот мезомасштабных флюидопотоков двух типов и наиболее значимых факторов,
влияющих на их интенсивность, дает возможность рассматривать частотно-зависимое затухание сейсми-
ческой волны в трещиновато-пористой флюидонасыщенной среде как индикатор флюидонасыщения и
мобильности флюида.

Теоретические исследования влияния свойств трещиноватой среды на дисперсию и частотно-зависи-
мое затухание сейсмической волны в ней вследствие возникающих флюидопотоков (FB-WIFF, FF-WIFF)
[13, 15–17] демонстрируют значительное влияние многих факторов (характерного размера трещин, прони-
цаемости породы, угла наклона трещин и др.) на интенсивность флюидопотоков как между вмещающей
породой и трещинами, так и между связанными трещинами, однако связность трещин в моделях среды
ограничивается попарными пересечениями трещин двух разных ориентаций, что не обеспечивает глобаль-
ной связности трещин во всей модели. Большинство численных исследований также использует относи-
тельно простые трещиноватые модели среды лишь с попарными пересечениями трещин [10–12], а имею-
щиеся работы с использованием сложных моделей трещиноватой среды с глобальной связностью [18, 19]
либо не предоставляют возможности определения четкой количественной зависимости между связностью
трещин и затуханием, либо такая зависимость определяется в ограниченном диапазоне частот, обусловлен-
ном требованиями к размеру расчетной области. Одно из направлений для расширения рассматриваемого
частотного диапазона — разработка эффективного алгоритма численного апскейлинга неоднородной по-
роупругой флюидонасыщенной среды, т.е. построения эквивалентной модели анизотропной вязкоупругой
среды [20]. Причем апскейлинг должен применяться к репрезентативным моделям среды с размерами
много большими характерного размера неоднородностей в этой среде [21, 22]. Для моделей с перколиру-
ющими системами трещин с глобальной связностью репрезентативный размер расчетной области может
на два порядка превышать характерный размер отдельной трещины. Таким образом, соответствующие
расчетные сетки могут содержать по несколько тысяч узлов в направлении каждой координатной оси.

В работе представлен численный алгоритм апскейлинга анизотропной неоднородной пороупругой
флюидонасыщенной среды, основанный на системе уравнений Био в квазистатической постановке с ис-
пользованием конечно-разностной аппроксимации на разнесенных сетках. Апскейлинг производится по
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результатам набора численных экспериментов по нагружению образца пороупругой флюидонасыщенной
среды. Для решения результирующих СЛАУ с одинаковой матрицей и несколькими правыми частями
используется эффективный прямой решатель. По результатам расчетов полей напряженно-деформиро-
ванного состояния образца восстанавливается эффективный тензор жесткости эквивалентной вязкоупру-
гой среды, а также частотно-зависимые затухание и скорость P- и S-волн. Кроме того, с использованием
разработанного алгоритма проведен ряд численных экспериментов по численному апскейлингу трещи-
новатых сред для оценки влияния глобальной связности трещин и микромасштабной анизотропии на
сейсмическое затухание.

2. Постановка задачи апскейлинга. В работе решается задача численного апскейлинга модели
неоднородной пористой флюидонасыщенной среды. Пусть исходная среда описывается системой уравне-
ний Био [23, 24]. Необходимо построить такую эквивалентную модель однородной вязкоупругой среды,
что фазовая скорость и затухание плоских волн (кроме медленной продольной волны Био), распространя-
ющихся в рассматриваемых моделях сред, совпадают для исходной пороупругой и эквивалентной вязко-
упругой моделей. Кроме того, совпадение скорости и затухания требуется в низкочастотном диапазоне, а
именно на таких частотах, для которых длина волны много больше, чем характерный размер неоднород-
ности в пороупругой среде, и которые меньше частоты Био. Такое ограничение позволяет рассматривать
систему уравнений Био для пороупругой флюидонасыщенной среды и систему уравнений вязкоупругости
в квазистатической постановке.

Сформулируем постановку задачи следующим образом. Пусть в ограниченной области Ω определены
два оператора 𝐵(𝑀(𝑥))[𝑢(𝑥, 𝜔)] = 𝐹 (𝑥, 𝜔) и 𝑉 (�̃�)[𝑢(𝑥, 𝜔)] = 𝐺(𝑥, 𝜔), определяющие систему уравнений
Био и систему уравнений вязкоупругости соответственно. Здесь 𝑢 — вектор смещения, 𝑥 — радиус-вектор
точки области, 𝜔 — частота. Пусть модель пороупругой флюидонасыщенной среды 𝑀(𝑥) неоднородна
и статистически стационарна. Необходимо найти такую модель однородной вязкоупругой среды �̃� , что
результаты действия операторов на плоскую волну 𝑢 = 𝑢0𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑥𝑘) будут близки друг к другу, т.е.⃦⃦⃦
𝐵(𝑀(𝑥))

[︁
𝑢0𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑥𝑘)
]︁
− 𝑉 (�̃�)

[︁
𝑢0𝑒

𝑖(𝜔𝑡−𝑥𝑘)
]︁⃦⃦⃦

⩽ 𝜀(𝜔), 𝜔 ∈ [−𝜔max, 𝜔max].

Отметим, что классическая постановка формулируется при условии 𝜔 = 0, что соответствует стаци-
онарным решениям задачи. В случае уравнений упругости задача решается аналитически для слоистых
моделей 𝑀(𝑥) [25, 26], а для неоднородных моделей со сложной структурой неоднородности решается
численно [27–29].

2.1. Система уравнений Био в квазистатической постановке. Рассмотрим квазистатическое
приближение уравнений Био в двумерном случае. Квазистатическое приближение имеет смысл при опи-
сании процесса диффузии давления в пороупругой флюидонасыщенной анизотропной среде, когда рас-
сматриваемая частота достаточно низкая [23, 24, 30]. В декартовых координатах система уравнений Био
в квазистатической постановке имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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𝜕𝑥3

)︂]︂
= 0,

𝜕

𝜕𝑥1

[︂
𝑀

(︂
𝛼1

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ 𝛼3

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3

)︂
+𝑀

(︂
𝜕𝑤1

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑤3

𝜕𝑥3

)︂]︂
= 𝑖𝜔

𝜂

𝜅1
𝑤1,

𝜕

𝜕𝑥3

[︂
𝑀

(︂
𝛼1

𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ 𝛼3

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3

)︂
+𝑀

(︂
𝜕𝑤1

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑤3

𝜕𝑥3

)︂]︂
= 𝑖𝜔

𝜂

𝜅3
𝑤3,

(1)

где 𝑢 = (𝑢1, 𝑢3)
𝑇 — вектор смещения твердых частиц упругого скелета, 𝑤 = (𝑤1, 𝑤3)

𝑇 — вектор смещения
флюида относительно скелета, 𝐶 — тензор жесткости флюидонасыщенного скелета, 𝛼1, 𝛼3, 𝑀 — упругие
модули Био, определяемые объемными модулями сжатия скелета и флюида, 𝜂 — динамическая вязкость,
𝜅1, 𝜅3 — параметры проницаемости скелета в направлениях координатных осей, 𝜔 — частота. Система
уравнений описывает пороупругую флюидонасыщенную среду в замкнутой области Ω (рис. 1 a).

Для доопределения задачи необходимо задать граничные условия на границе области 𝜕Ω. На границе
задаются следующие условия:

𝜎 · 𝑛 = 𝜑, 𝑤 · 𝑛 = 0. (2)
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𝑤 · 𝑛
⃒⃒
𝜕Ω

= 0

𝐶(𝑟), 𝛼(𝑟), 𝑀(𝑟),

𝜅(𝑟), 𝜔

Ω

𝜕Ω

𝜎 ·𝑛
⃒⃒
𝜕Ω

= 𝜑

a)

�̂�(𝜔)

Ω

𝜕Ω

�̂� ·𝑛
⃒⃒
𝜕Ω

= 𝜓

b)

Рис. 1. Схема вычислительной
области: a) анизотропная

пороупругая среда;
b) эффективная вязкоупругая

среда

Fig. 1. Computational domain
sketch: a) anisotropic poroelastic
media, b) effective viscoelastic

media

Здесь 𝑛 — вектор внешней нормали к границе, 𝜑 — функция, достаточно
гладкая в направлении, перпендикулярном нормали, а 𝜎 — тензор напря-
жений упругого скелета, связанный с тензором деформаций 𝜀 через тензор
жесткости 𝐶 законом Гука:

𝜎 = 𝐶𝜀.

Поскольку рассматривается ортотропная среда, покомпонентная запись
соотношений между напряжениями и деформациями имеет вид:

𝜎11 = 𝐶11𝜀11 + 𝐶13𝜀33,

𝜎33 = 𝐶13𝜀11 + 𝐶33𝜀33,

𝜎13 = 2𝐶55𝜀13.

(3)

С использованием определения тензора деформаций уравнения (3) пере-
писываются в следующем виде:

𝜎11 = 𝐶11
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ 𝐶13

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
,

𝜎33 = 𝐶13
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ 𝐶33

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
,

𝜎13 = 𝐶55

(︂
𝜕𝑢3

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑢1

𝜕𝑥3

)︂
.

2.2. Эффективная вязкоупругая среда. Система уравнений од-
нородной анизотропной вязкоупругой среды в квазистатической постанов-
ке имеет вид:

𝜕

𝜕𝑥1

[︂
�̂�11(𝜔)

𝜕𝑣1
𝜕𝑥1

+ �̂�13(𝜔)
𝜕𝑣3
𝜕𝑥3

]︂
+

𝜕

𝜕𝑥3

[︂
�̂�55(𝜔)

(︂
𝜕𝑣1
𝜕𝑥3

+
𝜕𝑣3
𝜕𝑥1

)︂]︂
= 0,

𝜕

𝜕𝑥1

[︂
�̂�55(𝜔)

(︂
𝜕𝑣1
𝜕𝑥3

+
𝜕𝑣3
𝜕𝑥1

)︂]︂
+

𝜕

𝜕𝑥3

[︂
�̂�13(𝜔)

𝜕𝑣1
𝜕𝑥1

+ �̂�33(𝜔)
𝜕𝑣3
𝜕𝑥3

]︂
= 0,

(4)

где описывается поле вектора смещения 𝑣 = (𝑣1, 𝑣3)
𝑇 с использованием

частотно-зависимого эффективного тензора жесткости �̂�. Система урав-
нений (4) описывает вязкоупругую среду в области Ω и дополняется усло-
вием на границе

�̂� · 𝑛 = 𝜓 (5)

на тензор напряжений �̂� вязкоупругого материала, где функция 𝜓 обладает достаточной гладкостью в
направлении касательной к границе (рис. 1 b). Поскольку на тензор жесткости не накладывается условие
симметрии, закон Гука записывается в общем виде:

�̂�11 = �̂�11
𝜕𝑣1
𝜕𝑥1

+ �̂�13
𝜕𝑣3
𝜕𝑥3

+ �̂�15

(︂
𝜕𝑣3
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑣1
𝜕𝑥3

)︂
= �̂�11�̂�11 + �̂�13�̂�33 + 2�̂�15�̂�13,

�̂�33 = �̂�13
𝜕𝑣1
𝜕𝑥1

+ �̂�33
𝜕𝑣3
𝜕𝑥3

+ �̂�35

(︂
𝜕𝑣3
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑣1
𝜕𝑥3

)︂
= �̂�13�̂�11 + �̂�33�̂�33 + 2�̂�35�̂�13,

�̂�13 = �̂�15
𝜕𝑣1
𝜕𝑥1

+ �̂�35
𝜕𝑣3
𝜕𝑥3

+ �̂�55

(︂
𝜕𝑣3
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑣1
𝜕𝑥3

)︂
= �̂�15�̂�11 + �̂�35�̂�33 + 2�̂�55�̂�13.

(6)

Исходя из описанных систем уравнений, постановку задачи апскейлинга можно сформулировать сле-
дующим образом. Пусть пороупругая среда в области Ω удовлетворяет системе уравнений пороупругости
в квазистатической постановке (1), а на границе 𝜕Ω выполняются граничные условия (2). Необходимо
построить такую модель вязкоупругой среды, что тензор деформаций �̂� вязкоупругой среды, удовлетво-
ряющей уравнениям (4) в области Ω вместе с граничным условием (5) на 𝜕Ω, будет совпадать с тензором
𝜀 пороупругой среды, соответствующей уравнениям (1) для любых соответствующих граничных условий
(2) и (5).
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3. Оценка эффективного тензора жесткости. Пусть 𝑢(𝜔,𝑥) — решение краевой задачи (1), (2),
𝜀(𝜔,𝑥), 𝜎(𝜔,𝑥) — соответственно тензоры деформации и напряжений. Определим осредненные компонен-
ты тензоров деформации и напряжений по формулам

𝐸𝑖𝑗(𝜔) =
1

𝑉

∫︁
Ω

𝜀𝑖𝑗(𝜔,𝑥)𝑑𝑥,

𝑆𝑖𝑗(𝜔) =
1

𝑉

∫︁
Ω

𝜎𝑖𝑗(𝜔,𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑉

∫︁
Ω

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥)𝜎𝑘𝑙(𝜔,𝑥)𝑑𝑥,

где 𝑉 =

∫︁
Ω

𝑑𝑥 — площадь области Ω. Аналогично, осредненные деформации и напряжения краевой зада-

чи (4), (5) выражаются по формулам

�̂�𝑖𝑗(𝜔) =
1

𝑉

∫︁
Ω

�̂�𝑖𝑗(𝜔,𝑥)𝑑𝑥,

�̂�𝑖𝑗(𝜔) =
1

𝑉

∫︁
Ω

�̂�𝑖𝑗(𝜔,𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑉

∫︁
Ω

�̂�𝑖𝑗𝑘𝑙(𝜔)�̂�𝑘𝑙(𝜔,𝑥)𝑑𝑥.

Из условия однородности вязкоупругой среды, т.е. независимости �̂�𝑖𝑗𝑘𝑙 от пространственных координат
следует, что

�̂�𝑖𝑗(𝜔) = �̂�𝑖𝑗𝑘𝑙(𝜔)
1

𝑉

∫︁
Ω

�̂�𝑘𝑙(𝜔,𝑥)𝑑𝑥 = �̂�𝑖𝑗𝑘𝑙(𝜔)�̂�𝑘𝑙(𝜔).

Из требования совпадения средних напряжений и деформаций

�̂�𝑖𝑗 = 𝐸𝑖𝑗 , �̂�𝑖𝑗 = 𝑆𝑖𝑗 ,

следует соотношение
𝑆𝑖𝑗 = �̂�𝑖𝑗𝑘𝑙(𝜔)𝐸𝑘𝑙, (7)

которое представляет собой СЛАУ относительно восстанавливаемых компонент эффективного тензора
жесткости �̂�𝑖𝑗𝑘𝑙.

Поскольку тензор �̂� произволен, необходимо восстановить все его девять компонент. Однако по
результатам решения одной краевой задачи (1) с заданным граничным условием (2) система уравнений
(7) состоит из трех соотношений для трех компонент тензоров напряжений и деформаций и является
недоопределенной системой трех уравнений относительно девяти неизвестных компонент �̂�𝑖𝑗𝑘𝑙. Таким
образом, для доопределения СЛАУ необходимо решить три задачи с линейно независимыми граничными
условиями. В итоге доопределенная СЛАУ для нахождения �̂�𝑖𝑗𝑘𝑙 по результатам решения трех линейно
независимых краевых задач имеет вид:

𝑆𝑚
11 = �̂�11𝐸

𝑚
11 + �̂�13𝐸

𝑚
33 + �̂�15𝐸

𝑚
13,

𝑆𝑚
33 = �̂�31𝐸

𝑚
11 + �̂�33𝐸

𝑚
33 + �̂�35𝐸

𝑚
13,

𝑆𝑚
13 = �̂�51𝐸

𝑚
11 + �̂�53𝐸

𝑚
33 + �̂�55𝐸

𝑚
13,

(8)

где 𝑚 = 1, 2, 3.
С использованием полученных решением системы уравнений (8) компонент тензора �̂� выражаются

частотно-зависимые фазовые скорости сейсмической волны в направлении координатных осей и величина,
обратная добротности, показывающая относительное падение амплитуды волны за период [20, 31]:

𝑉𝑝1 = Re

√︃
�̂�11

𝜌
, 𝑉𝑝3 = Re

√︃
�̂�33

𝜌
, 𝑉𝑠 = Re

√︃
�̂�55

𝜌
,

1

𝑄p1
=

Im �̂�11

Re �̂�11

,
1

𝑄p3
=

Im �̂�33

Re �̂�33

,
1

𝑄s
=

Im �̂�55

Re �̂�55

,

где 𝜌 — плотность.
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3.1. Постановка краевых задач для восстановления эффективного тензора жесткости.
Для формирования системы (8) система уравнений Био в квазистатической постановке рассматривается
в прямоугольной области Ω = [𝐿1

1, 𝐿
1
2]× [𝐿3

1, 𝐿
3
2]. Следовательно, граничное условие (2) в покомпонентной

форме имеет вид:

𝜎 · 𝑛 =

(︃
𝜎11

𝜎13

)︃
=

(︃
−𝜑11

−𝜑13

)︃
, 𝑤 = 0, 𝑥1 = 𝐿1

1,

𝜎 · 𝑛 =

(︃
𝜎11

𝜎13

)︃
=

(︃
𝜑11

𝜑13

)︃
, 𝑤 = 0, 𝑥1 = 𝐿1

2,

𝜎 · 𝑛 =

(︃
𝜎13

𝜎33

)︃
=

(︃
−𝜑13

−𝜑33

)︃
, 𝑤 = 0, 𝑥3 = 𝐿3

1,

𝜎 · 𝑛 =

(︃
𝜎13

𝜎33

)︃
=

(︃
𝜑13

𝜑33

)︃
, 𝑤 = 0, 𝑥3 = 𝐿3

2.

Для получения трех линейно независимых решений граничные условия для трех краевых задач (1), (2)
задаются следующим образом:

• Задача 1 (одноосная нагрузка вдоль оси 𝑂𝑥1): 𝜑11 = 1, 𝜑33 = 0, 𝜑13 = 0;

• Задача 2 (одноосная нагрузка вдоль оси 𝑂𝑥3): 𝜑11 = 0, 𝜑33 = 1, 𝜑13 = 0;

• Задача 3 (сдвиговое нагружение): 𝜑11 = 0, 𝜑33 = 0, 𝜑13 = 1.

4. Алгоритм численного решения задачи апскейлинга.

4.1. Конечно-разностная аппроксимация уравнений Био. Для численного решения краевых
задач система уравнений (1) с граничными условиями (2) аппроксимируется конечно-разностной схемой
на разнесенных сетках, широко используемых при сейсмическом моделировании [32–34], с равномерны-
ми шагами ℎ1 и ℎ3 в направлении осей 𝑂𝑥1 и 𝑂𝑥3 соответственно. Расчетная сетка состоит из групп
узлов (𝑥1)𝑗1 = ℎ1𝑗1 и (𝑥3)𝑗3 = ℎ3𝑗3 с целыми индексами, а также узлов (𝑥1)𝑗1+1/2 = ℎ1(𝑗1 + 1/2) и
(𝑥3)𝑗3+1/2 = ℎ3(𝑗3+1/2), где 𝑗1, 𝑗3 — целые. В этих группах узлов определены компоненты решения систе-
мы (1) (𝑢1)𝑗1+1/2,𝑗3 , (𝑤1)𝑗1+1/2,𝑗3 , (𝑢3)𝑗1,𝑗3+1/2, (𝑤3)𝑗1,𝑗3+1/2 , т.е. компоненты векторов смещения твердых
частиц и флюида вдоль оси 𝑂𝑥1 определяются в узлах с дробным индексом по оси 𝑂𝑥1, а компоненты
смещения вдоль оси 𝑂𝑥3 — в узлах с дробным индексом по оси 𝑂𝑥3. В узлах с двумя целыми индек-
сами определяются нормальные напряжения и деформации, а касательные напряжения и деформации
определяются в узлах с двумя дробными индексами. Кроме того, параметры среды заданы в узлах с
целыми индексами, и необходимые для аппроксимации уравнений осреднения этих параметров вычис-
ляются в соответствующих узлах с дробными индексами. Частные производные аппроксимируются со
вторым порядком центральными разностями:

𝐷1[𝑓 ]𝐽1,𝐽3
=

𝑓𝐽1+1/2,𝐽3
− 𝑓𝐽1−1/2,𝐽3

ℎ1
,

𝐷3[𝑓 ]𝐽1,𝐽3 =
𝑓𝐽1,𝐽3+1/2 − 𝑓𝐽1,𝐽3−1/2

ℎ3
,

где 𝑓 — компонента вектора решения, 𝐽1 и 𝐽3 принимают как целые, так и дробные значения в соответ-
ствии с узлом, в котором аппроксимируется производная.
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С использованием аппроксимации производных конечно-разностная схема, аппроксимирующая си-
стему уравнений (1), принимает вид:

(𝐶11)𝑗1+1,𝑗3𝐷1[𝑢1]𝑗1+1,𝑗3 − (𝐶11)𝑗1,𝑗3𝐷1[𝑢1]𝑗1,𝑗3
ℎ1

+
(𝐶13)𝑗1+1,𝑗3𝐷3[𝑢3]𝑗1+1,𝑗3 − (𝐶13)𝑗1,𝑗3𝐷3[𝑢3]𝑗1,𝑗3

ℎ1
+

+
(𝛼1𝑀)𝑗1+1,𝑗3𝐷1[𝑤1]𝑗1+1,𝑗3 − (𝛼1𝑀)𝑗1,𝑗3𝐷1[𝑤1]𝑗1,𝑗3

ℎ1
+

(𝛼1𝑀)𝑗1+1,𝑗3𝐷3[𝑤3]𝑗1+1,𝑗3 − (𝛼1𝑀)𝑗1,𝑗3𝐷3[𝑤3]𝑗1,𝑗3
ℎ1

+

+
(𝐶55)𝑗1+1/2,𝑗3+1/2𝐷1[𝑢3]𝑗1+1/2,𝑗3+1/2 − (𝐶55)𝑗1+1/2,𝑗3−1/2𝐷1[𝑢3]𝑗1+1/2,𝑗3−1/2

ℎ3
+

+
(𝐶55)𝑗1+1/2,𝑗3+1/2𝐷3[𝑢1]𝑗1+1/2,𝑗3+1/2 − (𝐶55)𝑗1+1/2,𝑗3−1/2𝐷3[𝑢1]𝑗1+1/2,𝑗3−1/2

ℎ3
= 0,

(𝐶13)𝑗1,𝑗3+1𝐷1[𝑢1]𝑗1,𝑗3+1 − (𝐶13)𝑗1,𝑗3𝐷1[𝑢1]𝑗1,𝑗3
ℎ3

+
(𝐶33)𝑗1,𝑗3+1𝐷3[𝑢3]𝑗1,𝑗3+1 − (𝐶33)𝑗1,𝑗3𝐷3[𝑢3]𝑗1,𝑗3

ℎ3
+

+
(𝛼3𝑀)𝑗1,𝑗3+1𝐷1[𝑤1]𝑗1,𝑗3+1 − (𝛼3𝑀)𝑗1,𝑗3𝐷1[𝑤1]𝑗1,𝑗3

ℎ3
+

(𝛼3𝑀)𝑗1,𝑗3+1𝐷3[𝑤3]𝑗1,𝑗3+1 − (𝛼3𝑀)𝑗1,𝑗3𝐷3[𝑤3]𝑗1,𝑗3
ℎ3

+

+
(𝐶55)𝑗1+1/2,𝑗3+1/2𝐷1[𝑢3]𝑗1+1/2,𝑗3+1/2 − (𝐶55)𝑗1−1/2,𝑗3+1/2𝐷1[𝑢3]𝑗1−1/2,𝑗3+1/2

ℎ1
+

+
(𝐶55)𝑗1+1/2,𝑗3+1/2𝐷3[𝑢1]𝑗1+1/2,𝑗3+1/2 − (𝐶55)𝑗1−1/2,𝑗3+1/2𝐷3[𝑢1]𝑗1−1/2,𝑗3+1/2

ℎ1
= 0,

(𝛼1𝑀)𝑗1+1,𝑗3𝐷1[𝑢1]𝑗1+1,𝑗3 − (𝛼1𝑀)𝑗1,𝑗3𝐷1[𝑢1]𝑗1,𝑗3
ℎ1

+
(𝛼3𝑀)𝑗1+1,𝑗3𝐷3[𝑢3]𝑗1+1,𝑗3 − (𝛼3𝑀)𝑗1,𝑗3𝐷3[𝑢3]𝑗1,𝑗3

ℎ1
+

+
𝑀𝑗1+1,𝑗3𝐷1[𝑤1]𝑗1+1,𝑗3 −𝑀𝑗1,𝑗3𝐷1[𝑤1]𝑗1,𝑗3

ℎ1
+

𝑀𝑗1+1,𝑗3𝐷3[𝑤3]𝑗1+1,𝑗3 −𝑀𝑗1,𝑗3𝐷3[𝑤3]𝑗1,𝑗3
ℎ1

=

= 𝑖𝜔 (𝜂/𝜅1)𝑗1+1/2,𝑗3
(𝑤1)𝑗1+1/2,𝑗3 ,

(𝛼1𝑀)𝑗1,𝑗3+1𝐷1[𝑢1]𝑗1,𝑗3+1 − (𝛼1𝑀)𝑗1,𝑗3𝐷1[𝑢1]𝑗1,𝑗3
ℎ3

+
(𝛼3𝑀)𝑗1,𝑗3+1𝐷3[𝑢3]𝑗1,𝑗3+1 − (𝛼3𝑀)𝑗1,𝑗3𝐷3[𝑢3]𝑗1,𝑗3

ℎ3
+

+
𝑀𝑗1,𝑗3+1𝐷1[𝑤1]𝑗1,𝑗3+1 −𝑀𝑗1,𝑗3𝐷1[𝑤1]𝑗1,𝑗3

ℎ3
+

𝑀𝑗1,𝑗3+1𝐷3[𝑤3]𝑗1,𝑗3+1 −𝑀𝑗1,𝑗3𝐷3[𝑤3]𝑗1,𝑗3
ℎ3

=

= 𝑖𝜔 (𝜂/𝜅3)𝑗1,𝑗3+1/2 (𝑤3)𝑗1,𝑗3+1/2. (9)

В результате рассматриваемая схема аппроксимирует систему (1) со вторым порядком при посто-
янных коэффициентах уравнений. В случае наличия разрывных коэффициентов они модифицируются
с использованием метода баланса [35–39]. В частности, предполагается, что коэффициенты постоянны
внутри ячеек сетки с центрами в узлах с целыми индексами. Тогда параметры (𝐶𝑘𝑙)𝑗1,𝑗3 , 𝑀𝑗1,𝑗3 и другие
присутствуют в схеме в неизменном виде. Однако, поскольку параметры (𝐶55)𝑗1+1/2,𝑗3+1/2, (𝜂/𝜅1)𝑗1+1/2,𝑗3

,
(𝜂/𝜅3)𝑗1,𝑗3+1/2 возникают в схеме, но не определены в узлах с дробными индексами, необходимо опреде-
лить соответствующие модификации коэффициентов:

(𝜂/𝜅1)𝑗1+1/2,𝑗3
= 0.5 ((𝜂/𝜅1)𝑗1+1,𝑗3 + (𝜂/𝜅1)𝑗1,𝑗3) ,

(𝜂/𝜅3)𝑗1,𝑗3+1/2 = 0.5 ((𝜂/𝜅3)𝑗1,𝑗3+1 + (𝜂/𝜅3)𝑗1,𝑗3) ,

(𝐶55)𝑗1+1/2,𝑗3+1/2 = 4

[︂
1

(𝐶55)𝑗1+1,𝑗3+1
+

1

(𝐶55)𝑗1+1,𝑗3

+
1

(𝐶55)𝑗1,𝑗3+1
+

1

(𝐶55)𝑗1,𝑗3

]︂−1

,

представляющие среднее арифметическое и среднее гармоническое значений параметра в соседних уз-
лах, где они определены. Важно отметить, что описанные выше формулы верны для внутренних узлов
расчетной сетки, в то время как аппроксимация уравнений в граничных узлах вовлекает аппроксима-
цию граничных условий. Ниже рассматривается аппроксимация граничных условий на участке границы
при 𝑥1 = 𝐿1

2. Аппроксимация граничных условий на остальной части граничных узлов расчетной обла-
сти выполняется аналогично. Пусть на части границы 𝑥1 = 𝐿1

2 лежат узлы (𝑥1)𝑗𝑁1 с целыми индексами.
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Необходимо рассмотреть три граничных условия:

𝜎11 = 𝐶11
𝜕𝑢1

𝜕𝑥1
+ 𝐶13

𝜕𝑢3

𝜕𝑥3
+ 𝛼1𝑀

(︂
𝜕𝑤1

𝜕𝑥1
+

𝜕𝑤3

𝜕𝑥3

)︂
= 𝜑11,

𝜎13 = 𝐶55

(︂
𝜕𝑢1

𝜕𝑥3
+

𝜕𝑢3

𝜕𝑥1

)︂
= 𝜑13,

𝑤1 = 0.

Для аппроксимации граничных условий применяется метод погруженной границы [40, 41]. Рассмот-
рим конечно-разностную аппроксимацию первого и третьего уравнений системы (1) в узлах (𝑥1)𝑗𝑁1 = 𝐿2

1

и разрешим их относительно компонент смещения (𝑤1)𝑗𝑁1 +1/2 и (𝑢1)𝑗𝑁1 +1/2:

(𝑤1)𝑗𝑁1 +1/2,𝑗3 = −(𝑤1)𝑗𝑁1 −1/2,𝑗3 ,

(𝑢1)𝑗𝑁1 +1/2,𝑗3 = (𝑢1)𝑗𝑁1 −1/2,𝑗3 +
ℎ1

(𝐶11)𝑗𝑁1 ,𝑗3

[︁
𝜑11 − (𝐶13)𝑗𝑁1 ,𝑗3𝐷3[𝑢3]𝑗𝑁1 ,𝑗3

]︁
−

ℎ1(𝛼1𝑀)𝑗𝑛1 ,𝑗3

(𝐶11)𝑗𝑁1 ,𝑗3

[︁
𝐷1[𝑤1]𝑗𝑁1 ,𝑗3 +𝐷3[𝑤3]𝑗𝑁1 ,𝑗3

]︁
.

Полученные значения используются в формулах (9). Для второго граничного условия метод погру-
женной границы применяется непосредственно к компоненте тензора напряжений 𝜎13:

(𝜎13)𝑗𝑁1 +1/2,𝑗3+1/2 = 2𝜑13 − (𝜎13)𝑗𝑁1 −1/2,𝑗3+1/2.

Полученное значение затем используется во втором уравнении системы (9):

(𝐶13)𝑗1,𝑗3+1𝐷1[𝑢1]𝑗1,𝑗3+1 − (𝐶13)𝑗1,𝑗3𝐷1[𝑢1]𝑗1,𝑗3
ℎ3

+
(𝐶33)𝑗1,𝑗3+1𝐷3[𝑢3]𝑗1,𝑗3+1 − (𝐶33)𝑗1,𝑗3𝐷3[𝑢3]𝑗1,𝑗3

ℎ3
+

+
(𝛼3𝑀)𝑗1,𝑗3+1𝐷1[𝑤1]𝑗1,𝑗3+1 − (𝛼3𝑀)𝑗1,𝑗3𝐷1[𝑤1]𝑗1,𝑗3

ℎ3
+

(𝛼3𝑀)𝑗1,𝑗3+1𝐷3[𝑤3]𝑗1,𝑗3+1 − (𝛼3𝑀)𝑗1,𝑗3𝐷3[𝑤3]𝑗1,𝑗3
ℎ3

+

+
(𝐶55)𝑗1+1/2,𝑗3+1/2𝐷1[𝑢3]𝑗1+1/2,𝑗3+1/2 + (𝐶55)𝑗1+1/2,𝑗3+1/2𝐷3[𝑢1]𝑗1+1/2,𝑗3+1/2 − 𝜑13

ℎ1/2
= 0

Результирующая СЛАУ замкнута и может быть решена с использованием любого решателя СЛАУ.
4.2. Численное решение СЛАУ. СЛАУ по результатам аппроксимации (9) системы уравнений (1)

имеет комплекснозначную плохо обусловленную матрицу. В частности, граничные условия Неймана при-
водят к вырождению матрицы. Поэтому предлагается использовать прямой решатель на основе метода
Гаусса для решения СЛАУ. В частности, используется решатель Intel MKL PARDISO, оптимальный для
решения задач в двумерной постановке. Проверка производительности решателя при решении системы
уравнений, аппроксимирующей уравнения Био, выполнялась с использованием серверного процессора
Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2690 v2 3.00 GHz с 10 ядрами и 256 ГБ оперативной памяти решением задач
для набора частот. В частности, рассматривается набор 48 частот в диапазоне от 0 до 6.4 · 109 Гц. Для
каждой частоты необходимо решить задачу с тремя наборами граничных условий, как описано выше.
Поэтому с каждой матрицей СЛАУ, соответствующей фиксированной частоте, необходимо использовать
три вектора правой части. Изменение значения частоты влияет лишь на диагональные элементы матрицы
СЛАУ, остальные ее элементы не меняются. В свою очередь, изменение граничных условий влияет лишь
на вектор правой части СЛАУ. Эти свойства СЛАУ для решения задачи апскейлинга используются при
реализации алгоритма, позволяя оптимизировать процесс вычислений.

Рассмотрим задачу, соответствующую одному тесту на нагружение образца среды, т.е. одному век-
тору правой части СЛАУ и одному значению частоты. Решение задачи разделяется на следующие этапы:

1. Построение матрицы 𝐴(𝜔) СЛАУ и вектора правой части 𝑏 с использованием уравнений (9). Время
выполнения — 13 с.
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2. Переупорядочивание матрицы 𝐴(𝜔) с применением PARDISO — подготовительный этап для сокра-
щения затрат памяти и времени расчета на следующем этапе факторизации. Время выполнения —
20 с.

3. Факторизация матрицы с применением PARDISO. В частности, выполняется 𝐿𝑈 -разложение 𝐴 [42].
Время выполнения — 57 с.

4. Нахождение решения СЛАУ 𝑥 с применением PARDISO. Время выполнения — 7 с.
5. Восстановление эффективного тензора жесткости эквивалентной вязкоупругой среды �̂� решением

системы уравнений (8). Время выполнения — 3 с.
Суммарное время выполнения всех этапов для одной частоты составляет около 100 с. При наивной реа-
лизации алгоритма требуется выполнить 144 запуска алгоритма, так как для каждого значения из набора
48 частот необходимо решить СЛАУ для трех разных правых частей. Поэтому при таком подходе ито-
говое вычислительное время составляет 14400 с или приблизительно 4 ч. Однако, поскольку изменение
граничных условий не меняет матрицы СЛАУ, этапы ее построения, переупорядочивания и факторизации
выполняются один раз для фиксированной частоты и трех векторов правых частей. Более того, примене-
ние параллелизации вычислений с использованием OpenMP позволяет одновременно решать три СЛАУ
с тремя разными правыми частями. В этом случае затраты времени на решение одной и трех СЛАУ
одинаковые. В итоге, вышеперечисленные особенности реализации позволяют сократить время расчета
по сравнению с временем в случае наивной реализации втрое до 4800 секунд или менее полутора часов.

Кроме того, так как при изменении частоты в системе (1) в соответствующей матрице СЛАУ меня-
ются только диагональные элементы, полное построение матрицы потребуется лишь один раз. Дополни-
тельно этап переупорядочивания использует информацию о положении ненулевых элементов в матрице.
Поэтому этот этап независим от изменения ненулевого значения диагонального элемента, а следовательно
и от смены частоты, что позволяет выполнять его один раз для всего набора частот.

Все вышеперечисленное позволяет существенно сократить время вычислений:
1. Построение матрицы СЛАУ: ≈ 13 с для всего набора частот.
2. Переупорядочивание PARDISO: ≈ 20 с для всего набора частот.
3. Факторизация PARDISO: 48× (≈ 57 с).
4. Решение СЛАУ PARDISO: 48× (≈ 7 с) (параллельно для трех правых частей).
5. Постпроцессинг: 48× (≈ 3 с) для трех правых частей.

Итоговое время расчета составляет около 3250 с или меньше часа. Выполнение алгоритма для задачи с
размерами области 10002 узлов требует около 18 ГБ оперативной памяти, что позволяет проводить расчет
на персональном компьютере.

Отметим, что оценка времени вычислений выполняется для конкретной конфигурации использу-
емого оборудования и конкретной задачи, однако относительное ускорение за счет сокращения числа
выполнений этапов полного построения матрицы и ее переупорядочивания не изменится. Более того,
относительное ускорение приближается к 1.5 при увеличении числа используемых частот.

5. Численные эксперименты. В работе выполняются два набора численных экспериментов. В
экспериментах первого набора рассматриваются относительно простые модели слоистой среды, и эти экс-
перименты проводятся для верификации представленного алгоритма оценки затухания на основе решения
задачи апскейлинга. Второй набор численных экспериментов проводится с вовлечением более сложных
трещиноватых моделей среды для исследования влияния структуры трещиноватости и микромасштаб-
ной анизотропии физических свойств на индуцированные волной флюидопотоки в трещиновато-пористой
флюидонасыщенной среде [12, 43].

5.1. Верификация алгоритма. Для верификации алгоритма численной оценки затухания рас-
сматриваются две модели изотропной периодической слоистой среды, построенной с использованием двух
моделей пороупругого флюидонасыщенного материала [43]. Значения параметров для обоих материалов
указаны в табл. 1.

Численные эксперименты первого набора проводятся с целью оценки порядка сходимости алгорит-
ма в зависимости от измельчения вычислительной сетки. Расчетная область — участок слоистой среды,
который состоит из восьми попеременных слоев первого и второго материалов (табл. 1), как схематично
показано на рис. 2. Толщины всех слоев одинаковы, кроме верхнего и нижнего граничных слоев, пред-
ставленных одним и тем же материалом и имеющих половинную толщину относительно остальных слоев.
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Таблица 1. Параметры моделей материалов слоистой среды

Table 1. Layered media materials properties

Параметры
Parameters

Материал 1
Material 1

Материал 2
Material 2

Объемный модуль сжатия твердой фазы, 𝐾𝑠 (Па)
Bulk modulus of solid phase, 𝐾𝑠 (Pa)

37 · 109 37 · 109

Плотность твердой фазы, 𝜌𝑠 (кг/м3)
Solid phase density, 𝜌𝑠 (kg/m3)

2650 2650

Пористость, 𝜑
Porosity, 𝜑

0.1 0.37

Объемный модуль сжатия осушенного скелета, 𝐾𝑚 (Па)
Bulk modulus of drained skeleton, 𝐾𝑚 (Pa)

26 · 109 2.68 · 109

Модуль сдвига осушенного скелета, 𝜇𝑚 (Па)
Shear modulus of drained skeleton, 𝜇𝑚 (Pa)

31 · 109 0.857 · 109

Проницаемость, 𝜅 (м2)
Permeability, 𝜅 (m2)

10−14 10−11

Объемный модуль сжатия флюида, 𝐾𝑓 (Па)
Bulk modulus of fluid, 𝐾𝑓 (Па)

2.25 · 109 2.25 · 109

Плотность флюида, 𝜌𝑓 (кг/м3)
Fluid Density, 𝜌𝑓 (kg/m3)

1090 1090

Динамическая вязкость флюида, 𝜂 (Па·с)
Fluid dynamic viscosity, 𝜂 (Па·с)

0.001 0.001

Параметр Био-Уиллиса, 𝛼
Biot-Willis parameter, 𝛼

0.297297297 0.927567567

𝑀 20.089678 · 109 5.570601 · 109

a) b)

Рис. 2. Схематическое изображение модели слоистой среды и ее дискретизации: a) грубая сетка; b) мелкая сетка.
Белые слои соответствуют первой модели материала, серые — второй (табл. 1)

Fig. 2. Schematic representation of layered media model and discretization: a) coarse mesh; b) fine mesh.
White layers correspond to material 1, gray correspond to material 2 (table 1)

Объемная доля каждого материала в расчетной области составляет 0.5. Размер области — 0.8 × 0.8 м,
толщина одного внутреннего слоя составляет 0.1 м. Для оценки скорости сходимости алгоритма исполь-
зуется последовательность вложенных сеток 𝐺0, 𝐺1, . . . , 𝐺5 таких, что сетка 𝐺𝑛+1 получена из сетки 𝐺𝑛

разбиением шага сетки пополам. Шаг сетки ℎ0
1 = ℎ0

3 = 0.05 м для 𝐺0, ℎ1
1 = ℎ1

3 =
0.05

2
м для 𝐺1, и т.д. В

общем случае, для сетки 𝐺𝑛 шаг ℎ𝑛
1 = ℎ𝑛

3 =
0.05

2𝑛
м. Так, число узлов сетки на толщину слоя равно двум

для сетки 𝐺0, четырем для 𝐺1 и т.д. до 64 узлов на толщину слоя для сетки 𝐺5.
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Рис. 3. Оценка частотно-зависимой величины, обратной добротности, для набора измельченных расчетных сеток:
a) вдоль слоев; b) поперек слоев. Цвета соответствуют сеткам в следующем порядке: 𝐺0 — красный, 𝐺1 —

зеленый, 𝐺2 — синий, 𝐺3 — голубой, 𝐺4 — розовый, 𝐺5 — черный

Fig. 3. Inverse quality factor estimation for refined meshes set: a) along layers; b) transverse to layers. Colors
correspond to meshes in the following order: 𝐺0 — red, 𝐺1 — green, 𝐺2 — blue, 𝐺3 — cyan, 𝐺4 — magenta, 𝐺5 — black

Для оценки частотно-зависимого затухания в слоистой среде численно решается задача квазиста-
тической нагрузки образца слоистой среды на наборе 21 частоты в диапазоне от 1/16 до 640 Гц. По
результатам численного моделирования нагружения образцов выполняется оценка частотно-зависимого
эффективного тензора жесткости эквивалентной вязкоупругой среды. Наконец, при помощи восстанов-

1.10

1.15

1.20

1.25

𝐶(𝑛)

2 3 4 5
𝑛

Рис. 4. Оценка порядка сходимости затухания
для набора измельченных сеток

Fig. 4. Convergence rate for attenuation
estimation for refined meshes set

ленного тензора жесткости оценивается величина, обратная
добротности, для продольных сейсмических волн, проходя-
щих в направлении осей 𝑂𝑥1 (вдоль слоев) и 𝑂𝑥3 (поперек
слоев). Оценки величины, обратной добротности, представ-
лены на рис. 3. На рисунке видно, что оценка сходится с из-
мельчением сетки. Оценку порядка сходимости можно сфор-
мулировать следующим образом [37]:

𝐶(𝑛) = − log2

(︃
‖𝑄−1

𝑛+1 −𝑄−1
𝑛 ‖

‖𝑄−1
𝑛 −𝑄−1

𝑛−1‖

)︃
,

где 𝑄−1
𝑛 — оценка величины, обратной добротности, с ис-

пользованием сетки 𝐺𝑛. Оценка порядка сходимости 𝐶(𝑛)

представлена на рис. 4. Из оценки видно, что порядок схо-
димости равен 1. Малый порядок сходимости объясняется
неоднородностью модели и потерей точности при аппрокси-
мации граничных условий.

Отметим, что сходимость решения на наборе измельченных сеток не гарантирует его сходимости к
аналитическому решению. Для исследования сходимости к аналитической оценке затухания используется
одномерная модель Уайта [44], для которой приводится аналитическая оценка частотно-зависимого зату-
хания в слоистой пороупругой среде. Однако оценка справедлива для неограниченной слоистой среды,
в то время как конечный размер расчетной области влияет на решение и, следовательно, на разницу
между численной и аналитической оценками. Таким образом, при стремлении размера расчетной области
вдоль слоев к бесконечности численная оценка затухания должна сходиться к аналитической. Более того,
должен сохраняться первый порядок сходимости решения по отношению к размеру области.

Для исследования сходимости численной оценки затухания к аналитической рассматриваются три
слоистые модели. Слоистые модели образованы 32 слоями аналогично предыдущим слоистым моделям с
материалами из табл. 1. Толщина одного слоя — 0.1 м. Три модели различаются размером вдоль слоев,
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Рис. 5. Схематическое изображение моделей слоистой среды с увеличением размера
расчетной области вдоль слоев

Fig. 5. Schematic representation of layered media models with increasing size of computational domain along the layers
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Рис. 6. К распространению P-волн в слоистой среде перпендикулярно слоям: a) величина, обратная добротности;
b) фазовая скорость. Черными пунктирными линиями представлены аналитические оценки. Цветные линии

соответствуют численным оценкам, полученным на разных сетках — 512× 512 (красный),
1024× 512 (зеленый) и 2048× 512 (синий) узлов

Fig. 6. P-waves propagation in layered media transverse to the layers: a) inverse quality factor; b) phase velocity. Black
dashed lines represent analytical estimations. Colored lines correspond to numerical estimations obtained with different

meshes — 512× 512 (red), 1024× 512 (green) и 2048× 512 (blue) nodes

0 100 102 Частота, Гц
Frequency, Hz

0

2

4

6

1

𝑄
×10−3

Рис. 7. Величина, обратная добротности для P-волны,
распространяющейся в слоистой среде вдоль слоев.
Цветные линии соответствуют численным оценкам,

полученным на разных сетках — 512× 512 (красный),
1024× 512 (зеленый) и 2048× 512 (синий) узлов

Fig. 7. Inverse quality factor for P-wave propagating in
layered media along the layers. Colored lines correspond to

numerical estimations obtained with different meshes —
512× 512 (red), 1024× 512 (green)

and 2048× 512 (blue) nodes

что схематично показано на рис. 5. Используемая
расчетная сетка соответствует сетке 𝐺3 из преды-
дущего набора численных экспериментов с шагом
ℎ1 = ℎ3 = 0.05/8 м. Размеры расчетной сетки со-
ставляют 512 × 512, 1024 × 512 и 2048 × 512 уз-
лов для первой, второй и третьей моделей соот-
ветственно. По результатам численного моделиро-
вания квазистатического нагружения выполняется
оценка частотно-зависимых фазовых скоростей P-
и S-волн и величины, обратной добротности, для
набора 21 частоты в диапазоне от 1/16 до 640 Гц.

На рис. 6 представлены оценки величины, об-
ратной добротности, и фазовой скорости P-волны,
проходящей поперек слоев, в сравнении с аналити-
ческими оценками [44]. Видно, что численная оцен-
ка фазовой скорости близка к аналитической, а от-
носительная ошибка не превышает 2% в широком
диапазоне частот. Величина, обратная добротно-
сти, проходящей вдоль слоев P-волны тривиальна
[44], и численная оценка сходится с первым поряд-

https://road.issn.org/


80 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2023, 24 (1), 67–88. doi 10.26089/NumMet.v24r106

0∘ 30∘ 60∘ 90∘
2500

3000

3500

4000

𝑉𝑝, м/с 𝑉𝑝, m/s

a)

0∘ 30∘ 60∘ 90∘
1000

1200

1400

1600

1800

2000
𝑉𝑠, м/с 𝑉𝑠, m/s

b)

Рис. 8. Зависимости фазовых скоростей волн с центральной частотой 10 Гц, распространяющихся в слоистой
среде, от угла падения: a) P-волна; b) S-волна. Цветные линии соответствуют численным оценкам, полученным

на разных сетках — 512× 512 (красный), 1024× 512 (зеленый) и 2048× 512 (синий) узлов

Fig. 8. Phase velocity dependencies on angle of incidence for waves with central frequency of 10 kHz propagating in
layered media: a) P-wave; b) S-wave. Colored lines correspond to numerical estimations obtained with different

meshes — 512× 512 (red), 1024× 512 (green) и 2048× 512 (blue) nodes

ком к нулю (рис. 7). Кроме того, первый порядок сходимости наблюдается для оценок фазовой скорости
P-волны и S-волны в зависимости от их угла падения для центральной частоты 10 Гц (рис. 8). Численные
эксперименты повторяют эксперименты из работы [43], и результаты показывают хорошее соответствие
оценок.

5.2. Частотно-зависимая анизотропия трещиновато-пористой среды. Численные экспери-
менты второго набора выполняются с целью оценки влияния связности трещин и микромасштабной ани-
зотропии материала-наполнителя трещин на макроскопические свойства среды — затухание и дисперсию.

§ 5.2.1. Влияние связности трещин на затухание. Следующий ряд численных экспериментов направ-
лен на исследование влияния глобальной связности трещин во всей расчетной области на затухание,
вызванной индуцированными волной флюидопотоками как между вмещающей породой и трещинами
(FB-WIFF), так и между связанными трещинами (FF-WIFF) [12, 43]. Связность в трещиноватой среде
представлена средней длиной перколяции (непрерывного пути по трещинам) в направлении координат-
ных осей. В частности, длина перколяции в рассматриваемых моделях обеспечивается протяженными
цепочками пересекающихся микромасштабных трещин двух семейств (вертикальных и горизонтальных),
распределенных в расчетной области равномерно. Особенности алгоритма построения используемых мо-
делей трещиноватой среды, а также статистический анализ геометрии систем трещин представлены в
работе [45]. Всего в экспериментах используется 48 образцов трещиноватой среды — 8 реализаций моделей
по 6 различных степеней связности трещин (средних длин перколяции). Примеры моделей трещиноватой
среды изображены на рис. 9. В рассматриваемых моделях связность трещин меняется от практического
отсутствия пересечений микромасштабных трещин (рис. 9 a) до формирования цепочек трещин, обеспе-
чивающих большую среднюю длину перколяции (рис. 9 c).

a) b) c)

Рис. 9. Модели трещиноватой среды с разной степенью связности: a) непересекающиеся трещины;
b) средняя степень связности; c) высокая степень связности. Оранжевым цветом показана вмещающая порода,

черным — трещины

Fig. 9. Models of fractured media with different fracture connectivity degree: a) non-intersecting fractures;
b) medium fracture connectivity; c) high fracture connectivity.

Orange color represents background, black — fractures
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Более того, рассматривается реалистичная анизотропная модель материала, заполняющего трещи-
ны. В частности, анизотропия определяется ориентацией трещин. Предполагается, что основной мак-
ромасштабный поток флюида в трещиноватой среде обеспечивается трещинами. Следовательно, в слу-
чае химически активного флюида, например раствора CO2, основное направление коридоров порового
пространства будет совпадать с направлением вдоль трещин, что подтверждается лабораторными [46] и
численными экспериментами [41, 47].

В численных экспериментах рассматриваются три модели материала, заполняющего трещины. Пер-
вая модель материала соответствует наполнителю трещин, расположенных вдоль оси 𝑂𝑥1, вторая мо-
дель — материалу в трещинах, расположенных вдоль 𝑂𝑥3, третья модель — материалу в пересечениях
трещин двух ориентаций. Физические свойства вмещающей породы и наполнителя трещин указаны в
табл. 2 (второй, третий и четвертый столбцы). Свойства материала в пересечениях трещин не указаны
в таблице отдельно, поскольку для него параметры 𝐶11 и 𝐶33 совпадают с 𝐶11 для трещин вдоль 𝑂𝑥1,

𝛼1𝑀 и 𝛼3𝑀 совпадают с 𝛼1𝑀 для трещин вдоль 𝑂𝑥1,
𝜂

𝜅1
и

𝜂

𝜅3
совпадают с

𝜂

𝜅1
для трещин вдоль 𝑂𝑥1, а

остальные свойства совпадают со свойствами для трещин вдоль 𝑂𝑥1 и 𝑂𝑥3.

Результирующие оценки затухания
1

𝑄𝑝
и

1

𝑄𝑠
соответственно для P-волны и S-волны для всех восьми

реализаций модели с непересекающимися трещинами и осредненная оценка затухания представлены на
рис. 10. Видно, что оценка для отдельной реализации достаточно близка к осредненной, что свидетель-

Таблица 2. Параметры моделей трещиноватой среды: изотропная вмещающая порода (первая строка),
анизотропный наполнитель для трещин разных ориентаций (вторая и третья строки), изотропные наполнители

трещин (четвертая и пятая строки)
Table 2. Fractured media model properties: isotropic background (second column), anisotropic fracture-filling material

for different orientations (third and fourth columns), isotropic fracture-filling material (fifth and sixth columns)

Параметры
Parameters

𝐶11 𝐶13 𝐶33 𝐶55 𝑀 𝛼1𝑀 𝛼3𝑀
𝜂

𝜅1

𝜂

𝜅3

Вмещающая порода
Background

6.910·1010 7.159·1010 6.910·1010 3.097·1010 2.010·1010 5.953·109 5.953·109 1·1012 1·1012

Траектория вдоль 𝑂𝑥

Trajectory along 𝑂𝑥
3.896·1010 1.981·1010 4.643·1010 1.131·1010 9.429·109 6.502·109 6.051·109 7.072·106 1.887·109

Траектория вдоль 𝑂𝑧

Trajectory along 𝑂𝑧
4.643·1010 1.981·1010 3.896·1010 1.131·1010 9.429·109 6.051·109 6.502·109 1.887·109 7.072·106

“Жесткий”
“Stiff”

4.643·1010 2.381·1010 4.643·1010 1.131·1010 9.488·109 5.767·109 5.767·109 1.887·109 1.887·109

“Мягкий”
“Soft”

3.896·1010 1.634·1010 3.896·1010 1.131·1010 9.330·109 6.854·109 6.854·109 7.072·106 7.072·106
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Рис. 10. Графики зависимостей величины, обратной добротности, от частоты волны в среде с
непересекающимися трещинами: a) для P-волны; b) для S-волны. Серыми линиями показаны оценки для
отдельных реализаций модели, черной пунктирной линией показана осредненная по реализациям оценка

Fig. 10. Plots of inverse quality factor dependencies on wave frequency in the media with nonintersecting fractures:
a) for P-wave; b) for S-wave. Gray lines represent estimations for single model realization, black dashed line represents

realization-averaged estimations
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Рис. 11. Графики зависимостей величины, обратной добротности, от частоты волны в трещиноватой среде с
глобальной связностью трещин: a) для P-волны; b) для S-волны. Цвета линий обозначают различную степень

связности трещин, росту связности соответствует порядок: черный, розовый, голубой, синий, зеленый, красный

Fig. 11. Plots of inverse quality factor dependencies on wave frequency in fractured media with global fracture
connectivity: a) for P-wave; b) for S-wave. Line colors represent different connectivity degrees, connectivity increase

corresponds to the following order: black, magenta, cyan, blue, green, red

ствует о репрезентативности моделей для построения средней оценки затухания для отдельной степени
связности трещин. В рассматриваемом диапазоне частот наблюдаются два пика затухания. Первый пик
находится на относительно низкой частоте (500 Гц) и соответствует флюидопотокам типа FB-WIFF. Вто-
рой пик затухания, в свою очередь, возникает на высокой частоте (порядка МГц) и появляется вследствие
флюидопотоков типа FF-WIFF. Ожидаемо наблюдается большая интенсивность затухания в результате
флюидопотоков между вмещающей средой и трещинами, вызванная разницей физических свойств двух
материалов, на низкой частоте по сравнению с интенсивностью затухания, обеспечиваемого флюидопо-
токами между трещинами. Такое соотношение объясняется слабыми флюидопотоками в отдельных мик-
ромасштабных трещинах.

На рис. 11 представлены осредненные оценки величины, обратной добротности, для моделей шести
рассматриваемых степеней связности трещин. Результаты показывают, что при росте глобальной связно-
сти трещин преобладающее затухание на относительно низкой частоте сменяется преобладающим затуха-
нием на высоких частотах. В частности, наблюдается уменьшение интенсивности пика, соответствующего
флюидопотокам типа FB-WIFF, с одновременным увеличением интенсивности пика, соответствующего
флюидопотокам типа FF-WIFF. Такое изменение затухания объясняется формированием протяженных
цепочек связанных трещин, с ростом длины которых растет и интенсивность соответствующих флюи-
допотоков в трещинах. Более того, наблюдается небольшой сдвиг характерной частоты пика затухания
вследствие FB-WIFF, вызванный ростом характерного размера неоднородности (кластера трещин) в среде
с ростом связности.

§ 5.2.2. Проявление микромасштабной анизотропии наполнителя трещин. Наконец, последний ряд
численных экспериментов выполняется для оценки влияния микромасштабной анизотропии трещинова-
той среды на флюидопотоки в ней и соответствующее затухание. Рассматриваются модели самой высокой
степени связности из предыдущей серии экспериментов. Для сопоставления результатов и демонстрации
проявления анизотропии наполнителя трещин наряду с анизотропной моделью материала (из предыду-
щей серии расчетов) рассматриваются две модели изотропного наполнителя трещин. Первая модель соот-
ветствует “жесткому” материалу (табл. 2, четвертая строка) и определяется меньшей проницаемостью и
бо́льшими компонентами тензора жесткости вдоль трещин, чем в анизотропной модели. Напротив, вторая
изотропная модель соответствует “мягкому” материалу (табл. 2, пятая строка) и определяется высокой
проницаемостью в направлении обеих координатных осей и меньшими значениями упругих модулей.

Результирующие осредненные оценки затухания, вызванного флюидопотоками, представлены на
рис. 12. Видно, что при одинаковой вмещающей породе для всех трех случаев (анизотропного, “жест-
кого” и “мягкого” наполнителей трещин) оценки затухания существенно различаются на всем рассмат-
риваемом диапазоне частот для P-волны и на высоких частотах для S-волны. Низкая проницаемость в
“жестком” наполнителе трещин приводит к практическому отсутствию флюидопотоков между пересекаю-
щимися трещинами в случае P-волны (рис. 12 a). Это наблюдение также подтверждается наличием лишь
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Рис. 12. Графики зависимостей величины, обратной добротности, от частоты волны в трещиноватой среде с
различными наполнителями трещин: a) для P-волны; b) для S-волны. Штрих-пунктирной линией показаны
графики для “жесткого” изотропного, пунктирной линией — для “мягкого” изотропного, сплошной — для

анизотропного материалов в трещинах

Fig. 12. Plots of inverse quality factor dependencies on wave frequency in fractured media with different fracture-filling
materials: a) for P-wave; b) for S-wave. Dash-dotted line represents dependencies for “stiff” isotropic,

dashed line — for “soft” isotropic, solid line — for anisotropic material in fractures

одного пика затухания, соответствующего флюидопотокам типа FB-WIFF. При “мягком” наполнителе
трещин наблюдается интенсивное затухание, вызванное флюидопотоками обоих типов, выражающееся
двумя соответствующими пиками большой амплитуды. Анизотропный же наполнитель трещин приводит
к промежуточному по интенсивности (между двумя предельными случаями изотропных материалов) за-
туханию. Однако, в отличие от случая “жесткого” материала, наблюдаются два пика затухания вследствие
флюидопотоков обоих типов, причем высокочастотный пик затухания выше низкочастотного, поскольку
рассматривается модель с высокой степенью связности трещин. Затухание при анизотропном наполните-
ле трещин в рассматриваемом диапазоне частот ниже, чем при “мягком” наполнителе, и пик затухания,
вызванного флюидопотоками типа FB-WIFF, ниже, чем аналогичный пик при “жестком” наполнителе.
Результирующие оценки затухания S-волны (рис. 12 b) различаются существенно лишь на высокой часто-
те, где представлено затухание, вызванное флюидопотоками между трещинами. Причем пик затухания
вследствие FF-WIFF наблюдается даже в случае “жесткого” наполнителя трещин, однако он сдвинут и
частично сливается с низкочастотным пиком. Низкочастотные пики затухания вследствие FB-WIFF во
всех трех рассматриваемых случаях близки.

6. Заключение. Представлен алгоритм численного моделирования квазистатического нагружения
образца пороупругой флюидонасыщенной среды для решения задачи численного апскейлинга трещиновато-
пористой флюидонасыщенной среды. Результатом апскейлинга является однородная анизотропная вязко-
упругая модель образца, определяемая комплекснозначным частотно-зависимым эффективным тензором
жесткости, с помощью которого выполняется оценка частотно-зависимых фазовой скорости и затухания
сейсмических волн. Для решения задачи апскейлинга решается система уравнений, аппроксимирующая
систему уравнений Био ортотропной пороупругой среды в частотной области для набора центральных
частот и набора векторов правых частей, соответствующего ряду задач по нагружению образца.

Алгоритм основан на конечно-разностной аппроксимации уравнений Био в квазистатической по-
становке неоднородной анизотропной пороупругой среды. Полученная СЛАУ решается с использованием
прямого решателя Intel MKL PARDISO. Для сокращения времени расчета используется замечание о неиз-
менности недиагональных элементов матрицы СЛАУ при изменении частоты. Данное свойство позволяет
строить полную матрицу СЛАУ один раз и для других частот определять только диагональные элементы.
Более того, для сокращения числа ненулевых элементов в 𝐿𝑈 -разложении матрицы системы выполняется
переупорядочивание строк и столбцов матрицы СЛАУ, что сокращает время расчета на 30%. Кроме того,
использование прямого метода решения СЛАУ позволяет параллельно решать СЛАУ для трех разных
векторов правых частей, что дает дополнительное сокращение времени расчета. Таким образом, учет осо-
бенностей задачи в реализации алгоритма сокращает итоговое время расчета приблизительно в 4 раза по
сравнению с наивной реализацией. Предложенная реализация позволяет решать задачу апскейлинга для
расчетных областей размерами до 2000× 2000 узлов на одной вычислительной машине и соответственно
позволяет рассматривать репрезентативные модели трещиновато-пористых сред.
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Разработанный алгоритм применяется для исследования влияния связности трещин и микромас-
штабной анизотропии материала в трещинах на частотно-зависимые фазовую скорость волн и затухание,
вызванное флюидопотоками, индуцированными сейсмической волной. В частности, показано, что рост
глобальной связности трещин уменьшает интенсивность потоков между вмещающей породой и трещи-
нами, но увеличивает интенсивность флюидопотоков между связанными трещинами, что выражается в
соответствующем частотно-зависимом затухании. Кроме того, оценки затухания для моделей с различ-
ными моделями материала-наполнителя трещин показывают проявление микромасштабной анизотропии
материала в трещинах. Таким образом, предложенный способ оценки затухания в трещиновато-пористой
флюидонасыщенной среде может быть применен для выявления зависимостей между структурой трещи-
новатости и физическими свойствами пород и затуханием, представляющих ценность для задач монито-
ринга трещиноватых формаций.
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