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Аннотация: Работа посвящена построению параллельных алгоритмов решения прямой
начально-краевой задачи и обратной задачи о восстановлении правой части для уравнения
диффузии с дробной производной по времени. При использовании дополнительной информа-
ции о решении в некоторой внутренней точке обратная задача сводится к прямой задаче для
вспомогательного уравнения. После применения конечно-разностных схем задачи сводятся к
решению систем линейных алгебраических уравнений. Разработанные алгоритмы основаны на
методе параллельной прогонки и реализованы для многоядерных процессоров с использованием
технологии OpenMP. Проведены численные эксперименты для исследования производительно-
сти разработанных алгоритмов.
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1. Введение. Дробные дифференциальные уравнения являются математическим аппаратом для
описания многих реальных физических процессов. Область их практического применения продолжает
расширяться [1–5]. Разработка эффективных численных алгоритмов решения прямых и обратных задач
для дифференциальных уравнений с дробными производными представляет на сегодняшний день значи-
тельный теоретический и практический интерес. Это обусловлено способностью моделировать с помощью
таких уравнений процессы аномальной диффузии [6–8].

Классическая начально-краевая задача для дифференциального уравнения состоит в определении
решения из уравнения и дополнительных граничных и начальных условий. Примером обратных задач
являются задачи определения неизвестных коэффициентов уравнения или неизвестных граничных или
начальных условий [9]. При этом используется некоторая дополнительная априорная информация о реше-
нии. Обратные задачи часто являются некорректными, нарушая требования существования, единствен-
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ности, а также непрерывной зависимости решения от входных данных. Достижение корректности обычно
обеспечивается за счет сужения класса допустимых решений.

Для приближенного решения задач для уравнения диффузии с дробной производной по времени
используются различные вычислительные подходы [10–15]. Вычислительные затраты численных методов
решения дробных уравнений будут высокими из-за нелокальных свойств дробных производных. Разработ-
ка и использование эффективных параллельных численных алгоритмов для решения задач для дробных
дифференциальных уравнений становится чрезвычайно важной проблемой. Этой проблеме посвящены
работы отечественных и зарубежных авторов [16–24].

Данная работа посвящена построению и реализации параллельных алгоритмов решения начально-
краевой задачи и обратной задачи о восстановлении правой части для уравнения диффузии с дробной
производной по времени. После применения конечно-разностных схем задачи сводятся к решению систем
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Для решения систем используется метод параллельной
прогонки. Алгоритмы реализованы на многоядерных процессорах с использованием технологии парал-
лельного программирования OpenMP.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 приведены постановки прямой и обратной
задач. Раздел 3 содержит метод решения начально-краевой задачи, способ дискретизации и аппрокси-
мации уравнения, разностную схему. В разделе 4 описан подход к решению обратной задачи, построены
вспомогательное уравнение и разностная схема для его решения. В разделе 5 описан метод параллель-
ной прогонки. Раздел 6 посвящен параллельной реализации алгоритмов на многоядерном процессоре и
проведению численных экспериментов.

2. Постановка задачи. Работа посвящена исследованию дифференциального уравнения с дробной
производной по времени

𝜕𝛼𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝛼
= 𝑎(𝑥)

𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑏(𝑥)

𝜕𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑐(𝑥)𝑈(𝑥, 𝑡) + 𝑑(𝑥, 𝑡), (1)

где 𝑈(𝑥, 𝑡) — неизвестная функция, 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑐(𝑥) — известные коэффициентные функции, 0 < 𝛼 < 1 —
порядок дробной производной, 𝑑(𝑥, 𝑡) — функция правой части.

Производная 𝜕𝛼𝑈(𝑥, 𝑡)/𝜕𝑡𝛼 рассматривается в смысле Капуто [12]:

𝐷𝛼𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝑚− 𝛼)

𝑡∫︁
0

𝑓 (𝑚)(𝑠)

(𝑡− 𝑠)𝛼−𝑚+1
𝑑𝑠,

где 𝑚 = ⌈𝛼⌉ (𝑚− 1 < 𝛼 < 𝑚, 𝑚 ∈ Z), 𝑡 > 0.
Задачи рассматриваются на пространственном отрезке 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝛾 и временно́м промежутке 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 .

Начальные и граничные условия:

𝑈(0, 𝑡) = 𝑔1(𝑡), 𝑈(𝛾, 𝑡) = 𝑔2(𝑡), 𝑈(𝑥, 0) = 𝑔0(𝑥), (2)

где 𝑔0(𝑥), 𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡) — заданные функции.
Классическая начально-краевая прямая задача состоит в нахождении неизвестной функции 𝑈(𝑥, 𝑡)

уравнения (1) по известной правой части 𝑑(𝑥, 𝑡) и начальным и граничным условиям (2).
Обратная задача состоит в одновременном нахождении неизвестной функции 𝑈(𝑥, 𝑡) и правой части

𝑑(𝑥, 𝑡) по начальным и граничным условиям (2) с использованием априорной информации [9].
Предполагается, что правая часть имеет вид

𝑑(𝑥, 𝑡) = 𝜂(𝑡) · 𝜓(𝑥),

где 𝜓(𝑥) — известная функция, а 𝜂(𝑡) — искомая зависимая от времени функция.
Известна дополнительная информация о решении в некоторой внутренней точке:

𝑈(𝑥*, 𝑡) = 𝜙(𝑡), 0 < 𝑥* < 𝛾. (3)

3. Метод решения прямой задачи. Для дискретизации уравнения (1) на сетке пространственный
отрезок [0, 𝛾] разбивается равномерно 𝑀 точками с шагом ℎ = ∆𝑥 = 𝛾/𝑀 . Временной отрезок [0, 𝑇 ]

разбивается 𝑁 точками с шагом 𝜏 = ∆𝑡 = 𝑇/𝑁 . Обозначим узловые точки 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 ∈ {0, 1, . . . ,𝑚} и
𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}. Значения функций в узловых точках обозначим как 𝑈𝑖,𝑗 = 𝑈(𝑥𝑖, 𝑡𝑗).
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Для аппроксимации дробной производной Капуто воспользуемся формулой первого порядка [12]

𝐷𝛼
𝑡 𝑈𝑖,𝑛

∼= 𝜎𝛼,𝜏

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤
(𝛼)
𝑗 (𝑈𝑖,𝑛−𝑗+1 − 𝑈𝑖,𝑛−𝑗),

𝜎𝛼,𝜏 =
1

Γ(1− 𝛼)(1− 𝛼)𝜏𝛼
, 𝑤

(𝛼)
𝑗 = 𝑗1−𝛼 − (𝑗 − 1)1−𝛼.

(4)

Применяя неявную схему к уравнению (1), получим на временно́м шаге 𝑛 для внутренних точек
𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑀 − 1} разностные уравнения

𝜎𝛼,𝜏

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑤
(𝛼)
𝑗 (𝑈𝑖,𝑛−𝑗+1 − 𝑈𝑖,𝑛−𝑗) =

= 𝑎𝑖
𝑈𝑖−1,𝑛 − 2𝑈𝑖,𝑛 + 𝑈𝑖+1,𝑛

ℎ2
+ 𝑏𝑖

𝑈𝑖+1,𝑛 − 𝑈𝑖−1,𝑛

2ℎ
+ 𝑐𝑖𝑈𝑖,𝑛 + 𝑑𝑖,𝑛.

После преобразований получаем

𝜎𝛼,𝜏 (𝑈𝑖,𝑛 − 𝑈𝑖,𝑛−1) + 𝜎𝛼,𝜏

𝑛∑︁
𝑗=2

𝑤
(𝛼)
𝑗 (𝑈𝑖,𝑛−𝑗+1 − 𝑈𝑖,𝑛−𝑗) =

=

(︂
𝑎𝑖
ℎ2

− 𝑏𝑖
2ℎ

)︂
𝑈𝑖−1,𝑛 +

(︂
𝑐𝑖 −

2𝑎𝑖
ℎ2

)︂
𝑈𝑖,𝑛 +

(︂
𝑎𝑖
ℎ2

+
𝑏𝑖
2ℎ

)︂
𝑈𝑖+1,𝑛 + 𝑑𝑖,𝑛.

В результате имеем

−𝑝𝑖𝑈𝑖−1,𝑛 + 𝑞𝑖𝑈𝑖,𝑛 − 𝑟𝑖𝑈𝑖+1,𝑛 = 𝜎𝛼,𝜏

⎛⎝𝑈𝑖,𝑛−1 −
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑤
(𝛼)
𝑗 (𝑈𝑖,𝑛−𝑗+1 − 𝑈𝑖,𝑛−𝑗)

⎞⎠+ 𝑑𝑖,𝑛, (5)

где

𝑝𝑖 =
𝑎𝑖
ℎ2

− 𝑏𝑖
2ℎ
, 𝑞𝑖 = 𝜎𝛼,𝜏 − 𝑐𝑖 +

2𝑎𝑖
ℎ2

, 𝑟𝑖 =
𝑎𝑖
ℎ2

+
𝑏𝑖
2ℎ
.

Запишем разностные уравнения (5) во внутренних точках 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑀 − 1} в виде СЛАУ

𝐴𝑈𝑛 = 𝐹𝑛, (6)

где

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑞1 −𝑟1

−𝑝2 𝑞2 −𝑟2

. . . . . . . . .

−𝑝𝑀−2 𝑞𝑀−2 −𝑟𝑀−2

−𝑝𝑀−1 𝑞𝑀−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

вектор неизвестных
𝑈𝑛 = [𝑈1,𝑛, 𝑈2,𝑛, . . . , 𝑈𝑀−1,𝑛]

⊺
,

вектор правой части

𝐹𝑛 = [𝑓1,𝑛 + 𝑝1𝑈0,𝑛, 𝑓2,𝑛, . . . , 𝑓𝑀−2,𝑛, 𝑓𝑀−1,𝑛 + 𝑟𝑀−1𝑈𝑀,𝑛]
⊺
,

𝑓𝑖,𝑛 = 𝜎𝛼,𝜏

⎛⎝𝑈𝑖,𝑛−1 −
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑤
(𝛼)
𝑗 (𝑈𝑖,𝑛−𝑗+1 − 𝑈𝑖,𝑛−𝑗)

⎞⎠+ 𝑑𝑖,𝑛.
(7)

Таким образом, для численного решения начально-краевой задачи (1)–(2) необходимо на каждом
последовательном временно́м шаге решить СЛАУ (6) с трехдиагональной матрицей. В работе [24] показана
безусловная устойчивость применяемой разностной схемы.
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4. Метод решения обратной задачи. В работе [9] предложен подход к решению обратной задачи
восстановления зависимости правой части от времени для классического дифференциального уравнения
с целыми производными. Применим данный подход к уравнению с дробной производной по времени.

4.1. Построение вспомогательного уравнения. Решение задачи о восстановлении правой части
рассматривается при следующих дополнительных ограничениях на функцию 𝜓(𝑥):

1) 𝜓(𝑥*) ̸= 0 во внутренней точке 𝑥* (см. формулу (3));

2) 𝜓(𝑥) достаточно гладкая функция (𝜓 ∈ 𝐶2[0, 𝛾]);

3) 𝜓(0) = 𝜓(𝛾) = 0.

При данных ограничениях обратная задача является корректной, т.е. решение [𝑈(𝑥, 𝑡), 𝜂(𝑡)] непре-
рывно зависит от входных данных 𝑔0(𝑥) и 𝜓(𝑥).

Будем искать решение 𝑈(𝑥, 𝑡) в виде

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝜃(𝑡)𝜓(𝑥) +𝑊 (𝑥, 𝑡), (8)

где
𝜕𝛼𝜃(𝑡)

𝜕𝑡𝛼
= 𝜂(𝑡).

Подставив (8) в (3), получаем

𝜃(𝑡) =
𝜙(𝑡)−𝑊 (𝑥*, 𝑡)

𝜓(𝑥*)
. (9)

После подстановки (8) и (9) в уравнение (1) получим вспомогательное уравнение для 𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝛼𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝛼
= 𝑎(𝑥)

𝜕2𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑏(𝑥)

𝜕𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑐(𝑥)𝑊 (𝑥, 𝑡)+

+
𝜙(𝑡)−𝑊 (𝑥*, 𝑡)

𝜓(𝑥*)

(︂
𝑎(𝑥)

𝜕2𝜓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑏(𝑥)

𝜕𝜓(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑐(𝑥)𝜓(𝑥, 𝑡)

)︂
. (10)

Будем рассматривать простейшие граничные условия 𝑔1(𝑡) = 0, 𝑔2(𝑡) = 0, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇 . Тогда
граничные и начальное условия для уравнения (10) примут вид

𝑊 (0, 𝑡) = 0, 𝑊 (𝛾, 𝑡) = 0, 𝑊 (𝑥, 0) = 𝑔0(𝑥). (11)

Таким образом, обратная задача (1)–(2) сводится к прямой начально-краевой задаче (10)–(11).
4.2. Разностная схема для вспомогательного уравнения. Дискретизация и аппроксимация

уравнения (10) выполняется аналогичным способом, как и для уравнения (1). Предполагаем, что точка
наблюдения соответствует внутреннему узлу с индексом 𝑘: 𝑥* = 𝑥𝑘.

После преобразований получаем разностные уравнения на временно́м шаге 𝑛 для внутренних точек
𝑖 ∈ {1, . . . ,𝑀 − 1}

− 𝑝𝑖𝑊𝑖−1,𝑛 + 𝑞𝑖𝑊𝑖,𝑛 − 𝑟𝑖𝑊𝑖+1,𝑛 +
𝑒𝑖
𝜓𝑘
𝑊𝑘,𝑛 =

= 𝜎𝛼,𝜏

⎛⎝𝑊𝑖,𝑛−1 −
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑤
(𝛼)
𝑗 (𝑊𝑖,𝑛−𝑗+1 −𝑊𝑖,𝑛−𝑗)

⎞⎠+
𝜙𝑛𝑒𝑖
𝜓𝑘

,

где

𝑒𝑖 = 𝑎𝑖
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
(𝑥𝑖) + 𝑏𝑖

𝜕𝜓

𝜕𝑥
(𝑥𝑖) + 𝑐𝑖𝜓(𝑥𝑖).

Отметим, что уравнения содержат нелокальный член 𝑊𝑘,𝑛.
Будем искать решение в виде

𝑊𝑖,𝑛 = 𝑋𝑖,𝑛 +𝑊𝑘,𝑛𝑍𝑖,𝑛. (12)

Алгоритм решения обратной задачи на каждом последовательном временно́м шаге 𝑛 имеет следую-
щий вид.
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1. Решим две вспомогательные системы для 𝑋𝑛 = [𝑋1,𝑛, . . . , 𝑋𝑀−1,𝑛] и 𝑍𝑛 = [𝑍1,𝑛, . . . , 𝑍𝑀−1,𝑛]:

𝐴𝑋𝑛 = 𝐹𝑛, 𝐴𝑍𝑛 = 𝐸𝑛, (13)

где
𝐹𝑛 = [𝑓1,𝑛, 𝑓2,𝑛, . . . , 𝑓𝑀−2,𝑛, 𝑓𝑀−1,𝑛],

𝑓𝑖,𝑛 = 𝜎𝛼,𝜏

⎛⎝𝑊𝑖,𝑛−1 −
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑤
(𝛼)
𝑗 (𝑊𝑖,𝑛−𝑗+1 −𝑊𝑖,𝑛−𝑗)

⎞⎠+
𝜙𝑛𝑒𝑖
𝜓𝑘

,

𝐸𝑛 = [𝑒1,𝑛, 𝑒2,𝑛, . . . , 𝑒𝑀−2,𝑛, 𝑒𝑀−1,𝑛],

𝑒𝑖,𝑛 = − 𝑒𝑖
𝜓𝑘
.

2. Подставив 𝑖 = 𝑘 в формулу (12), вычислим нелокальный член 𝑊𝑘,𝑛 = 𝑋𝑘,𝑛/(1− 𝑍𝑘,𝑛) (при условии
1− 𝑍𝑘,𝑛 ̸= 0).

3. По формуле (12) найдем остальные значения 𝑊𝑖,𝑛.

4. Вычислим 𝜃𝑛 = (𝜙𝑛 −𝑊𝑘,𝑛)/𝜓𝑘.

5. Найдем искомые значения 𝑈𝑖,𝑛 = 𝜃𝑛𝜓𝑖 + 𝑊𝑖,𝑛, 𝜂𝑛 = 𝐷𝛼
𝑡 𝜃𝑛 по формуле аппроксимации дробной

производной Капуто (см. (4)).

5. Метод параллельной прогонки. Отметим, что и начально-краевая задача, и обратная задача
восстановления зависимости правой части от времени для уравнения (1) сводятся к решению СЛАУ с
трехдиагональной матрицей (система (6) для прямой задачи или пара систем (13) для обратной задачи).

В данной работе для решения СЛАУ на многоядерных процессорах используется эффективный пря-
мой метод параллельной прогонки, предложенный и исследованный в работах [25, 26].

В работе [25] алгоритм параллельной прогонки рассматривается для решения краевой задачи для
трехточечного разностного уравнения на интервале (0, 𝑛). Идея распараллеливания алгоритма прогон-
ки заключается в разбиении исходного интервала (0, 𝑛) на 𝐿 интервалов распараллеливания (𝑘, 𝑘 +𝑚),

𝑘 = 0,𝑚, . . . , 𝑛 − 𝑚 так, что 𝑛 = 𝐿 · 𝑚. Точки разбиения 𝑘 = 0,𝑚, . . . , 𝑛 выбираются в качестве узлов
распараллеливания, а искомые неизвестные в узлах — в качестве параметрических неизвестных — 𝑌𝑘. От-
носительно 𝑌𝑘 строится редуцированная система уравнений, после решения которой остальные искомые
неизвестные находятся на 𝐿 интервалах независимо.

В работе [26] алгоритм параллельной прогонки обобщается следующим образом для решения систем
уравнений с трехдиагональными матрицами общего вида⎧⎪⎨⎪⎩

𝐶0𝑌0 −𝐵0𝑌1 = 𝐹0 , 𝑖 = 0,

−𝐴𝑖𝑌𝑖−1 + 𝐶𝑖𝑌𝑖 −𝐵𝑖𝑌𝑖+1 = 𝐹𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

−𝐴𝑛𝑌𝑛−1 + 𝐶𝑛𝑌𝑛 = 𝐹𝑛 , 𝑖 = 𝑛.

(14)

Обозначим
Λℎ𝑌𝑖 ≡ −𝐴𝑖𝑌𝑖−1 + 𝐶𝑖𝑌𝑖 −𝐵𝑖𝑌𝑖+1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1.

На 𝐿 интервалах рассмотрим следующие задачи:

Λℎ𝑈𝑖 = 0, 𝑈𝑘 = 1, 𝑈𝑘+𝑚 = 0,

Λℎ𝑉𝑖 = 0, 𝑉𝑘 = 0, 𝑉𝑘+𝑚 = 1, (15)

Λℎ𝑊𝑖 = 𝐹𝑖, 𝑊𝑘 = 0, 𝑊𝑘+𝑚 = 0,

где 𝑖 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑘 +𝑚− 1.
Если 𝑈𝑖, 𝑉𝑖,𝑊𝑖 — решения задач (15) на (𝑘, 𝑘+𝑚), а 𝑌𝑖 — решение исходной задачи (14) на (𝑘, 𝑘+𝑚),

то по принципу суперпозиции 𝑌𝑖 на (𝑘, 𝑘+𝑚) может быть записано в виде линейной комбинации решений
𝑈𝑖, 𝑉𝑖,𝑊𝑖

𝑌𝑖 = 𝑌𝑘𝑈𝑖 + 𝑌𝑘+𝑚𝑉𝑖 +𝑊𝑖. (16)
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Подставляя (16) в систему (14) в точках 𝑘 = 0,𝑚, . . . , 𝑛, получим редуцированную систему уравнений
относительно параметров 𝑌𝑘

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶0𝑌0 −𝐵0𝑌𝑚 = 𝐹 0 , 𝑘 = 0,

−𝐴𝑘𝑌𝑘−𝑚 + 𝐶𝑘𝑌𝑘 −𝐵𝑘𝑌𝑘+𝑚 = 𝐹 𝑘 , 𝑘 = 𝑚, 2𝑚, . . . , 𝑛−𝑚,

−𝐴𝑛𝑌𝑛−𝑚 + 𝐶𝑛𝑌𝑛 = 𝐹𝑛 , 𝑘 = 𝑛.

(17)

Коэффициенты системы (17) определяются следующим образом:

𝐶0 = 𝐶0 −𝐵0𝑈1, 𝐵0 = 𝐵0𝑉1, 𝐹 0 = 𝐹0 +𝐵0𝑊1,

𝐴𝑘 = 𝐴𝑘𝑈𝑘−1, 𝐶𝑘 = 𝐶𝑘 −𝐴𝑘𝑉𝑘−1 −𝐵𝑘𝑈𝑘+1,

𝐵𝑘 = 𝐵𝑘𝑉𝑘+1, 𝐹 𝑘 = 𝐹𝑘 +𝐴𝑘𝑊𝑘−1 +𝐵𝑘𝑊𝑘+1.

𝐴𝑛 = 𝐴𝑛𝑈𝑛−1, 𝐶𝑛 = 𝐶𝑛 −𝐴𝑛𝑉𝑛−1, 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛 +𝐴𝑛𝑊𝑛−1.

(18)

После вычисления параметров 𝑌𝑘 остальные искомые неизвестные 𝑌𝑖 находятся из (16) на каждом из 𝐿
интервалов независимо.

Алгоритм параллельной прогонки состоит из следующих шагов:

(15) → (18) → (17) → (16)

Заметим, что редуцированная система уравнений (17) и задачи (15) имеют вид системы (14), но
меньшую размерность. Для решения задач (15) и (17) используется классический метод прогонки.

6. Численные эксперименты на многоядерном процессоре. Численное моделирование процес-
сов, описываемых дробными уравнениями диффузии, требует значительного времени счета. Это обуслов-
лено нелокальными свойствами дробной производной. Для уравнений с дробной производной по времени
вычислительная сложность растет квадратично с увеличением количества временны́х шагов.

На каждом шаге по времени приходится вычислять значения правой части СЛАУ, а затем решать
полученную систему с (𝑀 −2) неизвестными. Вычислительная сложность процедуры вычисления правой
части по формуле (7) растет на каждом временно́м шаге и составляет 𝑂(𝑛×𝑀). Решение СЛАУ прямым
методом имеет постоянную сложность 𝑂(𝑀).

Одним из способов ускорения решения задач является использование параллельных вычислений.
В данной работе для реализации параллельных алгоритмов на многоядерном процессоре с векторной
архитектурой использовалась технология OpenMP и средства автоматической векторизации компилятора
Intel C++.

В данном разделе описывается применение алгоритма параллельной прогонки к численному реше-
нию прямых и обратных задач для уравнения диффузии с дробной производной по времени. Приводятся
результаты экспериментов, проведенных на процессоре Intel i9–12900K (8 P-ядер).

В алгоритме параллельной прогонки решение вспомогательных систем (15) классическим методом
прогонки и вычисление решения исходной системы по формуле (16) осуществляется независимо на каждом
интервале. Работа распределяется по OpenMP-потокам. Для вычисления коэффициентов редуцированной
системы (17) по формулам (18) необходимо обеспечить согласование данных на соседних подынтервалах.
Это обеспечивается барьерной синхронизацией с использованием директивы #pragma omp barrier. Реду-
цированная система решается в однопоточном режиме классическим методом прогонки.

Вычисление компонент правой части по формуле (7) может осуществляться независимо. Распарал-
леливание осуществляется разделением интервалов распараллеливания по OpenMP-потокам. Кроме того,
используется автоматическая векторизация путем добавления директивы #pragma vector.

Для снижения объема вычислений может быть применен принцип логарифмической памяти [27],
успешно примененный для решения начально-краевой задачи [24]. Вместо использования равномерной
сетки по времени (принцип полной памяти) для вычисления правой части СЛАУ применяется неравно-
мерная сетка. Самый последний шаг по времени имеет размер 𝜏 , а по мере удаления в прошлое размер
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шага увеличивается. Формула (4) приобретает вид

𝑓𝑖,1 = 𝜎𝛼,𝜏𝑈𝑖,0 + 𝑑𝑖,0 ,

𝑓𝑖,𝑛 = 𝜎𝛼,𝜏𝑈𝑖,𝑛−1 −
∑︁
(𝑗,𝑘)

𝜎(𝑗,𝑘)
𝛼,𝜏 𝑤

(𝛼)
𝑗,𝑘 (𝑈𝑖,𝑛−𝑗+1 − 𝑈𝑖,𝑛−𝑘) + 𝑑𝑖,𝑛 , 𝑛 > 1,

(𝑗, 𝑘) ∈
{︁
(2, 2 + 𝜃0), (2 + 𝜃0, 2 + 𝜃1), (2 + 𝜃1, 2 + 𝜃2), . . . , (2 + 𝜃⌊log𝜃 𝑛⌋, 𝑛)

}︁
,

𝜎(𝑗,𝑘)
𝛼,𝜏 =

1

Γ(1− 𝛼)(1− 𝛼)𝜃𝑘−𝑗𝜏𝛼
, 𝑤

(𝛼)
𝑗,𝑘 = (𝑘)1−𝛼 − (𝑗 − 1)1−𝛼, 0 < 𝛼 < 1,

где 𝜃 ∈ N — растягивающий коэффициент.
Данный прием позволяет снизить сложность процедуры вычисления правой части с 𝑂(𝑛 ×𝑀) до

𝑂(log𝜃 𝑛×𝑀).
6.1. Задача 1. Рассматривается прямая начально-краевая задача для уравнения

𝜕𝛼𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝛼
=
𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ sin

(︁𝜋
2
𝑥
)︁(︂

2

Γ(3− 𝛼)
𝑡2−𝛼 +

𝜋2

4
𝑡2
)︂
, (19)

0 < 𝛼 < 1, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 2, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1,

с краевыми условиями 𝑈(0, 𝑡) = 0, 𝑈(2, 𝑡) = 0, начальным условием 𝑈(𝑥, 0) = 0. Точное решение имеет
вид [13]

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑡2 sin
(︁𝜋
2
𝑥
)︁
.

Эксперименты проводились для параметра 𝛼 = 0.8 на сетке размером 𝑀 = 32× 220, 𝑁 = 64.
Задача 1 решена двумя методами: классическим методом прогонки и методом параллельной про-

гонки. На рис. 1 a показано точное решение задачи. На рис. 1 b показаны точное 𝑈(𝑥, 𝑡) и приближенное
�̃�(𝑥, 𝑡) решения на различных временны́х шагах.

В табл. 1 и 2 представлены результаты вычислительных экспериментов на многоядерном процессоре.
Приводятся время счета 𝑇𝑆 для задачи 1 на различном количестве OpenMP-потоков 𝑆.

Применение метода параллельной прогонки снижает время решения СЛАУ в 2 раза по сравнению с
методом прогонки (табл. 1). Отметим, что доля вычисления правых частей занимает до 70% времени. При
этом погрешность решения методом обычной прогонки 𝛿 =

⃦⃦⃦ ̃︀𝑈 − 𝑈
⃦⃦⃦
∞

= 0.5 · 10−2, погрешность решения

методом параллельной прогонки 𝛿 = 0.8 · 10−2.
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Рис. 1. Решение прямой начально-краевой задачи 1: a) точное решение 𝑈(𝑥, 𝑡); b) точное 𝑈(𝑥, 𝑡) (сплошная
линия) и приближенное ̃︀𝑈(𝑥, 𝑡) (точки) решения на временных шагах 𝑡 = 0.25; 𝑡 = 0.5; 𝑡 = 0.75; 𝑡 = 1

Fig. 1. Solution of the direct initial boundary value problem 1: a) exact solution of 𝑈(𝑥, 𝑡); b) exact 𝑈(𝑥, 𝑡) (solid line)
and approximate ̃︀𝑈(𝑥, 𝑡) (points) solutions at time steps 𝑡 = 0.25; 𝑡 = 0.5; 𝑡 = 0.75; 𝑡 = 1
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Таблица 1. Время решения задачи 1 с использованием полной памяти на сетке 𝑀 = 32× 220, 𝑁 = 64.

Table 1. Computing time for Problem 1 using full memory on grid 𝑀 = 32× 220, 𝑁 = 64.

Время счета / Computing time 𝑇1, с 𝑇2, с 𝑇4, с 𝑇8, с

Метод прогонки / Sweep algorithm (Thomas algorithm)

Общее время счета / Total computing time 34 25.5 21.6 20.2
Вычисление правых частей / Calculation of the right parts 22 13.6 10 8.4
Решение СЛАУ / SLAE solution 11.5 11.5 11.5 11.5

Метод параллельной прогонки / Parallel sweep algorithm

Общее время счета / Total computing time 34 20.5 14 11.7
Вычисление правых частей / Calculation of the right parts 22 13.6 10 8.4
Решение СЛАУ / SLAE solution 11.6 6.3 3.8 3

Таблица 2. Время решения задачи 1 с использованием логарифмической памяти на сетке 𝑀 = 32× 220, 𝑁 = 64.

Table 2. Computing time for Problem 1 using logarithmic memory on grid 𝑀 = 32× 220, 𝑁 = 64.

Время счета / Computing time 𝑇1, с 𝑇2, с 𝑇4, с 𝑇8, с

Метод прогонки / Sweep algorithm (Thomas algorithm)

Общее время счета / Total computing time 24.3 19.7 17.5 16.6
Вычисление правых частей / Calculation of the right parts 12 7.8 5.8 5
Решение СЛАУ / SLAE solution 11.5 11.5 11.5 11.5

Метод параллельной прогонки / Parallel sweep algorithm

Общее время счета / Total computing time 24.4 14.5 10 8.1
Вычисление правых частей / Calculation of the right parts 12 7.8 5.8 5
Решение СЛАУ / SLAE solution 11.6 6.3 3.8 3

Использование логарифмической памяти значительно снижает время вычисления правой части — до
2 раз (табл. 2). Вычисление правых частей теперь занимает меньше времени, чем решение СЛАУ, поэтому
эффект от применения метода параллельной прогонки более заметен. Общее время счета на 8 потоках
снижается в 3 раза, с 24 до 8 секунд.

6.2. Задача 2. Рассматривается обратная задача восстановления зависимости от времени правой
части для уравнения (19) в виде

𝜕𝛼𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝛼
=
𝜕2𝑈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑑(𝑥, 𝑡),

0 < 𝛼 < 1, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 2, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1,

с краевыми условиями 𝑈(0, 𝑡) = 0, 𝑈(2, 𝑡) = 0, начальным условием 𝑈(𝑥, 0) = 0 и правой частью 𝑑(𝑥, 𝑡) =

𝜂(𝑡) · 𝜓(𝑥), 𝜓(𝑥) = sin
(︀
𝜋
2𝑥

)︀
. Точное решение имеет вид

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝑡2 sin
(︁𝜋
2
𝑥
)︁
, 𝜂(𝑡) =

2

Γ(3− 𝛼)
𝑡2−𝛼 +

𝜋2

4
𝑡2.

Эксперименты проводились для параметра 𝛼 = 0.8 на сетке размером 𝑀 = 32 × 220, 𝑁 = 64. Исполь-
зовалась априорная информация о решении в точке 𝑥* = 1: 𝑈(𝑥*, 𝑡) = 𝜙(𝑡) = 𝑡2. Задача 2 решена с
использованием метода параллельной прогонки и принципа полной памяти. На рис. 2 a показаны точное
и приближенное решения 𝑈(𝑥, 𝑡) на различных временны́х шагах. Погрешность составила менее 1 · 10−2.
На рис. 2 b показаны точное и приближенное решения 𝜂(𝑡), погрешность решения 1 · 10−2.

В табл. 3 представлено время счета 𝑇𝑆 для задачи 2 на различном количестве OpenMP-потоков.

7. Заключение. В данной работе построены параллельные алгоритмы решения начально-краевой
задачи и обратной задачи восстановления зависимости правой части от времени для уравнения диффузии
с дробной производной по времени. Показано, что обратная задача сводится к начально-краевой задаче
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Рис. 2. Точные (сплошная линия) и приближенные (точки) решения обратной задачи 2:
a) 𝑈(𝑥, 𝑡) (звездочками обозначены заданные значения решения 𝑈(𝑥*, 𝑡)); b) 𝜂(𝑡)

Fig. 2. Exact (solid line) and approximate (points) solutions of the inverse problem 2:
a) 𝑈(𝑥, 𝑡) (asterisks denote the given values of the solution 𝑈(𝑥*, 𝑡)); b) 𝜂(𝑡)

Таблица 3. Время решения задачи 2 методом параллельной прогонки на сетке 𝑀 = 32× 220, 𝑁 = 64.

Table 3. Computing time for Problem 2 using the parallel sweep method on grid 𝑀 = 32× 220, 𝑁 = 64.

Время счета / Computing time 𝑇1, с 𝑇2, с 𝑇4, с 𝑇8, с

Общее время счета / Total computing time 35 20.4 14.5 11.8
Вычисление правых частей / Calculation of the right parts 22 13.6 10 8.4
Решение СЛАУ / SLAE solution 12 6.5 4 3.2

для вспомогательного уравнения. Алгоритмы решения начально-краевой задачи основаны на использо-
вании неявной конечно-разностной схемы для аппроксимации дифференциального уравнения. После дис-
кретизации и аппроксимации задачи сводятся к решению систем линейных алгебраических уравнений.
Вычислительные алгоритмы включают две объемные подзадачи: вычисление правых частей СЛАУ и ре-
шение СЛАУ. Для ускорения вычисления правых частей в работе используется принцип логарифмической
памяти. Данный прием позволил сократить время вычисления правых частей в 2 раза для модельных
задач. Для реализации процедуры решения СЛАУ использован метод параллельной прогонки, позволив-
ший сократить время счета до 4 раз по сравнению с классическим последовательным методом прогонки.
Общее ускорение при решении модельных задач с размером пространственной сетки 32 × 220 точек на
8-ядерном процессоре достигло 4 раз.

Разработанные алгоритмы будут использованы при решении прикладных задач.
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