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Аннотация: Исследованы закономерности процессов испарения и конденсации чистого пара в
методе решеточных уравнений Больцмана. Выполнено моделирование этих процессов при по-
стоянных во времени потоках пара на границе расчетной области. Показано, что в этом случае
осуществляются квазистационарные режимы испарения и конденсации. Предложен простой
численно эффективный метод задания потока пара на плоской границе расчетной области пу-
тем вычисления функций распределения на входящих характеристиках метода решеточных
уравнений Больцмана. В расчетах показано, что поток массы при испарении плоской поверх-
ности пропорционален разности плотностей насыщенного и окружающего пара при данной
температуре поверхности, что хорошо согласуется с законом Герца–Кнудсена. Результаты трех-
мерного и одномерного моделирования методом решеточных уравнений Больцмана совпадают
с высокой точностью. Показано, что отношение разности плотностей к потоку вещества на гра-
нице фаз при заданной температуре линейно зависит от времени релаксации как для испарения,
так и для конденсации. Исследовано влияние температуры на интенсивность потоков испаре-
ния и конденсации чистого пара. Обнаружена зависимость процессов испарения и конденсации
от времени релаксации, которое определяет кинематическую вязкость флюида.
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Abstract: The regularities of the processes of evaporation and condensation of pure steam in the
method of lattice Boltzmann equations were studied. Simulation of these processes was carried
out with time-stationary steam flows at the boundary of the computational domain. It is shown
that quasi-stationary regimes of evaporation and condensation are realized in this case. A simple
numerically efficient method was proposed for setting the steam flow on the flat boundary of the
computational domain by calculating the distribution functions on the input characteristics of the
lattice Boltzmann method. The calculations show that the mass flow during evaporation of a flat
surface is proportional to the difference in the densities of saturated and ambient vapor at a given
surface temperature that is in a good agreement with the Hertz–Knudsen law. The results of 3D and
1D modeling by the lattice Boltzmann method coincide with high accuracy. It is shown that the ratio
of the density difference to the flow of matter at the phase boundary at a given temperature depends
linearly on the relaxation time, both for evaporation and condensation. The effect of temperature on
the intensity of evaporation and condensation flows of pure steam has been studied. The dependence
of evaporation and condensation processes on the relaxation time, which determines the kinematic
viscosity of the fluid, is found.
Keywords: Lattice Boltzmann equation method, phase transitions, dynamics of multiphase media,
evaporation, condensation, mesoscopic methods, computer simulations, parallel computations,
graphical processing units (GPU).
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1. Введение. Процессы испарения и конденсации являются неотъемлемой частью окружающего
нас мира. Они играют важную роль во многих технологических процессах в разных отраслях науки и
техники. В частности, испарение капель жидкости на нагреваемых поверхностях используется для их
эффективного охлаждения [1–4]. Испарение напрямую определяет процессы кипения жидкостей при их
нагреве выше температуры кипения [5–7]. Определяющую роль процесс испарения играет в механизме
коллективной левитации капель над горячей поверхностью. До сих пор нет удовлетворительного описа-
ния этого процесса, при котором над поверхностью образуется устойчивый двумерный капельный кластер
гексагональной структуры [8–11]. Сама левитация капель над сухой горячей поверхностью происходит
из-за возникновения паровоздушного потока вследствие интенсивного испарения самих капель (эффект
Лейденфроста, 1756 г.) [12]. Для понимания таких процессов необходимо их численное моделирование.
Десятки работ посвящены моделированию процессов испарения и конденсации методом молекулярной
динамики [13–16]. Однако выполнение расчетов этим методом возможно только для наноразмерных си-
стем, когда количество молекул не очень большое. При теоретическом описании испарения и конденсации
используется аппарат молекулярно-кинетической теории [17–19].
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Хорошо известен закон испарения Герца–Кнудсена для чистого пара [17]. Поток массы при испарении
с единицы плоской поверхности жидкости равен 𝐽 = 𝛾(𝑃𝑆−𝑃𝑉 )

√︀
𝑚/2𝜋𝑘𝑇 , где 𝑃𝑆 — давление насыщенных

паров для плоской поверхности при температуре поверхности 𝑇 , 𝑃𝑉 — фактическое давление пара вблизи
поверхности, 𝑚 — масса молекул, 𝑘 — постоянная Больцмана, а коэффициент 𝛾 учитывает отклонение от
идеального уравнения и называется коэффициентом аккомодации. Если для пара использовать формулу
для давления идеального газа 𝑃 = 𝑛𝑘𝑇 , где 𝑛 — концентрация молекул в единице объема, то можно
переписать закон Герца–Кнудсена для плотностей пара

𝐽 = 𝛾(𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 )

√︂
𝑘𝑇

2𝜋𝑚
, (1)

где 𝜌𝑆 — значение плотности насыщенных паров над плоской поверхностью при заданной температуре
согласно кривой сосуществования (бинодали), 𝜌𝑉 — фактическая плотность окружающих паров вблизи
поверхности. Причем величина < 𝑉 +

𝑥 >=
√︀

𝑘𝑇/2𝜋𝑚 является средней скоростью молекул идеального
газа, летящих по направлению к поверхности испарения (или от нее).

Очевидно, что при конденсации потока чистого пара на поверхность основные закономерности не
изменяются. Меняются только знаки потока 𝐽 и разности плотностей (𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 ).

Метод решеточных уравнений Больцмана удобен для компьютерного моделирования таких процес-
сов, так как является методом сквозного счета границ раздела фаз жидкость–пар. В последние годы он
широко применяется для этих целей [5–7]. К сожалению, до сих пор для процессов испарения и конденса-
ции метод решеточных уравнений Больцмана использовался без детального анализа. То есть испарение и
конденсация моделировались так как есть (как получается!). На то, как при этом реально моделируются
испарение и конденсация, до настоящего времени не обращалось внимания.

Вместе с тем, в методе LBE имеется своя специфика, состоящая в том, что средняя безразмерная
скорость псевдочастиц, летящих к поверхности, не зависит от температуры и равна < 𝑉 +

𝑥 >= 1/6 (при
малых значениях безразмерной скорости флюида 𝑢). Кроме того, кинематическая вязкость флюида в
методе LBE в отличие от реальных газов не зависит от температуры 𝑇 , но зависит от времени релаксации
в операторе столкновений. При этом в расчетах [20] для процесса испарения обнаружено, что коэффициент
аккомодации зависит также от температуры и кинематической вязкости флюида.

𝑢0

𝑧

𝑔

0 𝑥

𝑦

a)

𝑧

0 𝑥

b)

Рис. 1. К постановке задачи: a) расчетная область для
трехмерного моделирования, размеры сетки 48×48×240;

b) распределение плотности флюида по высоте

Fig. 1. To formulation of the problem: a) computational
domain for three-dimensional simulations, lattice size
48× 48× 240; b) fluid density distribution over height

Конкретной целью статьи является выявле-
ние особенностей процессов испарения и конденса-
ции при моделировании двухфазных течений ме-
тодом решеточных уравнений Больцмана и уточ-
нение возможностей этой математической модели.

2. Постановка задачи. Для исследования
процессов испарения и конденсации чистого пара
рассматривались задачи об испарении с плоской
поверхности жидкости или о конденсации пара на
нее (рис. 1). Моделирование проводилось в расчет-
ной области, имеющей форму параллелепипеда, на
сетке 𝑛𝑥×𝑛𝑦×𝑛𝑧. Для этого задавалось начальное
состояние системы: часть исследуемой области за-
полнялась жидкостью с плотностью, соответству-
ющей кривой сосуществования при данной темпе-
ратуре. Для процесса испарения жидкость перво-
начально занимала 90% объема, а для процесса
конденсации — 10%. Над плоской поверхностью
жидкости задавалось состояние насыщенного па-
ра при данной температуре. Первоначально везде
принималась скорость 𝑢 = 0. В направлениях 𝑥 и
𝑦 использовались периодические граничные усло-
вия. На нижней границе при 𝑧 = 0 использовались
условия непроскальзывания и непротекания.

Так как резкая граница раздела в началь-
ный момент не соответствует переходному слою
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жидкость–пар в модели решеточных уравнений Больцмана (рис. 1 b), то установление состояния покоя
после первичных осцилляций происходит в течение некоторого времени. Фактически для этого было до-
статочно 500000 шагов.

Для моделирования квазистационарных режимов испарения или конденсации жидкости необходимо
удалять пар из расчетной области или подводить его. Поэтому после затухания первичных осцилляций на
верхней границе расчетной области включались условия, которые обеспечивали однородный постоянный
во времени поток пара вдоль оси 𝑧 с безразмерной скоростью 𝑢0 (рис. 1). Это соответствует оттоку пара
при 𝑢0 > 0 или притоку пара при 𝑢0 < 0.

3. Метод решеточных уравнений Больцмана. Метод LBE (Lattice Boltzmann Equation) был
предложен в 1988 году [21–22]. В основе данного метода лежит использование кинетического уравне-
ния Больцмана с дискретным набором скоростей и регулярной пространственной решеткой. При этом
ансамбль псевдочастиц перемещается по узлам решетки. Метод LBE широко используется для моде-
лирования течений однофазных и двухфазных сред [23–25]. Использовались два варианта метода LBE:
одномерный D1Q3 и трехмерный D3Q19. Скорости частиц 𝑐𝑘 выбраны таким образом, чтобы все частицы
за один шаг по времени перелетали в соседние узлы решетки.

В одномерной модели ограничиваются тремя векторами скорости: 𝑐0 = 0, |𝑐1,−1| = ℎ/∆𝑡, где ℎ —
пространственный шаг сетки, ∆𝑡 — шаг по времени. Для трехмерной девятнадцатискоростной модели
D3Q19 использованы три значения модуля скорости |𝑐𝑘| = 0, ℎ/∆𝑡 и

√
2ℎ/∆𝑡 на кубической решетке (то

есть 𝑁 = 19 векторов скорости).
Эволюция функций распределения 𝑓𝑘 за шаг по времени имеет вид

𝑓𝑘(𝑥+ 𝑐𝑘∆𝑡, 𝑡+∆𝑡) = 𝑓𝑘(𝑥, 𝑡) + Ω𝑘 {𝑓𝑘}+∆𝑓𝑘. (2)

Функции распределения 𝑓𝑘 имеют размерность плотности. Уравнение включает в себя перенос значений
вдоль характеристик, оператор столкновений в форме БГК (Бхатнагара–Гросса–Крука [26])

Ω𝑘 =
𝑓 eq
𝑘 (𝜌,𝑢)− 𝑓𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜏
, (3)

а также изменение функций распределения ∆𝑓𝑘 из-за объемных сил (внутренних и внешних). Равновесные
функции распределения 𝑓 eq

𝑘 обычно определяются по известной формуле [27]

𝑓 eq
𝑘 (𝜌,𝑢) = 𝜌𝑤𝑘

(︃
1 +

(𝑐𝑘·𝑢)
𝜃

+
(𝑐𝑘·𝑢)2

2𝜃2
− 𝑢2

2𝜃

)︃
. (4)

Здесь 𝜃 — нормированная кинетическая температура псевдочастиц, которую можно варьировать в неко-
торых пределах, определяемых устойчивостью метода LBE [28]. Обычно она выбирается равной 𝜃 =

(ℎ/∆𝑡)2/3. Безразмерное время релаксации 𝜏 определяет значение кинематической вязкости флюида
𝜈 = 𝜃(𝜏−1/2)∆𝑡. В безразмерных переменных 𝜃 = 1/3 и 𝜈 = (𝜏−1/2)/3. Весовые коэффициенты для моде-
ли D1Q3 равны 𝑤0 =2/3 и 𝑤1,−1 =1/6. Для модели D3Q19 имеем 𝑤0 =1/3, 𝑤1−6 =1/18 и 𝑤7−18 =1/36 [29].
Гидродинамические переменные: плотность жидкости 𝜌 и скорость 𝑢 в узле вычисляются в соответствии
с формулами

𝜌 =

𝑁∑︁
𝑘=0

𝑓𝑘, (5)

𝜌𝑢 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑓𝑘. (6)

Изменения функций распределения из-за действия объемных сил вычисляются по формуле [30–32]

∆𝑓𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝑓 eq
𝑘 (𝜌,𝑢+∆𝑢)− 𝑓 eq

𝑘 (𝜌,𝑢), (7)

где ∆𝑢 = 𝐹∆𝑡/𝜌 — изменение скорости вещества за шаг по времени, 𝐹 — сила, действующая на вещество
в узле.
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4. Реализация граничных условий. Для моделирования граничных условий непроскальзывания
и непротекания на нижней стенке при 𝑧 = 0 использовалось хорошо известное в методе LBE правило
“отскока” псевдочастиц (“bounce-back” rule [33]).

В терминах гидродинамической задачи для условия квазистационарности процесса на верхней гра-
нице расчетной области необходимо задать граничные условия, соответствующие однородному потоку

пара: непрерывность плотности
𝜕𝜌

𝜕𝑧
= 0 и желаемую величину скорости истечения пара вдоль оси 𝑧, то

есть 𝑢0. Для этого за границей расчетной области (рис. 2) вводятся фиктивные узлы с координатой 𝑛𝑧+1

(метод фиктивного интервала).

𝑛𝑧

𝑛𝑧 + 1

3𝑑4𝑑
5

6
2𝑑 1𝑑

3𝑢 4𝑢

2𝑢
1𝑢

𝑓𝑘

𝑓𝑘

Рис. 2. Векторы характеристик для функций
распределения 𝑓𝑘 на верхней границе расчетной области

Fig. 2. Vectors of characteristics for distribution functions
𝑓𝑘 at the upper boundary of the computational domain

В разностном виде это соответствует услови-
ям для плотности и скорости в фиктивных узлах
сетки

𝜌(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧 + 1) = 𝜌(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧),

𝑢𝑧(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧 + 1) = 𝑢𝑧(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧) = 𝑢0.
(8)

Однако для задания тех или иных граничных
условий в методе решеточных уравнений Больцма-
на необходимо занести в эти узлы соответствую-
щие значения одночастичных функций распреде-
ления 𝑓𝑘. На самом деле необходимы только те
функции, которые переносят информацию с гра-
ницы внутрь расчетной области (входящие харак-
теристики). Для модели D3Q19 это пять функций
распределения (𝑓6, 𝑓1𝑑, 𝑓2𝑑, 𝑓3𝑑 и 𝑓4𝑑), соответству-
ющих скоростям псевдочастиц, у которых проек-
ции скорости c𝑘 на ось 𝑧 отрицательные (рис. 2). Буквы 𝑢 и 𝑑 обозначают направления проекций скоростей
псевдочастиц по оси 𝑧 вверх (up) и вниз (down) соответственно.

Известный способ реализации граничных условий (8) состоит в следующем. Для вычисления в фик-
тивных узлах 𝑛𝑧 + 1 соответствующих функций распределения по гидродинамическим переменным ис-
пользуются равновесные значения, определяемые по формуле (4). При условии, что скорость направлена
вдоль оси 𝑧, то есть проекции вектора скорости имеют вид 𝑢 = (0, 0, 𝑢0), получаем

𝑓𝑘(𝜌(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧 + 1), 𝑢0) = 𝜌𝑤𝑘

(︃
1 +

𝑐𝑘𝑧𝑢0

𝜃
+

(𝑐𝑘𝑧𝑢0)
2

2𝜃2
− 𝑢2

0

2𝜃

)︃
. (9)

Отсюда вычисляются значения пяти необходимых функций распределения 𝑓𝑘(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧+1) на характе-
ристиках 𝑘 = 6, 1𝑑, 2𝑑, 3𝑑, 4𝑑, входящих в расчетную область (рис. 2).

Для рассматриваемых граничных условий (8) нами предлагается более простой метод задания по-
тока пара на границе. Значения функций распределения на последнем слое расчетной области 𝑛𝑧 соглас-
но (4) равны

𝑓𝑘(𝜌(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧), 𝑢0) = 𝜌𝑤𝑘

(︃
1 +

𝑐𝑘𝑧𝑢0

𝜃
+

(𝑐𝑘𝑧𝑢0)
2

2𝜃2
− 𝑢2

0

2𝜃

)︃
. (10)

Сравнивая функции распределения (10) на выходящих из области характеристиках 𝑘 = 5, 1𝑢, 2𝑢, 3𝑢,

4𝑢 при 𝑛𝑧 (рис. 2) и функции распределения (9) на характеристиках, входящих зеркально из фиктивного
слоя 𝑛𝑧 + 1 при 𝑘 = 6, 1𝑑, 2𝑑, 3𝑑, 4𝑑, получаем отношения

𝑓6(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧 + 1)

𝑓5(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧)
= 𝛽,

𝑓1𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧 + 1)

𝑓1𝑢(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧)
= 𝛽.

(11)

Для функций распределения 𝑓2𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧 + 1), 𝑓3𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧 + 1), 𝑓4𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑛𝑧 + 1) на входящих характери-
стиках формулы аналогичны. Здесь безразмерный коэффициент 𝛽 для квазистационарной задачи зависит
только от скорости 𝑢0. При 𝜃 = 1/3 получаем
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𝛽 =
1− 3𝑢0 + 3𝑢2

0

1 + 3𝑢0 + 3𝑢2
0

. (12)

Таким образом, по величине задаваемой скорости 𝑢0 достаточно один раз вычислить коэффициент
𝛽, на который затем умножаются известные функции распределения на последнем слое расчетной области
𝑛𝑧. Для одномерного случая D1Q3 эти условия получаются совсем простыми:

𝑓−1(𝑛𝑧 + 1) = 𝛽 𝑓1(𝑛𝑧).

Для процесса испарения 𝑢0 > 0 и, соответственно, 𝛽 < 1, а для процесса конденсации скорость 𝑢0

задается отрицательной (приток пара), что соответствует значениям коэффициента 𝛽 > 1. Получается
простой и экономичный метод задания граничных условий для функций распределения в методе LBE,
обеспечивающий заданную величину скорости пара 𝑢0 на плоской границе расчетной области. Очевидно,
что вычисления функций распределения по новому методу значительно эффективнее, чем вычисления
по формулам (4).

5. Моделирование фазовых переходов в методе LBE. Для того чтобы во флюиде существо-
вали фазовые переходы, необходимо смоделировать “межмолекулярное” притяжение частиц. Для этого
вводятся силы, действующие на вещество в каждом узле сетки со стороны вещества в соседних узлах. То-
гда суммарную силу 𝐹 (𝑥), действующую на узел, можно выразить как градиент псевдопотенциала 𝑈 [34]:

𝑈 = 𝑃 (𝜌, 𝑇 )− 𝜌𝜃, (13)

𝐹 (𝑥) = −∇𝑈, (14)

где 𝑃 (𝜌, 𝑇 ) — уравнение состояния жидкости, 𝑇 — температура. Если ввести специальную функцию

Φ =
√
−𝑈, (15)

то формулу (14) для полной силы можно переписать в математически эквивалентном виде [35–38]

𝐹 (𝑥) = 2𝐴∇(Φ2) + (1− 2𝐴)2Φ∇Φ. (16)

Здесь 𝐴 — безразмерный свободный параметр, который выбирается так, чтобы кривая сосуществова-
ния фаз жидкость–пар наилучшим образом соответствовала заданному уравнению состояния флюида.
Комбинированная конечно-разностная форма градиента псевдопотенциала, которая получается из (16),
обладает повышенной изотропией [35–39]. В векторном виде она записывается так:

𝐹 (𝑥) =
1

𝛼ℎ

[︃
𝐴

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐺𝑘Φ
2(𝑥+ 𝑒𝑘) 𝑒𝑘 + (1− 2𝐴)Φ(𝑥)

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐺𝑘Φ(𝑥+ 𝑒𝑘) 𝑒𝑘

]︃
. (17)

Здесь 𝐺𝑘 > 0 — безразмерные коэффициенты, которые различны для основных и диагональных направ-
лений решетки. Для основных направлений решетки коэффициенты 𝐺𝑘 = 1. Для диагональных направле-
ний в трехмерной модели D3Q19 значения коэффициентов, обеспечивающие изотропность пространства,
равны 𝐺7−18 = 1/2. При этом значения безразмерного коэффициента 𝛼 для изотермических моделей
D1Q3 и D3Q19 равны 1 и 3 соответственно.

Для одномерного случая D1Q3 имеем

𝐹 (𝑥) =
[︀
𝐴Φ(𝑥+ ℎ) + (1− 2𝐴)Φ(𝑥) +𝐴Φ(𝑥− ℎ)

]︀ Φ(𝑥+ ℎ)− Φ(𝑥− ℎ)

ℎ
. (18)

Метод псевдопотенциала обеспечивает сквозной счет границ раздела фаз, т.е. жидкость и пар опи-
сываются единообразно. При этом граница раздела размазывается на несколько ячеек [35].

В качестве уравнения состояния флюида использовалось уравнение состояния Ван-дер-Ваальса в
так называемых “приведенных” переменных (�̃� = 𝑃/𝑃кр, �̃� = 𝜌/𝜌кр и 𝑇 = 𝑇/𝑇кр)

�̃� =
8�̃�𝑇

3− �̃�
− 3�̃�2. (19)
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Здесь 𝑃кр, 𝜌кр и 𝑇кр — давление, плотность и температура в критической точке. Для уравнения состояния
Ван-дер-Ваальса оптимальным является значение 𝐴 = −0.152 [35, 36, 38]. Далее все термодинамические
величины будут записываться в этих безразмерных переменных и знак “∼” будет опущен для краткости.
Безразмерные координаты, время и скорости будут нормированы на значения шага расчетной решетки и
шага по времени. При этом в уравнении (13) перед давлением 𝑃 появляется безразмерный параметр

𝑘 =
𝑃кр

𝜌кр

(︂
∆𝑡

ℎ

)︂2

,

определяющий устойчивость метода LBE. В данной работе выбрано значение 𝑘 = 0.01. Остальные уравне-
ния в безразмерном виде выглядят без изменений. Подробнее об использовании безразмерных переменных
написано в работе [28].

6. Параллельные расчеты на GPU. Для трехмерных расчетов использовался графический уско-
ритель (GPU, Graphics Processing Unit) Titan-V компании NVIDIA. В устройстве имеется 5120 ядер и
12 ГБайт быстрой внутренней (Global) памяти. Графические процессоры выполняют параллельные вы-
числения с использованием всех ядер GPU. Распараллеливание алгоритма осуществлялось при помощи
технологии CUDA (Compute Unified Device Architecture).

Основой быстродействия является не только большое количество ядер в GPU, но и быстрая внут-
ренняя память. Пропускная способность ОЗУ зависит от частоты передачи данных, разрядности шины
данных и количества каналов. Для сравнения, пропускная способность современных ОЗУ при четырехка-
нальном доступе к памяти составляет порядка 100 ГБайт/с. Пропускная способность внутренней памяти
Titan-V составляет 652,8 ГБайт/с, что во много раз больше. Для использования этого преимущества необ-
ходимо, чтобы все массивы данных находились в памяти GPU. Передача данных из GPU в ОЗУ — процесс
тоже не быстрый, поэтому текущие значения распределений физических величин для визуализации и со-
хранения текущих данных на диске передавались в ОЗУ не на каждом шаге по времени, а только через
100–500 шагов.

Алгоритм метода LBE с фазовыми переходами основан на методе расщепления по физическим про-
цессам. Цикл вычислений для однокомпонентной модели LBE с фазовыми переходами состоит из несколь-
ких шагов, выполняемых последовательно на каждом шаге по времени.

1) Применение граничных условий перед новым шагом по времени (11) и (12).
2) Перенос значений функций распределения вдоль характеристик в соседние узлы (2).
3) Вычисление новых значений плотности 𝜌 по (5) и значений функции Φ в каждом узле с использо-

ванием уравнений (13), (15) и уравнения состояния (19).
4) Вычисление полной силы взаимодействия, действующей на узел, по формулам (17) для модели

D3Q19 или (18) для модели D1Q3.
5) Вычисление значений скорости в узле (6) до действия силы и изменений скорости под действием

силы.
6) Вычисление соответствующих равновесных функций распределения (4).
7) Изменение функций распределения в узлах согласно уравнению (2) за счет действия оператора

столкновений (3) и за счет действия сил (7).
Параллельный алгоритм реализован путем использования ядерных функций (CUDA kernels) в со-

ответствии с приведенным циклом вычислений. Первый шаг алгоритма выполнялся в виде “ядерных”
параллельных функций для GPU — PERIOD_XY, WALL_Zdown и WALL_Zup. Второй шаг алгоритма реализо-
ван функцией MOVE. Для выполнения третьего шага алгоритма реализована функция DENSITY. Четвер-
тый шаг алгоритма — FORCE. Пятый, шестой и седьмой шаги алгоритма были объединены в одну ядерную
функцию COLLISION. Все ядерные функции выполняют относительно простые вычисления в каждом узле.
Разделяемая память мультипроцессоров использовалась в режиме кэш-памяти.

Для описанного выше трехмерного (D3Q19) метода LBE моделирования процессов испарения и кон-
денсации во внутренней памяти GPU необходимо в каждом узле иметь 19 значений функций распределе-
ния 𝑓𝑘 плюс более 10 значений физических величин (плотность, давление, три компоненты скорости, три
компоненты внутренних сил и т.д.). Для всех массивов использовались вещественные числа двойной точ-
ности (8 байт). Производительность наших расчетов с возможностью фазовых переходов жидкость–пар
на сетке 48 × 48 × 240 (500 тыс. узлов) оказалась около 130 млн узлов в секунду (MNUPS, Million Node
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Рис. 3. Квазистационарные режимы течения вещества:
a) волна испарения при 𝑢0 = 0.01; b) волна конденсации при 𝑢0 = −0.01

Fig. 3. Quasi-stationary regimes of fluid flow:
a) evaporation wave for 𝑢0 = 0.01; b) condensation wave for 𝑢0 = −0.01

Updates Per Second). Расчеты показывают, что скорость обработки узлов повышается при увеличении
объема используемой памяти. При этом во внутренней памяти Titan-V удается разместить трехмерные
решетки размером более 40 млн узлов. При полной загрузке памяти скорость наших расчетов методом
LBE увеличивалась до 430 MNUPS.

7. Результаты расчетов. На рис. 3 показаны полученные при моделировании зависимости плот-
ности и скорости вещества в волнах испарения (𝑎) и конденсации (𝑏) после выхода течений на квазиста-
ционарный режим при 𝑡 = 400000 (1), 700000 (2), 1000000 (3) единиц метода LBE. Значения параметров:
𝑢0 = ±0.01, 𝑇 = 0.7, 𝜏 = 1, 𝑘 = 0.01. Течение пара при постоянной скорости 𝑢0 становится однородным.

Затем измерялись безразмерные плотности жидкой фазы 𝜌𝐿 и пара 𝜌𝑉 . На основе этих данных вы-
числялся поток пара на верхней границе области 𝑗 = 𝜌𝑉 𝑢0. Скорость границы раздела фаз 𝐷 вычислялась
из закона сохранения потока массы через границу раздела по формуле

𝐷 =
𝜌𝑉 𝑢0

𝜌𝐿 − 𝜌𝑉
.

Так как жидкая фаза в нашей системе отсчета покоится, то потоки испарения или конденсации на
единицу поверхности раздела фаз 𝐽 = 𝜌𝐿𝐷 рассчитывались по формуле

𝐽 = 𝜌𝐿
𝜌𝑉 𝑢0

𝜌𝐿 − 𝜌𝑉
.

Проведено сравнение результатов расчетов по одномерной D1Q3 и трехмерной D3Q19 моделям LBE
при разных значениях температуры 𝑇 . Использовались значения параметров 𝜏 = 1, 𝑘 = 0.01. Для про-
цесса испарения с плоской поверхности раздела фаз при скорости оттока пара 𝑢0 = 0.01 результаты
представлены в табл. 1. Результаты расчетов для конденсации пара на плоской поверхности раздела фаз
при скорости 𝑢0 = −0.01 (приток пара) даны в табл. 2.

Результаты трехмерных расчетов по модели D3Q19 совпадают с результатами одномерных расчетов
с хорошей точностью. Поэтому часть расчетов по моделированию испарения и конденсации выполнялась
по одномерной модели D1Q3.

Величина плотности потока массы с единицы поверхности жидкости 𝐽 = 𝜌𝐿𝐷 для разных значе-
ний времени релаксации 𝜏 и температуры показана на рис. 4. В численных экспериментах получается,
что зависимости потока массы от разности плотностей насыщенного и окружающего пара 𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 для
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Таблица 1. Сравнение трехмерных (D3) и одномерных (D1) LBE расчетов при испарении

Table 1. Comparison of three-dimensional (D3) and one-dimensional (D1) LBE calculations for evaporation

𝑇 LBE Плотность 𝜌𝐿
Density 𝜌𝐿

Плотность 𝜌𝑉
Density 𝜌𝑉

Поток 𝐽

Flux 𝐽

0.6
D1 2.311 0.05603 0.0005742
D3 2.311 0.05602 0.0005742

0.7
D1 2.1396 0.1209 0.001281
D3 2.1398 0.1209 0.001281

0.8
D1 1.931 0.2273 0.002576
D3 1.931 0.2272 0.002575

Таблица 2. Сравнение трехмерных (D3) и одномерных (D1) LBE расчетов при конденсации

Table 2. Comparison of three-dimensional (D3) and one-dimensional (D1) LBE calculations for condensation

𝑇 LBE Плотность 𝜌𝐿
Density 𝜌𝐿

Плотность 𝜌𝑉
Density 𝜌𝑉

Поток 𝐽

Flux 𝐽

0.6
D1 2.312 0.06368 -0.0006549
D3 2.312 0.06360 -0.0006540

0.7
D1 2.142 0.1353 -0.001444
D3 2.142 0.1352 -0.001443

0.8
D1 1.9358 0.25150 -0.002891
D3 1.9362 0.25128 -0.002888

значений температуры меньших 0.9 близки к линейным вида 𝐽 = 𝛼(𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 ), что согласуется с законом
Герца–Кнудсена (1). Однако коэффициент 𝛼 зависит от температуры и времени релаксации. Кроме того,
для конденсации значение коэффициента 𝛼 немного больше, чем для испарения. Заметим, что для про-
цесса конденсации разность плотностей 𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 и знак потока 𝐽 имеют отрицательные значения, так что
коэффициент 𝛼 все равно положительный.

Таблица 3. Значения коэффициентов 𝑏 для процессов
испарения и конденсации

Table 3. Values of coefficients 𝑏 for evaporation and
condensation processes

𝑇

Коэффициент 𝑏

Coefficient 𝑏

Испарение
Evaporation

Конденсация
Condensation

0.5 0.0645 0.0719
0.6 0.077 0.084
0.7 0.091 0.0971
0.8 0.107 0.118
0.9 0.131 0.144

Были построены графики зависимости обрат-
ной величины 1/𝛼 = (𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 )/𝐽 от времени ре-
лаксации при разных температурах и значениях 𝑢0

для процессов испарения (рис. 5) и конденсации
(рис. 6).

Все зависимости на рис. 5 и 6 близки к линей-
ным. Это означает, что поток 𝐽 обратно пропорцио-
нален величине (𝜏−0.5). То есть результаты хорошо
описываются формулой

𝐽 =
𝑏(𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 )

𝜏 − 0.5
,

где коэффициент 𝑏 зависит от температуры 𝑇 . Бы-
ли определены средние значения коэффициентов 𝑏

для процессов испарения и конденсации при разных
значениях температуры (табл. 3). Эти зависимости
показаны на рис. 7.

Для низких и относительно умеренных значений температуры 𝑇 ⩽ 0.8 зависимость коэффициента 𝑏

примерно линейная (рис. 7). Таким образом, формула для оценки потоков испарения в методе LBE имеет
вид

𝐽 =
0.13𝑇 (𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 )

𝜏 − 0.5
.
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Рис. 4. Зависимость потоков испарения и конденсации на поверхности жидкости от разности между
плотностью насыщенного пара при заданной температуре и плотностью пара у поверхности.

|𝑢0| = 0.002; 0.005; 0.01; 0.015; 0.02

Fig. 4. Dependence of evaporation and condensation fluxes at the liquid surface on the difference between
the density of saturated vapor at given temperatures and the vapor density at the surface.

|𝑢0| = 0.002; 0.005; 0.01; 0.015; 0.02

Для оценки потоков конденсации получаем формулу

𝐽 =
0.14𝑇 (𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 )

𝜏 − 0.5
.

При приближении температуры к критической точке зависимость от температуры становится силь-
нее. Это может быть связано с увеличением плотности насыщенных паров, а также с увеличением тол-
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Рис. 5. Зависимость величины (𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 )/𝐽 при испарении пара c поверхности жидкости от времени релаксации
𝜏 . Значения скорости оттока пара 𝑢0 = 0.005; 0.01; 0.02. Значения температуры 𝑇= 0.5, 0.6, 0.8, 0.9

Fig. 5. Dependence of values (𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 )/𝐽 during evaporation from the liquid surface on the relaxation time 𝜏 .
Velocities of vapor outflow 𝑢0 = 0.005; 0.01; 0.02. Temperatures 𝑇= 0.5, 0.6, 0.8, 0.9

щины переходного слоя жидкость–пар в методе LBE при повышении температуры.
Заметим, что кинематическая вязкость в методе LBE определяется значением времени релаксации

по формуле 𝜈 = 𝜃(𝜏 − 1/2)∆𝑡, которая в безразмерной форме будет иметь вид 𝜈 = (𝜏 − 0.5)/3. При этом
вязкость не зависит от температуры. Тогда получаем, что поток обратно пропорционален кинематической
вязкости:

𝐽 =
𝛾𝑇 (𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 )

𝜈
. (20)

Для процесса конденсации имеем 𝛾 = 0.047, а для испарения — 𝛾 = 0.043.
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Рис. 6. Зависимость величины (𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 )/𝐽 при конденсации пара на поверхности жидкости от времени
релаксации 𝜏 . Значения скорости притока пара 𝑢0 = −0.005; −0.01;−0.02.

Значения температуры 𝑇 = 0.5, 0.6, 0.8, 0.9

Fig. 6. Dependence of values (𝜌𝑆 − 𝜌𝑉 )/𝐽 during condensation of vapor at the liquid surface on the relaxation
time 𝜏 . Velocities of vapor inflow 𝑢0 = −0.005; −0.01; −0.02. Temperatures 𝑇 = 0.5, 0.6, 0.8, 0.9

Зависимости давления от плотности для уравнения состояния Ван-дер-Ваальса несколько различны
для пересыщенного пара и для ненасыщенного пара, в отличие от формулы для идеального газа, исполь-
зованной в кинетической теории. Поэтому значения коэффициентов в формуле (20) получаются разными
для конденсации и испарения. Эти отличия нарастают с увеличением потока вещества из-за увеличения
разности плотностей, а также из-за увеличения общей плотности паров при приближении к критической
температуре.
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Рис. 7. Зависимость коэффициента 𝑏 от
температуры для процессов испарения и
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раздела фаз

Fig. 7. Dependence of coefficient 𝑏 on
temperature for evaporation and condensation
processes at the flat interface between phases

8. Заключение. Исследованы закономерности испа-
рения и конденсации чистого пара в методе решеточных
уравнений Больцмана. Выполнено моделирование процессов
испарения и конденсации при постоянном во времени потоке
пара на верхней границе расчетной области. Показано, что
при этом реализуются квазистационарные режимы испаре-
ния и конденсации. Результаты трехмерного и одномерного
моделирования методом LBE совпадают с высокой точно-
стью. Предложен простой экономичный метод задания гра-
ничных условий для функций распределения в методе LBE,
соответствующий заданной величине скорости потока пара
на плоской границе расчетной области.

Получены формулы для оценки зависимостей потоков
испарения и конденсации от разности плотностей насыщен-
ного пара и реализуемой у границы раздела (закон Герца–
Кнудсена), температуры, скорости оттока или притока пара,
а также от кинематической вязкости флюида. Обнаружено,
что отношение разности плотностей к потоку вещества на
границе фаз при заданной температуре линейно зависит от
времени релаксации как для испарения, так и для конден-
сации. Такая зависимость процессов испарения и конденса-
ции от времени релаксации, которое определяет кинемати-
ческую вязкость флюида, означает, что поток вещества об-
ратно пропорционален кинематической вязкости.

Показано, что при умеренных температурах наблюда-
ется приближенно линейная зависимость потока от темпе-
ратуры. Более сильная зависимость, по сравнению с теоретической, связана с тем, что в методе LBE
кинематическая вязкость не зависит от температуры, а также с увеличением толщины переходного слоя
жидкость–пар при увеличении температуры. Заметим, что для процессов испарения и конденсации на по-
верхности раздела, имеющей кривизну, необходимо использовать плотность насыщенного пара над кривой
поверхностью. Однако это предмет дальнейших исследований.

Показано, что метод LBE достаточно прост в реализации на GPU и эффективен для трехмерного
моделирования течений жидкости с фазовыми переходами жидкость–пар. Расчеты показали, что ско-
рость обработки узлов повышается при увеличении объема используемой памяти. Производительность
вычислений на одном GPU Titan-V на сетке 400× 400× 256 (40 млн узлов) составила примерно 430 млн
узлов в секунду (MNUPS).
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