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Аннотация: Разработан алгоритм высокоточного численного решения эллиптического урав-
нения второго порядка при наличии в области нескольких интерфейсов, в том числе пересека-
ющихся и невыпуклых. Для аппроксимации задачи в окрестности интерфейсов используются
нерегулярные ячейки (н-ячейки), отсекаемые ими от регулярных ячеек прямоугольной сетки, и
законтурные части этих ячеек. Для построения приближенного решения предложено: 1) выпи-
сывать дополнительные условия согласования в н-ячейках на интерфейсах, увеличивая коли-
чество согласуемых ячеек вблизи интерфейсов; 2) уменьшать общую часть интерфейса, заклю-
ченную в соседних ячейках и используемую для записи условий. Для решения краевой задачи
Дирихле реализован hp-вариант метода коллокации и наименьших квадратов (hp-МКНК) в со-
четании с современными алгоритмами ускорения итерационного процесса: предобуславливание;
распараллеливание с помощью OpenMP; ускорение, основанное на подпространствах Крылова;
многосеточный алгоритм. При решении различных тестовых задач исследованы сходимость hp-
МКНК и обусловленность возникающих переопределенных систем линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ). Проведено сравнение результатов, полученных МКНК, с результатами дру-
гих авторов, использовавших метод MIB (англ. matched interface and boundary).
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Abstract: An algorithm of the high-accuracy numerical solution of the second order elliptic equation
with several interfaces including intersecting and non-convex ones is developed. To approximate the
interface problem in the neighbourhood of the discontinuity lines irregular cells (i-cells) which are
cut off by the discontinuity lines from the regular cells of the rectangular grid and the “outside-
the-contour” parts of the cells are used. To construct an approximate solution, it is proposed: 1)
to write out the additionally matching conditions in i-cells on interfaces increasing the number of
matching cells; 2) to reduce the common part of the discontinuity line enclosed between neighboring
cells and used for setting conditions. To solve the Dirichlet boundary value problem the hp-version
of the least-squares collocation method (hp-LSCM) is implemented in combination with modern
algorithms for accelerating the iterative process: preconditioning, parallelization of the computational
program using OpenMP, Krylov subspaces; multigrid method. The convergence of the hp-LSCM and
the conditionality of the arising overdetermined systems of linear algebraic equations (SLAE) are
investigated in solving various test problems. The results obtained by the LSCM and other authors
using the method MIB (matched interface and boundary) are compared.
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1. Введение. Большинство явлений в природе протекают в средах, в которых одновременно суще-
ствуют подобласти с непрерывными значениями физических параметров и их разрывами на границах та-
ких подобластей, которые далее в работе мы будем называть интерфейсами (внутренние линии разрыва).
По мере развития науки и техники математическое и численное моделирование добилось значительных
успехов в направлении количественного описания процессов с непрерывными параметрами. Однако в на-
стоящее время все более актуальными становятся решения задач с разрывными параметрами [1]. Такие
физические задачи повлекли появление новых математических постановок. Исследования в этом направ-
лении в частности связаны с возросшими потребностями производства и применения композиционных
материалов в различных отраслях промышленности.

Данная работа посвящена численному решению краевых задач Дирихле для двумерного эллипти-
ческого уравнения, когда в области решения имеют место разрывы его коэффициентов, решения, произ-
водных и/или правой части уравнения на интерфейсах. Условия подобного рода встречаются во многих
прикладных задачах, например: при моделировании теплопереноса в конструкциях из разнородных ма-
териалов [2], при моделировании многофазных потоков [3], в электростатике [4] и др.
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Решение численными методами задач с такими особенностями представляет определенные трудно-
сти, для преодоления которых используются различные подходы. Например, при построении консерватив-
ной конечно-разностной схемы второго порядка в [5] использовался интегро-интерполяционный метод. В
недавней работе [3] построена компактная конечно-разностная схема шестого порядка на девятиточечном
шаблоне, коэффициенты которой зависят от того, сколько точек шаблона попали в подобласть с другими
(находящимися по другую сторону от интерфейса) значениями параметров задачи. В [6, 7] реализован
адаптивный разрывный метод Галеркина с использованием линейных, квадратичных и кубических эле-
ментов, в котором узлы на интерфейсе дублируются и в слабой постановке задачи учитывается соотно-
шение на разрыве. Существует множество других методов, посвященных решению таких задач со вторым
порядком аппроксимации: метод конечных разностей (МКР) [8, 9], метод конечных объемов [10] и др. При
этом стоит отметить, что в указанных выше работах решались задачи с одним интерфейсом. Только срав-
нительно недавно начали появляться первые работы по решению численными методами эллиптических
уравнений с несколькими интерфейсами [11, 12].

В предыдущих исследованиях [13, 14] в развиваемом здесь коллокационно-сеточном методе [15] про-
демонстрированы хорошие возможности решения эллиптических уравнений с одним интерфейсом кон-
сервативным и “традиционным” hp-МКНК с возможностями измельчать шаги расчетной сетки (h-подход)
и/или увеличивать степень аппроксимирующих полиномов до произвольного порядка (p-подход). В [13]
показано, что МКНК удается достичь более высоких точности и порядка сходимости по сравнению с
МКР [8, 9]. В [14] приведены результаты сравнения решений задач Дирихле для уравнения Пуассона с
сильным разрывом решения на прямо- или криволинейном интерфейсе, полученных МКНК и адаптив-
ным разрывным методом Галеркина [6, 7]. Анализ показал, что оба метода позволяют достичь высокой
точности решения и высокого порядка сходимости.

Развиваемый авторами настоящей статьи подход привлекателен прежде всего тем, что сетка сохра-
няет регулярную структуру, используется хорошо зарекомендовавшая себя идея, основанная на присоеди-
нении малых и/или вытянутых н-ячеек для нерегулярных областей [16], условия на разрыве учитываются
в уравнениях согласования, выписанных точно на интерфейсе. Кроме того, при аппроксимации диффе-
ренциальной задачи в МКНК нет сильной зависимости от формы ячеек сетки и положения точек, в
которых аппроксимируются уравнения исходной задачи. Новизна данного исследования заключается в
формулировке и реализации алгоритма решения задачи, учитывающего наличие в области нескольких
интерфейсов. Здесь рассматриваются пересекающиеся, имеющие прямолинейную и криволинейную фор-
му, а также замкнутые и невыпуклые интерфейсы. Работоспособность предложенного подхода проверена
на решении нескольких тестовых задач. Проведено сравнение с результатами работы [11], полученными
методом MIB.

2. Постановка задачи. Рассмотрим задачу Дирихле для эллиптического уравнения с коэффици-
ентом 𝑘(𝑥1, 𝑥2) > 0 в области Ω с внешней границей 𝛿Ω
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где 𝑓(𝑥1, 𝑥2) и 𝑢𝑏(𝑥1, 𝑥2) заданы, 𝑢(𝑥1, 𝑥2) — искомая функция.
Пусть в Ω имеются интерфейсы Γ𝑖, делящие Ω на несколько подобластей Ω𝑠, на которых коэффици-

ент 𝑘, решение 𝑢, производная по нормали 𝑢𝑛(𝑥1, 𝑥2) и 𝑓 могут терпеть разрыв с различными значениями
в подобластях. Для исследования возможностей МКНК здесь для простоты ограничимся рассмотрением
случаев, когда Ω — квадратная область, 𝑖 = 1, 2, 𝑠 = 1, 4 (примеры 1 (рис. 1 a) и 3 в разделе 4) или 𝑠 = 1, 3

(примеры 2 и 4 в разделе 4). В дальнейшем указание значений индексов 𝑖 и 𝑠 опустим. Для решения задач
МКНК в нерегулярных областях Ω с различными краевыми условиями возможно эффективное комбини-
рование изложенного здесь алгоритма и подходов, предложенных в работе [16]. Конкретные соотношения
на Γ𝑖 выписаны ниже.

3. Численный алгоритм. В работе [14] с одним интерфейсом (граница раздела) Γ область Ω по-
крывалась регулярной сеткой 𝑁×𝑁 с квадратными ячейками размера 2ℎ×2ℎ. Около Γ рассматривался
“одинарный” слой самостоятельных и несамостоятельных н-ячеек. Под самостоятельной ячейкой понима-
лась такая ячейка, в которой сохранился центр (𝑥1𝑗 , 𝑥2𝑗) исходной “материнской” (квадратной) 𝑗-й ячейки,
𝑗 = 1, . . . , 𝑁2 (рис. 1 в [14]), от которой ее отсекла Γ. Далее указание значений индекса 𝑗 также опустим
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Рис. 1. Фрагменты области Ω и расстановка точек коллокации и согласования: a) в ячейке 1; b) в ячейке 4.
Значок ◇ обозначает точки коллокации, × — точки согласования на сторонах соседних ячеек, ∘ — точки

согласования на интерфейсах между ячейками 1 и 3, ▲ — между 1 и 4, ▼ — между 1 и 5, ⋆ — между 1 и 7,
∇ — между 8 и 2, ⊗ — между 8 и 10

Fig. 1. Domain fragments Ω and arrangement of collocation and matching points: a) in the cell 1; b) in the cell 4. The ◇
icon denotes collocation points, × — matching condition on the sides of neighboring cells, ∘ — matching points on

interfaces between cell 1 and 3, ▲ — between 1 and 4, ▼ — between 1 and 5, ⋆ — between 1 and 7,
∇ — between 8 and 2, ⊗ — between 8 and 10

за исключением случая записи вида погрешностей в разделе 4. Было предложено несамостоятельную
н-ячейку присоединять к соседним самостоятельным ячейкам внутри той подобласти, в которой они на-
ходятся. Чтобы уменьшить вклад в погрешность решения из-за “соседства” самостоятельных с малыми и
вытянутыми несамостоятельными ячейками, было предложено численное решение строить только в само-
стоятельных ячейках. А для вычисления решения в любой точке несамостоятельных ячеек продолжать
решение в них из соседней самостоятельной ячейки, центр которой по сравнению с центрами других ячеек
находится ближе к рассматриваемой точке.

Здесь аналогично [14] приближенное решение задачи (1), (2) в каждой 𝑗-й ячейке ищется в виде
линейной комбинации базисных мономов линейного пространства полиномов степени 𝐾

𝑣ℎ𝑗(𝑦1, 𝑦2) =

𝐾∑︁
𝑖1=0

𝐾−𝑖1∑︁
𝑖2=0

𝑐𝑖1𝑖2,𝑗𝑦
𝑖1
1 𝑦𝑖22 , (3)

где 𝑦1 =
(𝑥1 − 𝑥1𝑗)

ℎ
, 𝑦2 =

(𝑥2 − 𝑥2𝑗)

ℎ
— переменные локальной системы координат в ячейке, 𝑣ℎ𝑗(𝑦1, 𝑦2) =

𝑢ℎ𝑗(𝑥1(𝑦1), 𝑥2(𝑦2)).
В [14] для определения неизвестных коэффициентов 𝑐𝑖1𝑖2,𝑗 в каждой самостоятельной ячейке выпи-

сывалась переопределенная локальная система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), состоящая

из уравнений коллокации 𝑝𝑐

(︂
1

ℎ2

𝜕2𝑣ℎ𝑗
𝜕𝑦21

+
1

ℎ2

𝜕2𝑣ℎ𝑗
𝜕𝑦22

)︂
= 𝑝𝑐𝑓 , где 𝑝𝑐 — весовой множитель, условий согласо-

вания и приближенных краевых условий (в случае граничной ячейки). Первые из них получаются из тре-
бования того, чтобы уравнение (1) было аппроксимировано в точках коллокации искомым решением (3).
Условия согласования фрагментов глобального кусочно-полиномиального решения — соотношения, ко-
торые обеспечивают известные свойства приближенного решения и не противоречат постановке задачи:
непрерывность, гладкость решения внутри подобластей в выбранных точках на общих сторонах сосед-
них ячеек, выполнение условий сопряжения решения на интерфейсе. Наконец, приближенные краевые
условия аппроксимируют в выбранных на 𝛿Ω точках краевые условия задачи (2). В [14] в каждой само-
стоятельной ячейке выписывалось 𝐾2 уравнений коллокации и 4𝐾 условий согласования в совокупности
с краевыми условиями, если ячейка примыкала к 𝛿Ω. Кроме того, при записи уравнений коллокации и
условий согласования в самостоятельных н-ячейках использовались их законтурные части, отсеченные
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линиями разрыва от их материнских (квадратных) ячеек. В [14] применением дифференциального hp-
МКНК решена задача Дирихле для уравнения Пуассона с сильным разрывом решения на интерфейсе Γ.
Уравнения коллокации, условия согласования и краевые условия выписывались в узловых точках ячеек.

Отметим, что в работе [13] для исходной краевой задачи для эллиптического уравнения с разрывным
коэффициентом 𝑘(𝑥1, 𝑥2) записывалась обобщенная постановка задачи с интегральным законом сохране-
ния. В частности, в реализованном там консервативном hp-МКНК использовались интегральные уравне-
ния коллокации, а для записи условий согласования требовалась непрерывность функции 𝑣ℎ𝑗 и потока

𝐹 = −
𝑇2∫︁

𝑇1

𝑘(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑣ℎ𝑗(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))

𝜕𝑛

√︁
𝑥′2
1 (𝑡) + 𝑥′2

2 (𝑡)|𝑑𝑡| через произвольную дугу 𝛾 (часть прямолинейной

стороны ячейки либо часть Γ), заданную параметрически 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑇1, 𝑇2], с внешней единичной
нормалью 𝑛 к ней. В [13] было установлено, что в самостоятельных граничных н-ячейках для записи
краевых условий не следует использовать точки в законтурных частях их материнских ячеек, поскольку
вследствие этого понижается порядок сходимости предложенного hp-МКНК. Исходя из этого наблюде-
ния, в [13] уменьшалось количество точек записи краевых условий, что также использовалось в настоящей
работе.

В данной работе для решения задачи с двумя внутренними интерфейсами мы воспользуемся опытом,
изложенным в [13, 14], и рассмотрим модифицированный алгоритм построения приближенного решения.

3.1. Уравнения коллокации. Выписывались в 𝐾2 равномерно распределенных точках коллока-
ции в каждой самостоятельной ячейке и имели следующий вид:

𝑝𝑐𝑘

(︂
1

ℎ2

𝜕2𝑣ℎ𝑗
𝜕𝑦21

+
1

ℎ2

𝜕2𝑣ℎ𝑗
𝜕𝑦22

)︂
= 𝑝𝑐𝑓.

В рассмотренных нами примерах коэффициент 𝑘 являлся константой в каждой из Ω𝑖. При этом значение
𝑘 для всех уравнений коллокации в конкретной ячейке бралось равным его значению в центре рассмат-
риваемой ячейки. Отметим, что в [14] не рассматривались примеры с разрывным коэффициентом.

3.2. Условия согласования. В случае разрыва коэффициента 𝑘(𝑥1, 𝑥2) и производной по нормали
к интерфейсу 𝑢𝑛(𝑥1, 𝑥2) условие согласования в МКНК, например, для ячейки из Ω1, которая является
соседней с ячейкой из Ω2, имеет вид

𝑝𝑚0
𝑣ℎ𝑗 + 𝑝𝑚1

𝑘1
𝜕𝑣ℎ𝑗
𝜕𝑛𝑗

= 𝑝𝑚0
𝑣ℎ + 𝑝𝑚1

𝑘2
𝜕𝑣ℎ
𝜕𝑛𝑗

, (4)

где 𝑣ℎ𝑗 и 𝑣ℎ — пределы значений приближенного решения задачи при стремлении изнутри и извне к
границе 𝑗-й ячейки соответственно, 𝑛𝑗 — внешняя нормаль к границе 𝑗-й ячейки, 𝑝𝑚0 и 𝑝𝑚1 — весо-
вые множители. Естественно, в случае согласования решения в разных ячейках из одной подобласти Ω𝑖

условия согласования (4) записывались с одинаковым 𝑘 по аналогии с [14]. Здесь во всех случаях выпи-
сывались 𝐾 условий согласования на общей стороне или на общей части интерфейса между соседними
ячейками.

Если две соседние ячейки разделены сразу двумя криволинейными интерфейсами Γ1 и Γ2 и не име-
ют общей части границы (рис. 1 a, ячейки 1 и 6), то для построения приближенного решения предложено
выписывать 𝐾 условий согласования между исходной ячейкой и соседними ячейками с учетом их дополне-
ния малыми/вытянутыми несамостоятельными н-ячейками. Точки согласования располагались на общей
части интерфейса, заключенной в “большом” квадрате минимального размера, включающем эти ячейки,
и находящейся по ту же сторону от другого интерфейса, что и центры согласуемых ячеек (рис. 1 a, ячей-
ки 1 и 5, ячейки 1 и 7). Таким образом, возможна ситуация, когда одна ячейка согласуется сразу с пятью
(рис. 1, ячейки 1, 3–7). В качестве примера на рис. 1 а изображено расположение точек записи уравнений
приближенной задачи для ячейки 1, а на рис. 1 b — расположение точек коллокации и согласования в
ячейке, которая имеет четырех соседей, причем с двумя из них согласование проводится через интерфейс
(ячейка 8 согласуется с ячейками 2, 4, 9 и 10).

Замечание. В случае, когда две соседние ячейки отделены друг от друга сразу двумя интерфейса-
ми и не имеют общей части границы, также возможен вариант метода, когда между ними выписывается
меньше условий согласования. Например, ячейка 1 на рис. 1 а согласуется только с ячейками 2, 3 и 4,
тем самым уменьшается количество уравнений в переопределенной СЛАУ. Авторами в частных случаях

https://road.issn.org/


ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ / NUMERICAL METHODS AND PROGRAMMING
2022, 23 (3), 172–190. doi 10.26089/NumMet.v23r311

177

проверено, что при таком подходе получаются результаты, близкие к результатам изложенного выше ал-
горитма. Однако для “надежности” с точки зрения согласования решения этот вариант не использовался,
и результаты расчетов приведены по предложенному выше алгоритму.

Части интерфейсов, на которых выписываются условия согласования, могут иметь достаточно боль-
шую длину по сравнению со стороной ячейки (превышать более чем в два раза). В случае решения задачи,
когда интерфейс является невыпуклым (рис. 6), это приводит к ухудшению сходимости итерационного
процесса: ухудшается обусловленность локальных СЛАУ в таких ячейках, увеличивается количество ите-
раций, увеличивается погрешность приближенного решения, при увеличении 𝐾 и уменьшении шагов сетки
может наблюдаться расходимость. Предложено в таких случаях для поиска общего “уменьшенного” куска
интерфейса, на котором будут расставляться точки согласования, использовать область, образованную
объединением соседних ячеек и ограниченную отрезками, проходящими через центры этих ячеек.

3.3. Краевые условия. Выписывались в 𝐾 равномерно распределенных точках записи краевых
условий [14] (за исключением тех точек в самостоятельных граничных н-ячейках, которые оказались в
законтурных частях их материнских ячеек [13]) в каждой граничной ячейке и имели вид

𝑝𝑏𝑣ℎ𝑗 = 𝑝𝑏𝑢𝑏, (5)

где 𝑝𝑏 — весовой множитель.
В данной работе в численных экспериментах (раздел 4, пример 1) было установлено, что уменьшение

количества точек записи краевых условий (2) приводит к заметному возрастанию погрешности прибли-
женного решения. В МКНК за счет его гибкости есть две эффективные дополнительные реализованные
возможности улучшения сходимости в этом случае: увеличение значения 𝑝𝑏 в (5) и увеличение количества
точек записи краевых условий в граничных н-ячейках на части 𝛿Ω без учета их законтурных частей.

Глобальная СЛАУ, полученная объединением локальных СЛАУ из каждой ячейки, здесь решалась с
помощью метода итераций по подобластям [14]. Одна глобальная итерация заключается в последователь-
ном решении локальных переопределенных СЛАУ во всех ячейках с помощью ортогонального метода (в
данном случае — метода отражений Хаусхолдера). При этом в правой части условий согласования (4) в
качестве 𝑣ℎ берутся либо значения решения на текущей итерации, если они уже найдены, либо их зна-
чения на предыдущей итерации. Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока не выполнится
условие

max
𝑖1𝑖2,𝑗

|𝑐𝑛+1
𝑖1𝑖2,𝑗

− 𝑐𝑛𝑖1𝑖2,𝑗 | < 𝜀, 𝑖1 = 0, . . . ,𝐾, 𝑖2 = 0, . . . ,𝐾 − 𝑖1, (6)

где 𝑐𝑛𝑖1𝑖2,𝑗 — коэффициент полинома в 𝑗-й ячейке на 𝑛-й итерации, 𝜀 — наперед заданная малая константа,
называемая псевдопогрешностью решения.

Для уменьшения времени расчетов и количества итераций здесь использовалось комбинированное
применение МКНК с современными алгоритмами ускорения итерационного процесса [14, 17]:

• Предобуславливание — диагональный предобуславливатель [18] и выбор значений весовых множи-
телей в МКНК. В первом случае в локальной переопределенной СЛАУ 𝐴𝑥 = 𝑏, где прямоугольная
матрица 𝐴 имеет размер 𝑑×𝑙, а вектор правой части 𝑏 — размер 𝑑, 𝑙-вектор 𝑥 заменяется на 𝐶𝑦,

𝐶 = diag

(︂
1

√
𝑎11

, . . . ,
1

√
𝑎𝑙𝑙

)︂
— диагональная матрица. После чего сначала решается СЛАУ 𝐴𝐶𝑦 = 𝑏

относительно 𝑦, а затем находится искомый вектор 𝑥.
• Распараллеливание вычислительных программ с помощью OpenMP со способом обхода подобластей,

основанным на красно-черном упорядочивании [14, 19]. Фрагмент кода программы, написанной на
языке C++, реализующий данный алгоритм, приведен в [14].

• Алгоритм ускорения итераций, основанный на подпространствах Крылова [17, 20], который заклю-
чается в уточнении приближенного решения после каждых 𝑁𝑟 итераций. В нем к найденному те-
кущему приближенному решению 𝑥𝑛 = (𝑐𝑛00,1, . . . , 𝑐

𝑛
𝐾0,1, 𝑐

𝑛
00,2, . . . , 𝑐

𝑛
𝐾0,2, . . . , 𝑐

𝑛
00,𝑁2 , . . . , 𝑐𝑛𝐾0,𝑁2)𝑇 до-

бавляется поправка из подпространства Крылова, натянутого на вектора невязок, составленных из
разниц найденных приближений на последних 𝑁𝑟 итерациях. Для этого дополнительно решается
переопределенная СЛАУ, из которой находится эта поправка [17].

• Операция продолжения вдоль восходящей ветви V-цикла на многосеточном комплексе в методе
Федоренко [16, 21, 22]. Необходимые формулы задания начального приближения в расчетах при
переходе с грубой сетки на более мелкую для представления решения в виде (3) приведены в [16].
Отметим, что при осуществлении операции продолжения после измельчения шагов сетки вдвое в
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полученной ячейке, центр которой оказался в другой подобласти Ω, нежели центр включающей
ее материнской ячейки на предыдущей грубой сетке, в качестве начального приближения бралось
решение из соседней с ней ячейки, центр которой находится в этой же подобласти.
На рис. 2 изображена схема компьютерной программы, написанной на языке C++. Она включа-

ет в себя ряд глобальных переменных, определенных в начале кода, например, размер сетки и степень
аппроксимирующего полинома, а также несколько десятков различных функций. Для проведения расче-

Начало программы
Program start

Входные данные
Input data

Построение сетки
Grid generation

Был ли
расчет на грубой сетке?
Is solution using coarse

grid done?

Нет
No

Да Yes

Операция продолжения (iter=0)
Prolongation operation (iter=0)

𝑐0𝑖1𝑖2,𝑗 = 0.4

Решение локальных СЛАУ
Solving local SLAEs

Параллельный алгоритм
Parallel algorithm

iter += 1,
iter % 𝑁𝑟 = 0?

Нет
No

Да Yes

Ускорение по Крылову
Krylov acceleration

max
𝑖1𝑖2,𝑗

|𝑐𝑛+1
𝑖1𝑖2,𝑗−𝑐𝑛𝑖1𝑖2,𝑗 |<𝜀?Нет

No

Да Yes

Сохранение решения,
вычисление погрешности

Saving solution, error computing

Конец программы
Program end

Метод итераций
по подобластям

Method of iterations
over subdomains

Рис. 2. Схема программы для высокоточного численного решения эллиптического уравнения второго порядка
при наличии в области нескольких интерфейсов

Fig. 2. Scheme of the program for a high-precision numerical solution of a second-order elliptic equation in the presence
of several interfaces in the domain
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тов в программе основная функция main вызывает ряд функций, которые также в свою очередь могут
вызывать другие вспомогательные функции, и т.д.

Во входных данных задаются:
• размер сетки 𝑁×𝑁 ,
• степень аппроксимирующего полинома 𝐾,
• значение псевдопогрешности 𝜀,
• значения весовых множителей 𝑝𝑐, 𝑝𝑚0 , 𝑝𝑚1 , 𝑝𝑏0 ,
• количество невязок 𝑁𝑟 в методе подпространств Крылова,
• геометрия области Ω и интерфейсов Γ𝑖,
• правые части уравнений коллокации 𝑓 и краевых условий 𝑢𝑏,
• условия сопряжения на Γ𝑖.

На самой грубой сетке в качестве начального приближения в итерационном процессе [14] взяты 𝑐𝑖1𝑖2,𝑗 =

0.4. В ускорении по Крылову [17] было взято от 10 до 40 невязок.

4. Результаты численных экспериментов. В примерах 1, 2 и 4 правая часть 𝑓 и краевые условия
𝑢𝑏 вычислялись при подстановке точного решения в (1) и (2) соответственно. Все расчеты проведены на
компьютере Intel Core i5-8265U CPU 1.6 GHz, 4 Cores, DIMM DDR4-2400 1200 MHz 8 Gb. Были взяты

следующие весовые множители: 𝑝𝑐 = ℎ2, 𝑝𝑚0
= 1, 𝑝𝑚1

=
2ℎ

(𝑘𝑎 + 𝑘𝑏)
, здесь 𝑘𝑎 и 𝑘𝑏 — коэффициенты в

соседних согласуемых ячейках, 𝑝𝑏 = 10 в краевых условиях для примеров 1–3, а для примера 4 значение
𝑝𝑏 = 1.

В представленных ниже таблицах приведены значения: относительной и абсолютной погрешностей
приближенного решения в бесконечной норме

‖𝐸𝑟‖∞ =

max
𝑗=1,...,𝑁2

( max
𝑚=1,...,𝑄𝑗

|𝑢(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)− 𝑢ℎ𝑗(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)|)

max
𝑗=1,...,𝑁2

( max
𝑚=1,...,𝑄𝑗

|𝑢(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)|)
,

‖𝐸𝑎‖∞ = max
𝑗=1,...,𝑁2

( max
𝑚=1,...,𝑄𝑗

|𝑢(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)− 𝑢ℎ𝑗(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)|),

где 𝑄𝑗 = 100 — количество равномерно распределенных контрольных точек (𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚), взятых в 𝑗-й
ячейке для подсчета в них погрешности; значение величин в бесконечной и 𝐿2 нормах соответственно

‖𝑢ℎ
𝑁 − 𝑢ℎ

𝑁/2‖
Ω
∞

‖𝑢ℎ
𝑁‖Ω∞

=

max
𝑚=1,...,𝑄

|𝑢ℎ
𝑁 (𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)− 𝑢ℎ

𝑁/2(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)|

max
𝑚=1,...,𝑄

|𝑢ℎ
𝑁 (𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)|

,

‖𝑢ℎ
𝑁 − 𝑢ℎ

𝑁/2‖
Ω
2

‖𝑢ℎ
𝑁‖Ω2

=

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎸⎷
𝑄∑︀

𝑚=1
(𝑢ℎ

𝑁 (𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚)− 𝑢ℎ
𝑁/2(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚))2

𝑄∑︀
𝑚=1

(𝑢ℎ
𝑁 (𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚))2

,

где 𝑢ℎ
𝑁/2 — приближенное решение на грубой сетке из 𝑁/2×𝑁/2 ячеек, 𝑢ℎ

𝑁 — на более подробной сетке из
𝑁×𝑁 ячеек, 𝑄 = 1012 — количество равномерно распределенных контрольных точек (𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚) во всей Ω.

Аналогично определяются значения
‖𝑢ℎ

𝑁 − 𝑢ℎ
𝑁/2‖

Ω̂
∞

‖𝑢ℎ
𝑁‖Ω̂∞

и
‖𝑢ℎ

𝑁 − 𝑢ℎ
𝑁/2‖

Ω̂
2

‖𝑢ℎ
𝑁‖Ω̂2

в точках (𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚), принадлежащих

только выбранной подобласти Ω̂ ⊂ Ω (в Ω тоже распределялось 1012 точек).
Порядок сходимости погрешности приближенного решения на последовательности сеток при измель-

чении их шагов вдвое и фиксированной степени полиномов 𝐾 определяется как

𝑅 = log2
𝐸𝑝

𝐸𝑐
,

где 𝐸𝑝 — значение погрешности ‖𝐸𝑟‖∞ на сетке из 𝑁1/2×𝑁2/2 ячеек и 𝐸𝑐 — значение ‖𝐸𝑟‖∞ на сетке

из 𝑁1×𝑁2 ячеек, либо 𝐸𝑝 =
‖𝑢ℎ

𝑁/2 − 𝑢ℎ
𝑁/4‖

Ω
∞

‖𝑢ℎ
𝑁/2‖Ω∞

и 𝐸𝑐 =
‖𝑢ℎ

𝑁 − 𝑢ℎ
𝑁/2‖

Ω
∞

‖𝑢ℎ
𝑁‖Ω∞

. Аналогично определяется порядок

сходимости в 𝐿2 норме и порядок сходимости в подобласти Ω̂.
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В приведенных ниже таблицах указано количество итераций 𝑁iter, время выполнения итерационного
процесса в секундах 𝑡sol и значение псевдопогрешности 𝜀 для остановки итерационного процесса (6).

Пример 1. Рассмотрим (1), (2) в Ω = [0.1, 0.9]×[0, 0.8] (рис. 3 a) c тестовым непрерывным решением

𝑢(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0.5𝐷 в Ω1 =
{︁
𝑥1 ⩾ 0.1, 𝑥2 ⩾ 0,

√︀
𝑥2
1 + 𝑥2

2 ⩽ 0.6,
√︀
(𝑥1 − 1)2 + 𝑥2

2 ⩾ 0.7
}︁
,

10𝐷 в Ω2 =
{︁
𝑥2 ⩾ 0,

√︀
𝑥2
1 + 𝑥2

2 ⩽ 0.6,
√︀

(𝑥1 − 1)2 + 𝑥2
2 ⩽ 0.7

}︁
,

𝐷 в Ω3 =
{︁
𝑥1 ⩽ 0.9, 𝑥2 ⩾ 0,

√︀
𝑥2
1 + 𝑥2

2 ⩾ 0.6,
√︀
(𝑥1 − 1)2 + 𝑥2

2 ⩽ 0.7
}︁
,

6𝐷 в Ω4 =
{︁
0.1 ⩽ 𝑥1 ⩽ 0.9, 𝑥2 ⩽ 0.8,

√︀
𝑥2
1 + 𝑥2

2 ⩾ 0.6,
√︀

(𝑥1 − 1)2 + 𝑥2
2 ⩾ 0.7

}︁
,

𝐷 = (𝑒𝑟1 − 𝑒0.6)(𝑒𝑟2 − 𝑒0.7), 𝑟1 =
√︀
𝑥2
1 + 𝑥2

2, 𝑟2 =
√︀
(𝑥1 − 1)2 + 𝑥2

2. Здесь криволинейные интерфейсы
являются частями окружностей и имеют вид: Γ1 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω :

√︀
𝑥2
1 + 𝑥2

2 = 0.6 при 𝑥1 ⩾ 0.1 и 𝑥2 ⩾ 0},
Γ2 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω :

√︀
(𝑥1 − 1)2 + 𝑥2

2 = 0.7 при 𝑥1 ⩽ 0.9 и 𝑥2 ⩾ 0}. В этом случае 𝑢𝑛 и коэффициент 𝑘

терпят разрыв, при этом 𝑘 имеет значения

𝑘(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
20 в Ω1,

1 в Ω2,

10 в Ω3,
5

3
в Ω4.

В табл. 1 приведены результаты высокоточного численного решения этого примера. Видно, что с
увеличением старшей степени аппроксимирующих полиномов 𝐾 возрастают точность численного реше-
ния, порядок сходимости и время решения задачи ввиду роста числа арифметических действий. Однако
время расчетов 𝑡sol на персональном компьютере осталось небольшим за счет эффективного сочетания
hp-МКНК с различными способами ускорения итерационного процесса. Отметим также, что порядок схо-
димости не хуже 𝐾-го для полиномов степеней 𝐾 и 𝐾 + 1, как и во многих случаях применения МКНК
для решения краевых задач для дифференциальных уравнений второго порядка с гладкими решениями
[14, 21, 23]. При этом величина 𝜀 бралась такой, чтобы она отличалась от погрешности не менее чем на два
десятичных порядка. На рис. 3 b приведен график величины |𝑢− 𝑢ℎ|, из которого видно, что наибольшие
ее значения, как и ожидалось ввиду особенности задачи, достигаются в окрестностях интерфейсов Γ𝑖.

𝑢(𝑥1, 𝑥2)

3

2

1

0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

𝑥2

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

𝑥1

a)

|𝑢− 𝑢ℎ|

4 · 10−7

3 · 10−7

2 · 10−7

1 · 10−7

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

𝑥2

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

𝑥1

b)

Рис. 3. В примере 1 при 𝐾 = 4: a) точное решение 𝑢(𝑥1, 𝑥2); b) значения |𝑢− 𝑢ℎ| на сетке 32×32

Fig. 3. In example 1 with 𝐾 = 4: a) exact solution 𝑢(𝑥1, 𝑥2); b) values of |𝑢− 𝑢ℎ| on the grid 32×32
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Таблица 1. Результаты численных экспериментов в примере 1

Table 1. Results of numerical experiments in example 1

𝑁×𝑁
𝐾 = 2 (𝜀 = 10−10) 𝐾 = 3 (𝜀 = 10−10)

‖𝐸𝑟‖∞ 𝑅 𝑁iter 𝑡sol ‖𝐸𝑟‖∞ 𝑅 𝑁iter 𝑡sol

8×8 6.62 · 10−3 — 41 0.015 4.75 · 10−4 — 41 0.047
16×16 7.43 · 10−4 3.15 53 0.047 5.82 · 10−5 3.02 42 0.14
32×32 1.59 · 10−4 2.22 121 0.468 9.39 · 10−6 2.63 121 1.297
64×64 2.76 · 10−5 2.52 241 2.859 2.10 · 10−6 2.16 196 6.391

𝑁×𝑁
𝐾 = 4 (𝜀 = 10−12) 𝐾 = 5 (𝜀 = 10−12)

‖𝐸𝑟‖∞ 𝑅 𝑁iter 𝑡sol ‖𝐸𝑟‖∞ 𝑅 𝑁iter 𝑡sol

8×8 5.38 · 10−5 — 41 0.063 9.30 · 10−6 — 61 0.171
16×16 3.09 · 10−6 4.12 81 0.375 4.38 · 10−7 4.40 121 1.406
32×32 2.07 · 10−7 3.89 161 3.047 1.25 · 10−8 5.13 201 8.75
64×64 9.12 · 10−9 4.52 241 18.75 3.19 · 10−10 5.59 2241 371.797

В табл. 2 приведены минимальные 𝜈min и максимальные 𝜈max значения чисел обусловленности мат-
риц локальных СЛАУ в спектральной норме (после применения диагонального предобуславливателя) и
типы ячеек, для которых были выписаны эти СЛАУ. Видно, что практически всегда 𝜈max возникают в
н-ячейках в окрестности криволинейных интерфейсов Γ𝑖. Это указывает на то, что необходимо тщательно
рассматривать свойства численного алгоритма при его построении с целью достичь его применением вы-
сокой точности решения задачи. При этом по возможности использовать средства, влияющие на его точ-
ность. В данном случае прежде всего необходимо наблюдать ключевое свойство СЛАУ приближенной за-
дачи – ее обусловленность, от которой в значительной мере зависит возможность применения тех или иных
методов ее решения и точность численного решения. Ранее было показано [24], что в МКНК на обусловлен-
ность СЛАУ приближенной задачи в некоторых пределах эффективно можно воздействовать выбором ве-
совых параметров при применении в нем взвешенного метода наименьших квадратов. В данной работе это
также использовалось помимо применения диагонального предобуславливателя. Из приведенных резуль-
татов численных экспериментов здесь, как и в других исследованиях, видно, что повышение степени по-
линомов в базисе используемых полиномиальных пространств приводит к увеличению числа обусловлен-
ности СЛАУ [16]. Но выбор весовых параметров позволяет до некоторых пределов сдержать увеличение ее
обусловленности и повысить точность решения задачи. Увеличение значения весового множителя с 𝑝𝑏 = 1

до 𝑝𝑏 = 10 позволило уменьшить число обусловленности 𝜈 в граничной н-ячейке, отсеченной Γ2 от квад-
ратной материнской ячейки, например на сетке 32×32 с 𝜈 = 340.049 до 𝜈 = 256.4, тем самым увеличить
точность приближенного решения с ‖𝐸𝑟‖∞ = 5.98 · 10−6 до ‖𝐸𝑟‖∞ = 2.07 · 10−7, т.е. более чем на порядок.

Таблица 2. Числа обусловленности матриц СЛАУ в примере 1

Table 2. Condition numbers of matrices of SLAEs in example 1

𝑁×𝑁
𝐾 = 2

𝜈min тип ячейки 𝜈max тип ячейки

8×8 2.37 внутренняя в Ω4 22.59 граничная в Ω1

16×16 2.30 внутренняя в Ω4 25.88 внутренняя в Ω1, пересеченная Γ1

32×32 2.20 внутренняя в Ω4 47.09 граничная в Ω1, пересеченная Γ1

64×64 2.10 внутренняя в Ω4 35.99 внутренняя в Ω1, пересеченная Γ1

𝑁×𝑁
𝐾 = 5

𝜈min тип ячейки 𝜈max тип ячейки

8×8 10.79 внутренняя в Ω2 705.47 внутренняя в Ω3, пересеченная Γ2

16×16 10.79 внутренняя в Ω2 2187.75 внутренняя в Ω1, пересеченная Γ1

32×32 10.79 внутренняя в Ω2 2788.97 внутренняя в Ω1, пересеченная Γ1

64×64 10.79 внутренняя в Ω2 3307.95 внутренняя в Ω1, пересеченная Γ1
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Пример 2. Рассмотрим (1), (2) в Ω = [−1, 1]×[−1, 1] с условиями разрывов на линиях Γ𝑖

[𝑢] = 𝑔𝑖(𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ Γ𝑖,[︂
𝑘
𝜕𝑢

𝜕𝑛

]︂
= ℎ𝑖(𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ Γ𝑖,

где [𝑢] и
[︂
𝑘
𝜕𝑢

𝜕𝑛

]︂
— скачки решения и производной по нормали, домноженной на разрывный коэффициент,

на соответствующих интерфейсах Γ𝑖, равные функциям 𝑔𝑖 и ℎ𝑖, которые вычислялись из точного решения.

Здесь прямолинейные интерфейсы имеют вид: Γ1 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω : 𝑥2 =
3

2
𝑥1 − 1

18
при − 1 ⩽ 𝑥2 ⩽ 1},

Γ2 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω : 𝑥2 = −3

2
𝑥1 +

5

18
при − 1 ⩽ 𝑥2 ⩽ 1} (рис. 4 a). Рассмотрим эту задачу c тестовым

разрывным решением [11] (рис. 4 b)

𝑢(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
6 + sin(2𝜋𝑥1) sin(2𝜋𝑥2) в Ω1 = {𝑥1 ⩾ −1,−1 ⩽ 𝑥2 ⩽ 1, 𝑥2 ⩾

3

2
𝑥1 −

1

18
, 𝑥2 ⩽ −3

2
𝑥1 +

5

18
},

8 + sin(𝑥1 + 𝑥2) в Ω2 = {𝑥1 ⩽ 1,−1 ⩽ 𝑥2 ⩽ 1, 𝑥2 ⩽
3

2
𝑥1 −

1

18
, 𝑥2 ⩾ −3

2
𝑥1 +

5

18
},

𝑥2
1 + 𝑥2

2 в Ω3 = {Ω ∖ (Ω1 ∪ Ω2)}.

Здесь разрывный коэффициент 𝑘 имеет значения

𝑘(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 в Ω1,

2 в Ω2,

3 в Ω3.

В этом примере также разрывна и правая часть 𝑓 уравнения (1). В отличие от (4) здесь в при-
ближенном решении в соседних ячейках согласовывались значения функции и производной по нормали,
домноженной на разрывный коэффициент, с учетом их скачков на Γ1 и Γ2. Например, условие согла-
сования на Γ1 между решениями в ячейках, расположенных в Ω1, и решениями в ячейках в Ω3 имеет вид

𝑝𝑚0𝑣ℎ𝑗 + 𝑝𝑚1

𝜕𝑣ℎ𝑗
𝜕𝑛𝑗

= 𝑝𝑚0𝑣ℎ + 3𝑝𝑚1

𝜕𝑣ℎ
𝜕𝑛𝑗

+ 𝑝𝑚0𝑔1 + 𝑝𝑚1ℎ1.
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Рис. 4. В примере 2: a) область решения Ω; b) точное решение 𝑢(𝑥1, 𝑥2)

Fig. 4. In example 2: a) solution domain Ω; b) exact solution 𝑢(𝑥1, 𝑥2)
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Таблица 3. Результаты численных экспериментов в примере 2

Table 3. Results of numerical experiments in example 2

𝑁×𝑁

метод MIB [11]
MIB method [11]

hp-МКНК, 𝐾 = 2 (𝜀 = 10−10)
hp-LSCM, 𝐾 = 2 (𝜀 = 10−10)

hp-МКНК, 𝐾 = 4 (𝜀 = 10−12)
hp-LSCM, 𝐾 = 4 (𝜀 = 10−12)

‖𝐸𝑎‖∞ 𝑅 ‖𝐸𝑎‖∞ 𝑅 𝑁iter 𝑡sol ‖𝐸𝑎‖∞ 𝑅 𝑁iter 𝑡sol

10×10 — — 1.95 · 10−1 — 41 0.015 1.92 · 10−2 — 42 0.125
20×20 2.00 · 10−1 — 4.00 · 10−2 2.28 81 0.156 7.19 · 10−4 4.75 121 1.297
40×40 5.01 · 10−2 2.00 8.54 · 10−3 2.22 192 1.532 2.88 · 10−5 4.64 241 7.469
80×80 6.16 · 10−3 3.02 2.54 · 10−3 1.74 362 9.969 2.18 · 10−6 3.72 562 81.828

160×160 6.44 · 10−4 3.26 6.28 · 10−4 2.01 921 137.641 1.53 · 10−7 3.83 886 493.594

В табл. 3 приведены результаты численного решения задачи, полученные методом MIB в работе [11] и
hp-МКНК. Из табл. 3 видно, что методом MIB и МКНК при 𝐾 = 2 удается построить приближенное реше-
ние, сходящееся с порядком сходимости не хуже второго. При этом отметим, что на одинакового размера
сетках 𝑁×𝑁 количество степеней свободы приближенного решения (англ. DoFs — degrees of freedom) в
методе MIB (значений решений в узлах) равно 𝑁2, а в МКНК значение DoFs (суммарное количество неиз-

вестных коэффициентов) равно 𝑁2 (𝐾 + 1)(𝐾 + 2)

2
. Также, как и в предыдущем примере 1, увеличение 𝐾

в hp-МКНК приводит к существенному увеличению точности решения и уменьшению DoFs, необходимых
для достижения заданной точности. Например, для того чтобы достичь точность порядка 10−4, в МКНК
при 𝐾 = 2 требуется DoFs = 153600, в методе MIB [11] DoFs = 25600, а в МКНК при 𝐾 = 4 требуется уже
только DoFs = 6000. При этом в hp-МКНК увеличение точности решения достигается относительно просто
с помощью увеличения степеней полиномов в базисе используемого пространства за счет универсальности
и простоты алгоритма построения приближенного решения. Однако в некоторых других методах дости-
жение такой цели может вызывать существенные трудности [25]. Кроме того, в МКНК удобно определять
значения решения и его производных в любых точках расчетной области без потери точности, так как
решение является аналитическим. Тем самым МКНК является достаточно привлекательным и удобным
высокоточным численным методом для решения различных задач.

В МКНК в этом примере числа обусловленности локальных матриц были порядка 𝐶1 · 100 и 𝐶2 · 10,
где 𝐶1, 𝐶2 — константы, меньшие десяти.

Пример 3. Рассмотрим в Ω = [0, 1]×[0, 1] задачу (1), (2) c однородным уравнением и неизвестным
точным решением 𝑢(𝑥1, 𝑥2). Пусть здесь интерфейсы прямолинейны и имеют вид: Γ1 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω :

𝑥1 = 0.5 при 0 ⩽ 𝑥2 ⩽ 1}, Γ2 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω : 𝑥2 = 0.5 при 0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 1}. Пусть

𝑘(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
8, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω1 = [0, 0.5]×[0, 0.5],

2, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω2 = [0.5, 1]×[0, 0.5],

2, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω3 = [0, 0.5]×[0.5, 1],

1, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω4 = [0.5, 1]×[0.5, 1],

а краевые условия имеют вид

𝑢(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑐1(4𝑥1 + 𝑥2)(𝑥1 + 𝑥2) + 𝑐0, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω1 ∩ 𝛿Ω

𝑐2𝑥1 + 𝑐3𝑥
3
2, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω2 ∩ 𝛿Ω,

𝑐3𝑥
3
1 + 𝑐2𝑥2, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω3 ∩ 𝛿Ω,

𝑐4𝑒
𝑥1+𝑥2 + (0.25− 𝑥1 + 𝑥2

1)(−0.5𝑐4𝑒
2 + 2𝑐4𝑒

2𝑥2 − 2𝑐4𝑒
2𝑥2

2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω4 ∩ 𝛿Ω,

𝑐0 = 7, 𝑐1 = 4, 𝑐2 = 16, 𝑐3 = 11.636363636363637, 𝑐4 = 3.8946355225907756. Они здесь подобраны так, чтобы
решение 𝑢 и 𝑘𝑢𝑛 были непрерывными на границе 𝛿Ω (при этом 𝑢𝑛 разрывно) и не было разрывов вторых
производных в угловых точках Ω. В численных расчетах на Γ𝑖 выписывались условия согласования (4),
как и в примере 1.

Результаты численных экспериментов приведены в табл. 4, где Ω̂ = Ω∖{(𝑥1−0.5)2+(𝑥2−0.5)2 ⩽ 0.22}.
Величина погрешности в бесконечной норме в процессе четырехкратного и трехкратного мельчения ячеек
сетки в подобласти Ω̂ уменьшается значительно быстрее, чем в Ω, и становится на десятичный порядок
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Таблица 4. Результаты численных экспериментов в примере 3

Table 4. Results of numerical experiments in example 3

𝑁×𝑁
𝐾 = 2

‖𝑢ℎ
𝑁 − 𝑢ℎ

𝑁/2‖Ω∞
‖𝑢ℎ

𝑁‖Ω∞
𝑅

‖𝑢ℎ
𝑁 − 𝑢ℎ

𝑁/2‖Ω2
‖𝑢ℎ

𝑁‖Ω2
𝑅

‖𝑢ℎ
𝑁 − 𝑢ℎ

𝑁/2‖Ω̂∞
‖𝑢ℎ

𝑁‖Ω̂∞
𝑅

‖𝑢ℎ
𝑁 − 𝑢ℎ

𝑁/2‖Ω̂2
‖𝑢ℎ

𝑁‖Ω̂2
𝑅

8×8 6.61 · 10−3 — 1.44 · 10−3 — 2.75 · 10−3 — 1.03 · 10−3 —
16×16 2.63 · 10−3 1.32 4.21 · 10−4 1.77 5.49 · 10−4 2.32 2.57 · 10−4 2.00
32×32 1.03 · 10−3 1.35 1.25 · 10−4 1.75 1.40 · 10−4 1.97 7.51 · 10−5 1.77
64×64 3.07 · 10−4 1.74 3.74 · 10−5 1.74 4.02 · 10−5 1.80 2.17 · 10−5 1.79

128×128 1.35 · 10−4 1.18 1.13 · 10−5 1.72 1.17 · 10−5 1.78 6.30 · 10−6 1.78
сред. арифм.

average — 1.39 — 1.74 — 1.96 — 1.83

𝑁×𝑁
𝐾 = 4

‖𝑢ℎ
𝑁 − 𝑢ℎ

𝑁/2‖Ω∞
‖𝑢ℎ

𝑁‖Ω∞
𝑅

‖𝑢ℎ
𝑁 − 𝑢ℎ

𝑁/2‖Ω2
‖𝑢ℎ

𝑁‖Ω2
𝑅

‖𝑢ℎ
𝑁 − 𝑢ℎ

𝑁/2‖Ω̂∞
‖𝑢ℎ

𝑁‖Ω̂∞
𝑅

‖𝑢ℎ
𝑁 − 𝑢ℎ

𝑁/2‖Ω̂2
‖𝑢ℎ

𝑁‖Ω̂2
𝑅

8×8 2.12 · 10−3 — 2.62 · 10−4 — 8.28 · 10−4 — 1.31 · 10−4 —
16×16 8.40 · 10−4 1.33 7.55 · 10−5 1.80 6.58 · 10−5 3.65 3.15 · 10−5 2.05
32×32 2.64 · 10−4 1.66 2.71 · 10−5 1.47 2.44 · 10−5 1.43 1.29 · 10−5 1.28
64×64 1.16 · 10−4 1.18 1.18 · 10−5 1.19 1.03 · 10−5 1.24 6.11 · 10−6 1.08

сред. арифм.
average — 1.39 — 1.48 — 2.10 — 1.47

меньше второй. При этом среднее арифметическое значение величины 𝑅 в процессе мельчения сетки в Ω̂

практически в полтора раза больше, чем в Ω. Различие ее значений при анализе сходимости погрешности
в норме 𝐿2 в Ω̂ и Ω небольшое. Значение 𝑅 в этом примере ограничено и практически не превышает
двух. Точность приведенных величин погрешностей в табл. 4 также не улучшается существенно при
увеличении 𝐾, хотя их значения стремятся к нулю и достаточно малы. На рис. 5 a изображен график
приближенного решения на сетке 32×32, а на рис. 5 b — график значений |𝑢ℎ

32 − 𝑢ℎ
16| при 𝐾 = 4. Видно,

что наибольшие значения |𝑢ℎ
32−𝑢ℎ

16| сосредоточены в окрестности центра квадратной области Ω и график
при приближении к центру резко возрастает.
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Рис. 5. В примере 3 при 𝐾 = 4: a) приближенное решение на сетке 32×32; b) значения |𝑢ℎ
32 − 𝑢ℎ

16|

Fig. 5. In example 3 with 𝐾 = 4: a) numerical solution on the grid 32×32; b) values of |𝑢ℎ
32 − 𝑢ℎ

16|
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Отметим, что вышеприведенные наблюдения, касающиеся ограничений порядка сходимости погреш-
ности, характера ее поведения в зависимости от вида рассматриваемой подобласти в Ω, во многом кор-
релируют c результатами решения различных эллиптических задач разными методами. Например, это
наблюдалось в [25] при решении уравнения Пуассона МКР и в [21, 26] МКНК при наличии разрывов
вторых производных в угловых точках 𝛿Ω полигональных выпуклых областей. Это также наблюдалось
в [6] при применении адаптивного разрывного метода Галеркина и в [14] при применении МКНК для ре-
шения уравнения Пуассона с особенностью в виде разрыва производных третьего порядка и обращения в
бесконечность производных четвертого порядка в точке (0, 0) в квадратной области [−0.5, 0.5]×[−0.5, 0.5].
Аналогичные наблюдения имели место в [27], где проводилось численное моделирование течения полимер-
ной жидкости в многосвязной области и решалась нелинейная система уравнений с частными производ-
ными МКНК, МКЭ и нелокальным методом без насыщения с неизвестным точным решением. При этом
применение последнего в эллиптической системе координат позволило избавиться от одной из особенно-
стей. Также они имели место в [16] и [28], где МКНК и МКЭ соответственно решалось бигармоническое
уравнение в L-образной области с известным точным решением 𝑢 ∈ 𝐻

8
3−𝜀 /∈ 𝐻3(Ω), у которого вторые

производные обращались в бесконечность в угловой точке.
В отличие от примера 1, здесь все ячейки имеют квадратную форму и вид локальных матриц СЛАУ

не зависит от размера сетки при измельчении ее шагов вдвое, и их обусловленность не меняется. При этом
обусловленность глобальной СЛАУ, полученной объединением всех локальных СЛАУ, будет изменяться.
В этом примере при 𝐾 = 2 значение 𝜈max = 12.054 в угловой граничной ячейке, принадлежащей Ω4,
𝜈min = 2.54 в нижней левой квадратной ячейке, принадлежащей Ω4, т.е. граничащей с Γ1 и Γ2. При
𝐾 = 4 значение 𝜈max = 42.19 во внутренней ячейке, принадлежащей Ω1, 𝜈min = 7.11 во внутренней ячейке,
принадлежащей Ω4.

Пример 4. Рассмотрим (1), (2) в Ω = [−1, 1]×[−1, 1] с 𝑘(𝑥1, 𝑥2) = 1 с условиями разрывов на
линиях Γ𝑖

[𝑢] = 𝑔𝑖(𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ Γ𝑖,[︂
𝜕𝑢

𝜕𝑛

]︂
= ℎ𝑖(𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ Γ𝑖,

где [𝑢] и
[︂
𝜕𝑢

𝜕𝑛

]︂
— скачки решения и производной по нормали через соответствующие интерфейсы Γ𝑖,

равные функциям 𝑔𝑖 и ℎ𝑖, вычисленным из точного решения. В этом примере криволинейные интерфейсы
имеют вид: Γ1 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω : 𝑥1(𝑡) = (0.6 + 0.25 sin(5𝑡)) cos(𝑡), 𝑥2(𝑡) = (0.6 + 0.25 sin(5𝑡)) sin(𝑡) при
𝑡 ∈ [0, 2𝜋]}, Γ2 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω : 𝑥2

1 + 𝑥2
2 = 0.22} (рис. 6 a). Рассмотрим эту задачу со следующим тестовым
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Рис. 6. В примере 4: a) область решения Ω; b) точное решение 𝑢(𝑥1, 𝑥2)

Fig. 6. In example 4: a) solution domain Ω; b) exact solution 𝑢(𝑥1, 𝑥2)
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Таблица 5. Результаты численных экспериментов в примере 4

Table 5. Results of numerical experiments in example 4

𝑁×𝑁
𝐾 = 2 (𝜀 = 10−10) 𝐾 = 4 (𝜀 = 10−12)

‖𝐸𝑟‖∞ 𝑅 𝑁iter 𝑡sol ‖𝐸𝑟‖∞ 𝑅 𝑁iter 𝑡sol

8×8 6.54 · 10−3 — 41 0.015 5.46 · 10−5 — 81 0.328
16×16 5.65 · 10−4 3.53 81 0.141 2.00 · 10−6 4.77 161 1.515
32×32 1.36 · 10−4 2.05 199 1.391 2.05 · 10−8 6.61 241 6.203
64×64 2.33 · 10−5 2.54 441 9.516 7.96 · 10−10 4.69 243 26.422

разрывным решением (рис. 6 b):

𝑢(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑒𝑥1+𝑥2 в Ω1,

sin(𝑥1 + 𝑥2) + 3 в Ω2,

cos(𝑥1 + 𝑥2) + 5 в Ω3,

где подобласти Ω1, Ω2 и Ω3 изображены на рис. 6 a. В этом примере также разрывна и правая часть
𝑓(𝑥1, 𝑥2) уравнения (1). Здесь в отличие от (4) условие согласования между решениями в ячейках, распо-
ложенных в разных подобластях, на Γ𝑖 имеет вид

𝑝𝑚0
𝑣ℎ𝑗 + 𝑝𝑚1

𝜕𝑣ℎ𝑗
𝜕𝑛𝑗

= 𝑝𝑚0
𝑣ℎ + 𝑝𝑚1

𝜕𝑣ℎ
𝜕𝑛𝑗

+ 𝑝𝑚0
𝑔𝑖 + 𝑝𝑚1

ℎ𝑖.

В табл. 5 приведены высокоточные результаты расчетов МКНК. Стоит отметить, что, как и в приме-
рах 1 и 2, значения порядка сходимости 𝑅 здесь колеблются. Это объясняется появлением особенностей,
возникающих на интерфейсах Γ1 и Γ2, и наличием нерегулярности сетки в их окрестности в виде н-ячеек,
вид которых изменяется при измельчении шагов сетки. Аналогичные эффекты в виде колебаний порядка
сходимости (при этом повышенного) наблюдались, например, у МКР [29] и у МКНК [16] при решении
бигармонического уравнения в нерегулярных областях с гладкими тестовыми решениями.

В конце раздела 3 было сделано замечание относительно необходимости уменьшения куска невыпук-
лого интерфейса (в данном случае звездной кривой), используемой для расстановки точек согласования
на ней. Если не применять предложенную здесь технику, а воспользоваться только алгоритмом из [14],
то на сетке 32×32 в случае 𝐾 = 4 получаются значения ‖𝐸𝑟‖∞ = 9.36 · 10−8, 𝑁iter = 2141, 𝑡sol = 58.93

секунд при 𝜈max = 91.32 в н-ячейке, пересеченной Γ1 и находящейся в Ω1. Из табл. 5 видно, что точность
решения, количество итераций и время расчета в разы лучше в случае применения указанной модифи-
кации алгоритма. При этом число обусловленности понижается практически в два раза и 𝜈max = 47.05.
Таким образом, при построении высокоточных алгоритмов необходимо особо обращать внимание на обу-
словленность возникающих СЛАУ в hp-вариантах численных методов. А также из изложенного видно,
что различные варианты МКНК позволяют получить сходящиеся решения благодаря своим хорошим
аппроксимативным свойствам и эффективному сочетанию с другими вычислительными алгоритмами.

Наконец, стоит отметить некоторые преимущества прямоугольной сетки внутри области. При про-
граммной реализации в таких ситуациях: 1) проще вычислять производные по нормали на прямолинейных
сторонах между соседними ячейками в условиях согласования по сравнению, например, с неструктури-
рованной треугольной сеткой [30]; 2) проще реализовать обход подобластей с применением распараллели-
вания, который [19] естественным образом здесь использован; 3) проще построить и применить формулы
для осуществления операции продолжения [16], когда материнская прямоугольная ячейка делится на
четыре “маленькие” прямоугольные ячейки; 4) можно эффективно использовать свойство локальной си-
стемы координат в МКНК при решении линейных задач с постоянными коэффициентами, так как в этих
случаях вид матриц локальных СЛАУ всех внутренних прямоугольных ячеек одинаковый и не зависит
от номера итерации, это влечет за собой ускорение решения задачи [14]. Есть и другие преимущества,
например в [30] подчеркивается: “Относительно криволинейных сеток данный способ позволяет лучше
локализовать мелкие ячейки на тех участках, где это необходимо”.

5. Заключение. Проведенное исследование показало, что реализованный алгоритм позволяет быст-
ро и с высокой точностью решать краевые задачи для эллиптического уравнения второго порядка в об-
ластях с несколькими интерфейсами достаточно произвольных форм. В МКНК относительно просто ре-
ализовывать различные hp-варианты в комбинации с современными способами ускорения итерационного
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процесса. В нем зачастую предъявляются не такие жесткие требования с точки зрения зависимости вы-
числительного алгоритма от формы ячеек и построения базиса, например, по сравнению с МКЭ. Поэтому
можно полагать, что создаваемые алгоритмы позволят проводить высокоточное численное моделирова-
ние сложных физических процессов с разрывами параметров и в прикладных нестационарных задачах,
например с движущимися границами. Скорее всего, в этом случае будет эффективным сочетание конечно-
разностной аппроксимации временно́й переменной в МКНК [31], методики восполнения внешней дискрет-
но заданной границы области векторными сплайн-функциями [26], предложенных и реализованных в
настоящей работе алгоритмов решения задач с разрывными параметрами, и других, которые, возможно,
появятся в ходе дальнейшего поиска.
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