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Аннотация: В работе рассматривается численная реализация метода обращения полного вол-
нового поля на основе асимптотического решения уравнения Гельмгольца. Классическая по-
становка задачи заключается в поиске минимума штрафной функции, характеризующей сред-
неквадратичное уклонение модельных данных от зарегистрированных при проведении поле-
вых работ. Для минимизации целевого функционала обычно применяются методы локаль-
ной оптимизации, такие как метод сопряженных градиентов. Именно вычисление градиента
штрафной функции и является самой ресурсоемкой частью задачи. Асимптотический под-
ход к решению обратной динамической задачи сейсмики заключается в замене дорогостоящей
конечно-разностной процедуры расчета функции Грина краевой задачи частотно-зависимым
лучевым трассированием. Функции Грина рассчитываются на основании данных о времени
пробега вдоль лучей, об амплитуде и о геометрическом расхождении. Серия численных экспе-
риментов для широкоизвестной модели Marmousi демонстрирует эффективность применения
такого подхода к реконструкции макроскоростного строения сложноустроенных сред для низ-
ких временных частот. При сопоставимом качестве решения обратной задачи применительно
к стандартному конечно-разностному подходу скорость расчетов асимптотического метода на
порядок выше.
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Abstract: In this paper, we consider the numerical implementation of the Full Waveform Inversion
method based on the asymptotic solution of the Helmholtz equation. The standard method finds the
minimum of the penalty function, which characterizes the mean-square deviation of the modeled data
from the observed ones during conducting the field works. Local optimization methods, such as the
conjugate gradient method, are usually used to minimize the objective functional. The calculation of
the penalty function gradient is the most resource-intensive part of the task. An asymptotic approach
to solving an inverse dynamic seismic problem is to replace the expensive finite-difference procedure
for calculating the Green’s function of a boundary value problem by the frequency-dependent ray
tracing. The Green’s functions are calculated from data on the travel time along the rays, the
amplitude and the geometric divergence. A series of numerical experiments for the widespread
Marmousi model demonstrates the efficiency of applying of this approach to the reconstruction
of macrovelocity structure of complex media for low temporal frequencies. In comparison with the
standard finite-difference approach, applied to solving the inverse problem, the speed of calculations
of the asymptotic method is an order of magnitude higher upon comparable quality of the solution.
Keywords: full waveform inversion, Helmholtz equation, asymptotic solution, macrovelocity
component.
Acknowledgements: The reported study was funded by RFBR and GACR, project number 20–
55–26003.
For citation: K. G. Gadylshin, D. A. Neklyudov, and M. I. Protasov. “Numerical implementation
of the Full Waveform Inversion method using the asymptotic solution of the Helmholtz equation,”
Numerical Methods and Programming. 23 (1), 29–45 (2022). doi 10.26089/NumMet.v23r103.

1. Введение. Современная сейсморазведка — бурно развивающаяся отрасль, стоящая на стыке раз-
личных наук: геологии, геофизики, вычислительной математики, механики сплошных сред. В ней самым
тесным образом переплетаются потребности в прикладных, инженерных исследованиях с необходимостью
развития теории для более глубокого понимания тех процессов, с которыми приходится иметь дело на
практике. В последние годы геологические задачи, которые приходится решать сейсмическими метода-
ми, становятся все сложнее. Значительно возросли требования к детальности и достоверности прогнозов,
полученных при интерпретации сейсмических данных, так как поиск новых месторождений приходится
вести в районах со сложными геологическими или инженерными условиями. Для успешного решения
возникающих на практике задач необходимо привлекать новые методы наблюдений и обработки сейсми-
ческих данных, т.е. регистрировать и извлекать как можно более полную и достоверную информацию о
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строении среды. В качестве одного из подтверждений указанной тенденции можно упомянуть о том, что
стандартные для прошлых лет упрощенные методики построения сейсмических изображений (сейсми-
ческой миграции), основанные на предположении о почти горизонтальном залегании осадочных пород
(временная миграция), уже совершенно не удовлетворяют современным требованиям при работе в новых
районах. Стандартом становится применение процедур, не использующих упрощенных представлений о
среде. Одной из таких процедур, привлекающих повышенное внимание специалистов в последнее время,
является метод обращения полного волнового поля (FWI — аббревиатура от англ. Full Waveform Inversion).
Основным теоретическим базисом определения скоростной модели на основе полного волнового поля яв-
ляется решение обратной динамической задачи сейсмики в полной постановке.

Остановимся на нашем понимании места, которое занимают методы обращения полного волнового
поля в современном подходе к изучению внутреннего строения геологической среды. С момента возник-
новения современной сейсмологии в конце XIX века вплоть до середины XX века основное внимание
уделялось использованию данных о времени пробега сейсмических волн [1–3]. Привлечению амплитуд
серьезное внимание стали уделять лишь с 70-х годов прошлого века, когда современные сейсмические
системы наблюдений смогли предоставить сейсмограммы, которые можно было сравнивать с синтетиче-
скими. Именно тогда разведочная сейсмика взяла на себя задачу построения изображений недр с высоким
разрешением путем использования плотных, многоуровневых систем сбора данных. Использование огра-
ниченных выносов в системах возбуждения и регистрации сейсмических волн, а также ограниченный
частотный диапазон данных, приводят к слабой чувствительности получаемых изображений к возмуще-
ниям, соответствующим промежуточным длинам волн [4]. Именно это обстоятельство повлекло развитие
двухэтапного подхода к обработке сейсмических данных:

• построение макромодели на основе использования кинематических данных;
• построение сейсмических волновых изображений с привлечением различных типов миграционных

процедур [5–10].

Этот подход весьма эффективен для сравнительно простых геологических объектов, хотя с его при-
влечением иногда удается добиться неплохих результатов и при отображении таких сложных структур,
как соляные купола, перекрытые базальтами целевые объекты, предгорья и др. Для сложных геоло-
гических сред построение точной макроскоростной модели, обеспечивающей качественное выполнение
миграционного преобразования, вплоть до настоящего времени остается чрезвычайно сложной задачей.
Для ее решения на основе итерационного уточнения было предложено множество подходов [11, 12],
но ни один из них не обеспечил полного решения проблемы ввиду низкой чувствительности отражен-
ных сейсмических полей к изменчивости изучаемой среды на масштабе, сравнимом с доминирующей
длиной волны. В начале 80-х годов прошлого века P. Lailly [13] и A. Tarantola [14] переформулирова-
ли принцип построения миграционных изображений [15, 16] в виде локальной проблемы минимизации
разности между наблюденными и синтетическими данными при помощи метода наименьших квадра-
тов. Они показали, что градиент штрафной функции, вдоль которого ищется возмущение модели, мо-
жет быть построен путем кросс-корреляции между падающей волной, излученной источником, и про-
долженной в среду́ в обратном времени разницы между наблюденным и смоделированным волновыми
полями. Скорректированная после первой итерации модель выглядит как результат применения мигра-
ции в обратном времени (RTM — аббревиатура от англ. Reverse Time Migration). Единственная разница
состоит в том, что при реализации RTM в обратном времени в среду распространяется зарегистрирован-
ное волновое поле, в то время как при выполнении FWI в обратном времени распространяется невязка
между зарегистрированным и рассчитанным для текущей модели волновыми полями. Полученная об-
новленная модель используется как стартовая для следующей итерации метода FWI. Таким образом,
вычисление градиента обеспечивает весьма впечатляющий прирост объема информации и возможность
перехода к определению физических параметров изучаемого геологического объекта. Процесс постро-
ения изображений путем сопоставления зарегистрированного и рассчитанного волновых полей требу-
ет весьма значительных вычислительных ресурсов даже для двумерных постановок [17]. Тем не менее
этот подход успешно применялся в ряде исследований с привлечением различных методов моделиро-
вания волновых полей, таких как конечно-разностные методы [18–22], методы конечных элементов [23]
и лучевые методы [24–26]. Подход, не требующий таких значимых вычислительных затрат, был пред-
ложен в работах [27] и [28]. Эта модификация основана на теоретической связи между обобщенным
преобразованием Радона [29–31] и минимизацией методом наименьших квадратов, предложенной в ра-
боте [32]. Решение обратной задачи на основе асимптотического представления преобразования Радона
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может быть рассмотрено как задача нелинейной оптимизации квазиньютоновского типа путем введения
специального целевого функционала в пространстве данных. Этот подход апробирован и на синтети-
ческих, и на полевых данных. В ряде работ продемонстрирована возможность его переноса на трех-
мерные постановки [33, 34]. Так как функции Грина при реализации этого подхода вычисляются лу-
чевым методом в сглаженной среде, прямая задача может быть линеаризована с использованием бор-
новской аппроксимации, и итерации для минимизации также выполняются в линейном приближении,
макроскоростная модель при этом не изменяется. Семейство этих методов называют “миграция/обра-
щение” или миграция до суммирования в истинных амплитудах (от англ. true amplitude Prestack Depth
Migration — PSDM). Основное отличие этого подхода от FWI заключается в том, что в процессе ми-
нимизации гладкая макроскоростная модель не изменяется от итерации к итерации, а изменения пре-
терпевают только локальные возмущения гладкой макроскоростной модели, порождающие рассеянные
волновые поля. Напротив, при реализации FWI производится численное моделирование полного вол-
нового поля на каждой итерации процесса минимизации для модели, полученной на предыдущем ша-
ге. Тем самым в рассмотрение включаются все типы волн: рефрагированные волны, закритические от-
ражения, кратные отражения и др. Методы для численного моделирования волновых полей, исполь-
зуемые в FWI, чрезвычайно разнообразны и включают метод конечных элементов [35, 36], метод ко-
нечных разностей [37], метод конечных объемов [38], псевдоспектральные методы [39], методы гранич-
ных интегральных представлений [40], обобщенный экранный метод, метод дискретных волновых чи-
сел, обобщенный лучевой метод WKBJ и метод Маслова [41], полное интегральное представление и
дифракционную теорию [42]. Современные реализации FWI пытаются восстановить достаточно широ-
кий пространственный спектр в каждой точке среды, объединяя построение макроскоростной модели
и миграционного изображения в одной процедуре. Примеры широкоазимутальных данных иллюстри-
руют возможность восстановления всего пространственного спектра среды [43, 44]. Здесь необходимо
подчеркнуть, что обеспечение устойчивости обращения данных на больших выносах является еще не
до конца исследованной проблемой из-за увеличивающейся нелинейности задачи, вносимой волновыми
полями, распространяющимися на десятки длин волн, и из-за необходимости учета различных углов рас-
пространения [45].

Стандартная система наблюдения, используемая при проведении 3D сейсморазведочных работ, вклю-
чает в себя от десятков до сотен тысяч источников, что соответствует разным правым частям в задаче
сейсмического моделирования; то есть при расчете полного набора сейсмических данных необходимо ре-
шать серию из сотен тысяч задач. При этом пространственная дискретизация каждой такой задачи тре-
бует более чем 1011 степеней свободы и, как следствие, несколько терабайт оперативной памяти. Таким
образом, каждая отдельная задача, каждый расчет поля одного источника требует использования су-
перкомпьютерных вычислений. Следовательно, требуемые вычислительные ресурсы для моделирования
сейсмических данных для типичной системы наблюдения можно оценить примерно в 108 ядро-часов (при
расчете на CPU). Эти оценки верны для самого простого случая — изотропной идеально упругой среды.
При усложнении модели будет происходить кратное увеличение потребности в вычислительных ресурсах.
В результате, в настоящее время, подобные полномасштабные расчеты практически не проводятся (один
расчет занимает два-три года). Поэтому разработка новых методов численного моделирования волновых
сейсмических полей и ускорения алгоритмов такого моделирования является чрезвычайно актуальной
задачей.

Асимптотические методы работают значительно быстрее, чем методы, основанные на конечных раз-
ностях или конечных элементах, которые используются в большинстве разработанных алгоритмов об-
ращения. Асимптотические решения существуют как в акустических, так и в изотропных, анизотроп-
ных и вязкоупругих средах, что позволяет учитывать эти сложные особенности геологической среды,
не увеличивая при этом вычислительные затраты в отличие от использования “тяжелого” стандартного
обращения. Конечно, здесь стоит отметить, что решение, полученное асимптотическим методом, отлича-
ется от результатов классических подходов к решению волнового уравнения. В данной работе мы ста-
вим перед собой задачу проверить возможность практического применения асимптотического решения
уравнения Гельмгольца в методе обращения полного волнового поля в двумерной постановке в области
временны́х частот.
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2. Теория и метод.

2.1. Классический метод обращения полного волнового поля. Обратная динамическая за-
дача сейсмики понимается как решение нелинейного операторного уравнения [46–49]:

𝐹 (𝑚) = 𝑑, (1)

где 𝐹 : 𝑀 → 𝐷 есть нелинейный оператор, отображающий элемент 𝑚 пространства моделей 𝑀 в элемент
𝑑 пространства данных 𝐷 (оператор прямого моделирования). В данной работе в качестве управляющих
уравнений рассматривается уравнение Гельмгольца

∆𝑢(𝑥, 𝑧) +
𝜔2

𝑐2(𝑥, 𝑧)
𝑢 = 𝑓(𝜔)𝛿(𝑥− 𝑥𝑠)𝛿(𝑧 − 𝑧𝑠), (2)

здесь ∆ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
— оператор Лапласа, 𝜔 — угловая частота, 𝑐(𝑥, 𝑧) — скорость распространения

волн в среде, (𝑥𝑠, 𝑧𝑠) определяют позицию точечного источника, излучающего сигнал со спектром 𝑓(𝜔).
Численная реализация основана на конечно-разностной аппроксимации дифференциального оператора с
использованием схемы четвертого порядка по пространству [52]. В качестве граничных условий исполь-
зуются поглощающие граничные условия [53] (от англ. PML — perfectly matched layers). Взятие следа от
решения этого уравнения в позициях приемников определяет правило, по которому строится оператор 𝐹 .

Классическая постановка FWI заключается в поиске минимума штрафной функции, характеризую-
щей среднеквадратичное уклонение синтетических данных, вычисленных для текущей модели среды, от
зарегистрированных при проведении полевых работ:

𝑚* = argmin
𝑚∈𝑀

(︀
‖𝐹 (𝑚)− 𝑑‖2𝐷

)︀
, (3)

где 𝑚(𝑥, 𝑧) = 𝑐−2(𝑥, 𝑧) — квадрат медленности (медленность — величина, обратная к скорости распро-
странения сейсмических волн).

Обычно методы локальной оптимизации, такие как метод сопряженных градиентов, применяются
для минимизации целевого функционала (3):

𝑚𝑘+1 = 𝑚𝑘 + 𝜇𝑘𝑆𝑘, 𝑆0 = ∇0,

𝑆𝑘 = −∇𝑘 − < ∇𝑘,∇𝑘 −∇𝑘−1 >𝑀

< ∇𝑘,∇𝑘−1 >𝑀
𝑆𝑘−1,

где 𝑚𝑘 — модель на 𝑘-ой итерации. Градиент ∇𝑘 вычисляется следующим образом:

∇𝑘 = ℜ{𝐷𝐹 *𝛿𝑑𝑘}, (4)

здесь 𝛿𝑑𝑘 = 𝐹 (𝑚𝑘)−𝑑 — невязка в данных на текущей итерации, 𝐷𝐹 * — оператор, сопряженный к первой
производной Фреше оператора прямого моделирования (1), вычисленный в точке 𝑚𝑘, ℜ — оператор взятия
вещественной части.

Для эффективного вычисления градиента мы используем программный интерфейс MPI (от англ.
Message Passing Interface) в рамках модели взаимодействия “ведущий/ведомый” (от англ. master/slave). Ес-
ли в процессе решения обратной задачи используется 𝑁𝑓 временны́х частот, то для численной реализации
алгоритма потребуется один ведущий MPI-процесс и 𝑁𝑓 ведомых MPI-процессов. Ведомый MPI-процесс
с индексом 𝑖 вычисляет частичный градиент для фиксированной временной частоты 𝑓𝑖 и ассоциирован с
соответствующим решением уравнения Гельмгольца (2). В рамках одного ведомого MPI-процесса решение
уравнения Гельмгольца (2) строится параллельно с использованием стандарта OpenMP (от англ. Open
Multi-Processing). Распараллеливание по OpenMP ведется по источникам: каждый источник считается
на одном ядре. На следующем шаге ведущий MPI-процесс суммирует все частичные градиенты, полу-
ченные от ведомых MPI-процессов, выполняет обновление скоростной модели по методу сопряженных
градиентов и возвращает уточненную скоростную модель обратно ведомым MPI-процессам. Этот процесс
выполняется итеративно, пока не будут удовлетворены условия сходимости. На практике этот процесс
останавливается или по истечении лимита времени на суперкомпьютере, или когда целевой функционал
перестает убывать.
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Рис. 1. Распределение скоростей в среде: a) модель Marmousi (истинное распределение);
b) начальное приближение для метода FWI

Fig. 1. Velocity distribution in the medium: a) the Marmousi model (true distribution);
b) the initial approximation for the FWI method

2.2. Асимптотический метод обращения полного волнового поля. Асимптотический подход
к решению обратной задачи заключается в замене ресурсоемкой конечно-разностной процедуры решения
волнового уравнения использованием его асимптотического решения [50, 51]. Формула (4) для расчета
градиента, записанная в терминах функции Грина краевой задачи для уравнения Гельмгольца, выглядит
следующим образом:

∇𝑘 = ℜ

{︃∑︁
𝑠,𝑟,𝜔

𝜔2𝐺(𝑥𝑠, 𝑧𝑠, 𝑥, 𝑧;𝜔;𝑚)𝐺(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑟, 𝑧𝑟;𝜔;𝑚) 𝛿𝑑𝑠,𝑟

}︃
, (5)

где ℜ — вещественная часть, 𝐺(𝑥𝑠, 𝑧𝑠, 𝑥, 𝑧;𝜔;𝑚) — функция Грина для точечного источника, располо-
женного в точке (𝑥𝑠, 𝑧𝑠), вычисленная в модели 𝑚 для частоты 𝜔; 𝐺(𝑥, 𝑧, 𝑥𝑟, 𝑧𝑟;𝜔;𝑚) — функция Грина
для источника, помещенного в точку приемника с координатой (𝑥𝑟, 𝑧𝑟), а 𝛿𝑑𝑠,𝑟 — невязка в данных в
приемнике с индексом 𝑟, зарегистрированная при срабатывании источника с индексом 𝑠.

Таким образом, расчет градиента (5) сводится к многократному вычислению функций Грина для
всех положений источников и приемников, а значит, ускорение расчетов именно этой части и представляет
большой интерес. В данном подходе мы использовали асимптотический метод, который основан на трас-
сировании лучей Ломакса [54]. Функции Грина рассчитываются на основании данных о времени пробега
вдоль лучей, об амплитуде и о геометрическом расхождении [55]. Для апробации предлагаемого подхода
к выполнению обращения полного волнового поля была взята модель Marmousi (рис. 1), которая является
эталоном в тестировании алгоритмов инверсии. Размеры целевой области составляют 9200 м по латерали
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Таблица 1. Время расчета функции Грина для точечного источника в различных подходах

Table 1. Calculation time of the Green’s function for a point source in different approaches

Метод расчета
Calculation method

Время расчета функции Грина для точечного источника, с
Calculation time of the Green’s function for a point source, s

Конечно-разностный подход
Finite difference method

∼ 80

Асимптотический подход
Asymptotic method

∼ 5

и 3000 м по глубине (первые 500 м скоростной модели – это слой воды, который считается известным).
Расчетная сетка состоит из 921 точки по горизонтали и 351 точки по вертикали, с шагом по простран-
ству в 10 м. Система возбуждения-регистрации состоит из 91 источника типа точка расширения и 459
геофонов, расположенных на поверхности воды с шагами 100 м и 20 м соответственно.

Сравнительный анализ времени расчета функции Грина в модели Marmousi для одного источника
на одном OpenMP потоке представлен в табл. 1. Для расчетов использовался вычислительный сервер
Supermicro с двумя процессорами Intel XEON GOLD-6230R (суммарно 52 ядра на узле) и 256 ГБ опера-
тивной памяти. Мы использовали пространственную дискретизацию 10 м по латерали и 10 м по глубине.
Таким образом, для частоты 10 Гц и минимальной скорости распространения волны 1500 м/с (слой воды)
на длину волны приходится 15 точек, что является достаточным для схемы 4-го порядка. Основные па-
раметры, которые влияют на скорость и точность расчетов в асимптотическом подходе, — это количество
лучей, контролируемое шагом по углу, задающему начальное направление лучей, и шаг интегрирования
при расчете траектории лучей. В приведенном примере параметры выбраны так, чтобы точность расче-
тов была наилучшей, т.е. при дальнейшем измельчении шага интегрирования и шага по углу точность
расчетов не улучшается. При проведении серии предварительных численных экспериментов шаг интегри-
рования был выбран равным 0.001 с, шаг по углу — 0.0025 градуса. Как мы можем видеть, расчет одной
функции Грина для одного источника асимптотическим методом выполняется на порядок быстрее, чем
аналогичный расчет конечно-разностным методом.

3. Численные эксперименты. Целью наших численных экспериментов является определение гра-
ницы применимости асимптотического метода обращения полного волнового поля. В качестве начального
приближения при выполнении обращения полного волнового поля мы использовали сглаженное по Гауссу
истинное распределение скоростей (рис. 1). Для этого мы сначала выполним численное сравнение гра-
диентов в стартовой модели. Затем проведем эксперименты по сравнению результатов обращения для
фиксированной временной частоты 3 Гц, а в конце проверим работоспособность метода для одновремен-
ного обращения нескольких временных частот.

3.1. Сравнение градиентов. Прежде чем приступать к полноценным численным экспериментам,
проведем сравнение градиентов. Для этого мы вычисляем градиенты в стартовой модели (рис. 1) в клас-
сической постановке с использованием асимптотического решения уравнения Гельмгольца. Рассчитанные
градиенты для частоты 3 Гц приведены на рис. 2. Как можно видеть, градиенты визуально совпада-
ют. Это объясняется тем, что стартовая модель гладкая, волновая картина в ней достаточно простая и,
как следствие, асимптотическое решение на основе лучевого приближения работает хорошо. Для количе-
ственной оценки сравнения градиентов введем в рассмотрение величину MAPE (от англ. Mean Absolute
Percentage Error — средняя относительная ошибка в процентах):

MAPE (𝑎, 𝑏) =
1

𝑛𝑧 × 𝑛𝑥

𝑛𝑥∑︁
𝑖𝑥=1

𝑛𝑧∑︁
𝑖𝑧=1

⃒⃒⃒⃒
𝑎(𝑖𝑧, 𝑖𝑥)− 𝑏(𝑖𝑧, 𝑖𝑥)

𝑎(𝑖𝑧, 𝑖𝑥)

⃒⃒⃒⃒
× 100%, (6)

где 𝑎 — референтная сеточная функция (эталон), 𝑏 — сеточная функция, для которой проводится сравне-
ние, 𝑛𝑥 и 𝑛𝑧 — количество точек в расчетной сетке по горизонтали и глубине соответственно. Величина
MAPE между классическим градиентом и асимптотическим составляет 2.7%.

3.2. Обращение для частоты 3 Гц. Так как в процессе обращения уточненная скоростная модель
стремится к истинной скоростной модели, то и волновая картина будет существенно усложняться. В этом
эксперименте мы продемонстрируем возможность применения асимптотического подхода к обращению
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Рис. 2. Градиент целевого функционала в терминах квадрата медленности 𝑚(𝑥, 𝑧) сейсмических волн
частотой 3 Гц: a) рассчитанный для модели Marmousi классическим FWI методом;

b) рассчитанный для модели Marmousi асимптотическим методом

Fig. 2. The gradient of the objective functional in terms of square of slowness 𝑚(𝑥, 𝑧) of seismic waves
with a frequency of 3 Hz: a) calculated for the Marmousi model by the classical FWI method;

b) calculated for the Marmousi model by the asymptotic method

Таблица 2. Значения MAPE для различных комбинаций сценариев обращения

Table 2. MAPE values for various combinations of the inversion scenarios

Частоты для обращения
Frequencies for inversion

MAPE
(vp_CLS, vp_ASYM)

MAPE
(vp_CLS, vp_true)

MAPE
(vp_ASYM, vp_true)

3 Гц
3 Hz

1.5% 7.5% 7.7%

5, 7, 10 Гц
5, 7, 10 Hz

4% 5.7% 7.1%

полного волнового поля для уточнения макроскоростной модели на частоте 3 Гц. В табл. 2 приведены
значения MAPE (6) между скоростными моделями, полученными в результате различных сценариев об-
ращения: vp_true — истинная скоростная модель, vp_CLS — результат классического метода обращения
полного волнового поля и vp_ASYM — результат асимптотического обращения. Результаты обращения
приведены на рис. 3. Как можно увидеть, восстановленная модель, полученная с использованием асимп-
тотического решения уравнения Гельмгольца, в целом похожа на результат классического обращения
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Рис. 3. Распределение скоростей сейсмических волн частотой 3 Гц в среде: a) классический метод FWI;
b) асимптотический метод (красными линиями показаны положения вертикальных профилей скоростей (рис. 4)

для оценки качества обращения)

Fig. 3. The distribution of seismic wave velocities with a frequency of 3 Hz in the medium: a) the classical FWI method;
b) the asymptotic method (the positions of the vertical velocity profiles (Fig. 4) are shown by red lines

for estimation of the inversion quality)

(MAPE составляет 1.5%, см. табл. 2). Для более детального анализа результатов приведем сравнение вер-
тикальных профилей для трех различных латеральных координат (рис. 4). Исходя из этого сравнения,
можно сделать вывод, что даже для такой сложной модели, как Marmousi, уточнение макроскоростной
модели на низких частотах можно проводить с использованием асимптотического приближения. Косвенно
это также подтверждается поведением штрафной функции в процессе минимизации (рис. 5) — вплоть до
35-й итерации отмечается схожее поведение целевых функционалов. Это означает, что для низких вре-
менных частот восстановленные скоростные модели для обоих сценариев способны объяснять большую
часть наблюденных данных (невязка падает почти на 3 порядка).

3.3. Обращение для набора частот 5, 7, 10 Гц. На заключительном этапе мы проведем экспе-
римент одновременного обращения для набора из трех временных частот: 5, 7, 10 Гц. Здесь в качестве на-
чальной скоростной модели для минимизации по методу сопряженных градиентов использовались модели,
полученные после обращения для частоты 3 Гц (рис. 3) соответственно для каждого сценария обращения.
Соответствующие результаты обращения представлены на рис. 6. Величина MAPE между классическим
обращением и асимптотическим составляет 4%. Более детальный анализ MAPE для различных сценариев
обращения представлен в табл. 2. По уменьшению ошибки результата обращения относительно истинной
модели видно, что в обоих случаях модель улучшается. Однако результат классического обращения луч-
ше, поскольку ошибка относительно истинной модели меньше.
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Рис. 4. Оценка качества восстановления скоростной модели по вертикальным профилям скоростей для
различных латеральных координат и различных сценариев обращения сейсмических волн частотой 3 Гц

Fig. 4. Evaluation of the reconstruction quality of the velocity model from vertical velocity profiles for various
lateral coordinates and different scenarios of inversion of seismic waves with a frequency of 3 Hz
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Рис. 5. Зависимость целевого функционала (невязки), нормированного к значению, полученному на первой
итерации, от количества итераций для двух сценариев обращения на частоте 3 Гц

Fig. 5. The dependence of the objective functional (misfit), normalized to the value, obtained at the first iteration,
on the number of iterations for two inversion scenarios at frequency of 3 Hz
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Рис. 6. Распределение скоростей сейсмических волн для частот 5, 7, 10 Гц в среде: a) классический метод FWI;
b) асимптотический метод (красными линиями показаны положения вертикальных профилей скоростей (рис. 7)

для оценки качества обращения)

Fig. 6. The distribution of seismic wave velocities for frequencies of 5, 7, 10 Hz in the medium:
a) the classical FWI method; b) the asymptotic method (the positions of the vertical velocity profiles (Fig. 7)

are shown by red lines for estimation of the inversion quality)

Визуальный контроль качества приводит нас к выводу, что уточненная скоростная модель для клас-
сического сценария обращения выглядит лучше, особенно в области от 𝑋 = 4000 м до 𝑋 = 7000 м. Это
связано с наличием сложных геологических структур в этой части модели и, как следствие, со слож-
ной волновой картиной. Асимптотическое решение начинает сильнее отличаться от истинной скоростной
модели, чем в предыдущем эксперименте для частоты 3 Гц, и поэтому результат обращения становится
хуже. Более детальное сравнение вертикальных скоростных профилей представлено на рис. 7. Можно
заметить, что для вертикальных профилей, соответствующих координатам 𝑋 = 2000 м и 𝑋 = 8000 м,
результаты обращения сопоставимы. В то же время для вертикального профиля 𝑋 = 5000 м результат
асимптотического обращения существенно уступает классическому подходу.

4. Заключение. В работе рассмотрена численная реализация метода обращения полного волно-
вого поля для двумерных акустических сред в двух постановках: в классической и в асимптотической.
Классическая постановка заключается в реализации нелинейного метода наименьших квадратов приме-
нительно к обратной динамической задаче сейсмики и основана на ресурсоемкой процедуре конечно-
разностного решения уравнения Гельмгольца с использованием схемы 4-го порядка. Асимптотический
подход заключается в применении частотно-зависимого лучевого метода решения волнового уравнения
и для синтетической модели среды Marmousi позволяет на порядок ускорить процедуру построения гра-
диента — самой сложной части в решении обратной задачи. Серия численных экспериментов на тесто-
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Рис. 7. Оценка качества восстановления скоростной модели по вертикальным профилям скоростей для
различных латеральных координат и различных сценариев обращения сейсмических волн частотой 5, 7, 10 Гц

Fig. 7. Evaluation of the reconstruction quality of the velocity model from vertical velocity profiles for various
lateral coordinates and various scenarios of inversion of seismic waves with a frequency of 5, 7, 10 Hz

вом материале демонстрирует возможность выполнения предложенной модификации метода обращения
полного волнового поля даже применительно к сложноустроенным моделям среды. Для решения обрат-
ной задачи на низких временных частотах результат сопоставим с результатом классического алгоритма
обращения, а значит, становится возможным восстанавливать макроскоростное строение среды за ра-
зумное время без потери точности реконструкции. При переходе к более высоким временным частотам
наблюдается ухудшение качества решения в областях со сложным геологическим строением. Направ-
ление будущих исследований можно разделить на две части. В первой части планируется исследовать
возможность использования результата асимптотического обращения на высоких временных частотах в
качестве стартовой модели для классического обращения. В таком случае мы ожидаем уменьшение коли-
чества итераций в решении обратной задачи методом сопряженных градиентов, а значит, и сокращения
ресурсоемких вычислений градиента конечно-разностным методом. Вторая часть наших будущих работ
нацелена на численную реализацию асимптотического метода для трехмерных акустических и упругих
сред.
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