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ОБ ОСОБЕННОСТЯХ ЧИСЛЕННОЙ ДИАГНОСТИКИ
МГНОВЕННОГО РАЗРУШЕНИЯ РЕШЕНИЯ НА ПРИМЕРЕ РЕШЕНИЯ

УРАВНЕНИЯ МЕДЛЕННОЙ ДИФФУЗИИ
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В работе демонстрируется, как метод апостериорной оценки порядка точности разностной схе-
мы по Ричардсону позволяет сделать вывод о некорректности постановки (в смысле отсутствия
решения) решаемой численно начально-краевой задачи для уравнения в частных производных.
Это актуально в ситуации, когда аналитическое доказательство некорректности постановки еще
не получено или принципиально невозможно.
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1. Введение. В последние десятилетия активно развивается тематика режимов с обострениями, для
которых используется термин “разрушение решения” (что в англоязычной литературе принято называть
“blow-up regimes”). Несколько обобщая, можно сказать, что режим “blow-up” — это обращение решения
в бесконечность за конечное время. В современной научной литературе по этой теме все работы можно
разделить на несколько направлений.

Первое посвящено исследованию условий глобальной и/или локальной разрешимости нелинейных
уравнений математической физики. Здесь в основном рассматриваются задачи, локально разрешимые
по временно́й переменной. Приводящие к таким уравнениям физические проблемы описывают взрывы,
развитие неустойчивости и др. К настоящему времени существуют три основных группы методов аналити-
ческого исследования явлений разрушения решения. Это метод нелинейной емкости (пробных функций)
С. И.Похожаева и Э. Митидиери [1] в различных вариантах, энергетический метод Х. А.Левина и его
модификации [2–7] и метод автомодельных режимов, основанный на различных признаках сравнения и
развитый в работах А. А. Самарского, В. А. Галактионова, С. П.Курдюмова и А.П. Михайлова [8] (см. так-
же [9]). Важным аспектом является и численная диагностика разрушения решения, которая позволяет
уточнить аналитические оценки, полученные с помощью указанных методов, и, более того, диагностиро-
вать характер разрушения. Задача численной диагностики разрушения решения сложна, и ей посвящена
обширная литература. Так, нередко используются адаптивные подходы, связанные с уменьшением ша-
га сетки (по времени и, возможно, по пространству) [10–12] и с апостериорными оценками [11]. К ним
примыкают методы, основанные на переходе от временно́й переменной к растянутой переменной [13], на-
пример к длине дуги графика. В некоторых случаях используется масштабирование решения по мере его
роста [14].

Второе направление исследований посвящено так называемому “мгновенному разрушению” решения
(в англоязычной литературе — “instantaneous blow-up”) (см. например, [15–17] и цитированную в указан-
ных работах литературу, в т.ч. обзор [18]). Этот термин необходимо пояснить отдельно. Многие начально-
краевые задачи для нелинейных уравнений математической физики, описывающие реальные физические
процессы, в своей постановке могут содержать такие граничные и/или начальные условия, при которых
решения сформулированной математической модели может не существовать вовсе. Гипотетически можно
представить себе и случай, когда некорректность внутренне присуща и самому уравнению. Таким образом,

1 Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, физический факультет, кафедра
математики, Ленинские горы, 119992, Москва; студент, e-mail: igor.prigorniy@gmail.com

2 Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, физический факультет, кафедра
математики, Ленинские горы, 119992, Москва; доцент, e-mail: a-panin@yandex.ru

3 Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, физический факультет, кафедра
математики, Ленинские горы, 119992, Москва; доцент, e-mail: lukyanenko@physics.msu.ru

4 Московский центр фундаментальной и прикладной математики, Ленинские горы, 119234, Москва
© Научно-исследовательский вычислительный центр МГУ им. М. В. Ломоносова



78 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ И ПРОГРАММИРОВАНИЕ. 2021 . Т. 22

соответствующие задачи являются некорректно поставленными (по Адамару — в части отсутствия реше-
ния) и, естественно, решать их не имеет смысла. Такую ситуацию в тематике “blow-up” и принято называть
“мгновенным разрушением” решения (лишний раз отметим условность этого названия: в рассматривае-
мом случае термин “решение” уже становится бессмысленным). Таким образом, исследование задачи на
наличие “мгновенного разрушения” заключается в решении вопроса об отсутствии решения поставлен-
ной задачи. Однако не всегда удается диагностировать факт “мгновенного разрушения” (некорректной
постановки задачи) аналитическими методами. Поэтому возникает важный практический вопрос: можно
ли диагностировать факт “мгновенного разрушения” численно, чтобы сделать вывод о том, доверять ли
полученному численному решению, которое вполне может существовать несмотря на некорректную по-
становку исходной задачи? Оказывается, что как аналитические (см. уже ранее цитированные работы,
а также [19]), так и численные методы, обычно используемые для обнаружения разрушения решения,
нередко применимы и в подобной ситуации и способны продемонстрировать отсутствие решения. Нас в
данной работе интересует применение (численного) метода, неоднократно использовавшегося нами ранее
для численного уточнения момента разрушения решения (см. в частности [20, 21] и названные там наши
работы), с целью обнаружения некорректности постановки задачи (отсутствия решения даже локально
по времени). Понятно, что подобный метод представляет интерес для тех случаев, где аналитическое
доказательство не просматривается.

В данной работе этот вопрос исследуется на примере решения начально-краевой задачи для уравне-
ния медленной диффузии в одной из простейших постановок [22, 23]⎧⎪⎨⎪⎩

𝑢𝑡 =
(︀
𝑢2

)︀
𝑥𝑥

, 𝑥 ∈ (0, 𝜋), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢init(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝜋].

(1)

Метод, использованный в настоящей работе, основан на идеях апостериорной оценки точности. Его
основные идеи изложены в работах [24–26]. Говоря коротко, идея состоит в следующем. По численному
решению вычисляется его эффективный порядок точности — величина, приближенно выражающая по-
рядок сходимости численного решения к точному в предположении наличия гладкого точного решения.
Поскольку на гладком решении эффективный порядок точности стремится к теоретическому для данной
схемы, резкое изменение эффективного порядка точности свидетельствует о разрушении решения. Идей-
но к нему близок метод работы [27], диагностирующий разрушение по росту невязки численного решения
при параметре сетки, стремящемся к нулю (для гладкого решения невязка должна убывать).

Таким образом, основной посыл данной статьи заключается в следующем. Многие прикладные за-
дачи науки и техники решаются исключительно численно. Возможна ситуация, когда при выбранных
начальных и/или граничных условиях для рассматриваемой модели задача является некорректно постав-
ленной, однако провести соответствующее теоретическое исследование не представляется возможным. В
такой ситуации конструктивным является рассматриваемый в работе подход, позволяющий сделать до-
статочно обоснованный вывод о наличии или отсутствии так называемого “мгновенного разрушения”
решения. Любые результаты, полученные на основе модели, для которой диагностировано “мгновенное
разрушение”, должны быть подвергнуты серьезному сомнению.

Содержание работы таково. В разделе 2 подробно описан подход, который позволяет численно ди-
агностировать факт “мгновенного разрушения” решения. В разделе 3 приводятся результаты численных
экспериментов, выполненных согласно предлагаемому методу и демонстрирующих эффективность пред-
лагаемого подхода.

2. Численная диагностика разрушения решения. Рассуждения в этом разделе ведутся в пред-
положении наличия точного решения. Несоответствие их выводов тому, что наблюдается в реальном
расчете, позволяет сделать вывод о ложности такого предположения, т. е. “мгновенном разрушении” (об
отсутствии решения).

2.1. Поиск численного решения. Для применения указанного метода мы аппроксимируем с по-
мощью жесткого метода прямых (SMOL) [28, 29] исходную задачу (1) для уравнения в частных производ-
ных системой обыкновенных дифференциальных уравнений. Для этого мы сначала введем равномерную
сетку 𝑋𝑁 только по пространственной переменной 𝑥 с шагом ℎ = (𝜋 − 0)/𝑁 , содержащую 𝑁 + 1 уз-
лов (что соответствует 𝑁 интервалам): 𝑋𝑁 = {𝑥𝑛, 0 6 𝑛 6 𝑁 : 𝑥𝑛 = 0 + 𝑛ℎ}. Таким образом, после
конечно-разностной аппроксимации пространственных производных со вторым порядком точности мы
получим следующую дифференциально-алгебраическую систему, из которой требуется определить 𝑁 + 1
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неизвестных функций 𝑢𝑛 ≡ 𝑢𝑛(𝑡) ≡ 𝑢(𝑥𝑛, 𝑡), 𝑛 = 1, 𝑁 + 1:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑢𝑛

𝑑𝑡
=

(𝑢𝑛+1)
2 − 2 (𝑢𝑛)

2
+ (𝑢𝑛−1)

2

ℎ2
, 𝑛 = 1, 𝑁 − 1, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

𝑢0 = 𝑢𝑁 = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

𝑢𝑛(0) = 𝑢init(𝑥𝑛), 𝑛 = 0, 𝑁.

За счет подстановки 𝑢0 и 𝑢𝑁 в первое уравнение при 𝑛 = 1 и 𝑛 = 𝑁 − 1 соответственно, эта
дифференциально-алгебраическая система может быть сведена к чисто дифференциальной задаче⎧⎨⎩

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑦), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

𝑦(0) = 𝑦init,
(2)

где 𝑦 =
(︀
𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑁−1

)︀𝑇 , 𝑓 =
(︀
𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑁−1

)︀𝑇 и 𝑦init =
(︀
𝑢init(𝑥1), 𝑢init(𝑥2), . . . , 𝑢init(𝑥𝑁−1)

)︀𝑇 . Здесь
вектор-функция 𝑓 имеет следующую структуру:

𝑓𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑦2)
2 − 2 (𝑦1)

2

ℎ2
, если 𝑛 = 1,

(𝑦𝑛+1)
2 − 2 (𝑦𝑛)

2
+ (𝑦𝑛−1)

2

ℎ2
, если 𝑛 = 2, 𝑁 − 2,

−2 (𝑦𝑁−1)
2

+ (𝑦𝑁−2)
2

ℎ2
, если 𝑛 = 𝑁 − 1.

Для численного решения системы (2) мы будем использовать одностадийную схему Розенброка с
комплексным коэффициентом CROS1 [30, 31], которая является наилучшим выбором для решения задач
такого рода по той причине, что она не приводит к переполнению даже в том случае, если решение задачи
устремляется к бесконечности [24, 26]. Для ее применения мы введем равномерную сетку 𝑇𝑀 по времени
𝑡 с шагом 𝜏 = (𝑇 − 0)/𝑀 , которая имеет 𝑀 + 1 узлов (т.е. 𝑀 интервалов): 𝑇𝑀 = {𝑡𝑚, 0 6 𝑚 6 𝑀 : 𝑡𝑚 =

0 + 𝑚𝜏}. После этого мы можем применить схему Розенброка CROS1 для решения системы (2):

𝑦(𝑡𝑚+1) = 𝑦(𝑡𝑚) + (𝑡𝑚+1 − 𝑡𝑚) Re𝑤,

где 𝑤 является решением СЛАУ[︂
𝐸 − 1 + 𝑖

2
(𝑡𝑚+1 − 𝑡𝑚) 𝑓𝑦

(︀
𝑦(𝑡𝑚)

)︀]︂
𝑤 = 𝑓

(︀
𝑦(𝑡𝑚)

)︀
. (3)

Здесь 𝐸 — единичная матрица, а 𝑓𝑦 — матрица Якоби, которая для рассматриваемой системы имеет
следующие ненулевые элементы:

(𝑓𝑦)𝑛,𝑛−1 ≡ 𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑦𝑛−1

=
2𝑦𝑛−1

ℎ2
, если 𝑛 = 2, 𝑁 − 1,

(𝑓𝑦)𝑛,𝑛 ≡ 𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑦𝑛

= −4𝑦𝑛
ℎ2

, если 𝑛 = 1, 𝑁 − 1,

(𝑓𝑦)𝑛,𝑛+1 ≡ 𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑦𝑛+1

=
2𝑦𝑛+1

ℎ2
, если 𝑛 = 1, 𝑁 − 2.

Таким образом, матрица системы (3) является трехдиагональной матрицей размерности (𝑁 − 1) ×
(𝑁−1). Этот факт дает возможность применить алгоритм решения СЛАУ в (3), который находит решение
системы за 𝑂(𝑁) операций.

2.2. Численная диагностика разрушения решения. При численных расчетах важно не только
получить приближенный численный результат, но также и выполнить некоторую оценку его точности.
Метод вычисления апостериорной асимптотически точной оценки погрешности [24] позволяет это сде-
лать. Но этот метод также может помочь и диагностировать факт разрушения точного решения [26].
Основные формулы и утверждения этого раздела впервые были представлены в работах [24–26]. Отме-
тим, что в нашем случае эта техника формально применяется к задаче, существование решения которой
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не доказано. Более того, полученные ниже результаты с большой вероятностью говорят о неразрешимости
рассматриваемой задачи.

Для начала введем базовую сетку 𝑋𝑁 × 𝑇𝑀 : {𝑥𝑛, 𝑡𝑚}, 0 6 𝑛 6 𝑁 , 0 6 𝑚 6 𝑀 . После этого
произведем последовательное сгущение сеток, начиная с базовой, и вычислим набор сеточных значений
решения

𝑢(𝑠)(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢(𝑟𝑠−1
𝑥 𝑁,𝑟𝑠−1

𝑡 𝑀)(𝑥, 𝑡) (4)

на полученных сетках 𝑋𝑟𝑠−1
𝑥 𝑁 × 𝑇𝑟𝑠−1

𝑡 𝑀 (𝑠 — номер сетки из набора 𝑆 сеток, 𝑠 = 1, 𝑆). Индексы у 𝑢 в (4)
обозначают сетки, на которых был получен соответствующий набор сеточных значений.

В связи с тем, что мы аппроксимировали все пространственные производные в (1) с точностью 𝑂(ℎ2),
а при численном интегрировании системы (2) используем схему CROS1 (3), которая имеет точность 𝑂(𝜏2),
построенный метод решения системы (1) имеет точность 𝑂(𝜏2 +ℎ2) или, другими словами, теоретический
порядок точности по времени 𝑝𝑡 = 𝑝theor

𝑡 ≡ 2, а по пространству 𝑝𝑥 = 𝑝theor
𝑥 ≡ 2. Согласно [25] выполнять

последовательное сгущение сеток по времени в целое число раз 𝑟𝑡 и сгущение пространственной сетки
в целое число раз 𝑟𝑥 следует так, чтобы выполнялось условие 𝑟𝑝𝑡

𝑡 = 𝑟𝑝𝑥
𝑥 , т. е. в нашем случае 𝑟2𝑡 = 𝑟2𝑥.

Наиболее удобно для счета выбрать 𝑟𝑡 = 𝑟𝑥 ≡ 2. В этом случае каждая последующая сетка 𝑋𝑟𝑠−1
𝑥 𝑁×𝑇𝑟𝑠−1

𝑡 𝑀

имеет узлы, совпадающие с узлами (𝑥𝑛, 𝑡𝑚) базовой сетки. В этих узлах (𝑥, 𝑡) мы можем выполнить
апостериорную асимптотически точную оценку погрешности [25, 26]

∆(𝑠)(𝑥𝑛, 𝑡𝑚) =
𝑢(𝑠)(𝑥𝑛, 𝑡𝑚) − 𝑢(𝑠−1)(𝑥𝑛, 𝑡𝑚)

𝑟2𝑡 − 1
(5)

и оценить эффективный порядок точности [25, 26] на всем промежутке времени 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝑝𝑡
eff
(𝑠) = log𝑟𝑡

√︃
𝑁∑︀

𝑛=0

𝑀∑︀
𝑚=0

(︀
𝑢(𝑠−1)(𝑥𝑛, 𝑡𝑚) − 𝑢(𝑠−2)(𝑥𝑛, 𝑡𝑚)

)︀2
√︃

𝑁∑︀
𝑛=0

𝑀∑︀
𝑚=0

(︀
𝑢(𝑠)(𝑥𝑛, 𝑡𝑚) − 𝑢(𝑠−1)(𝑥𝑛, 𝑡𝑚)

)︀2
(здесь выбрана наиболее удобная из возможных норм — евклидова). В случае если на всем промежутке
времени 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] решение задачи имеет непрерывные производные порядка 𝑝𝑥 по 𝑥 и 𝑝𝑡 по 𝑡, имеет место
сходимость [26]

𝑝𝑡
eff
(𝑠) −−−→𝑠→∞

𝑝𝑡
theor ≡ 𝑝𝑡.

Нарушение этой сходимости говорит о потере гладкости точного решения на промежутке времени
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

С целью локализации конкретного момента времени, в который произошло разрушение решения,
можно оценить эффективный порядок точности и поточечно в каждом узле 𝑡𝑚 ∈ 𝑇𝑀 , 0 < 𝑚 6 𝑀 ,

𝑝𝑡
eff
(𝑠)(𝑡𝑚) = log𝑟𝑡

√︃
𝑁∑︀

𝑛=0

(︀
𝑢(𝑠−1)(𝑥𝑛, 𝑡𝑚) − 𝑢(𝑠−2)(𝑥𝑛, 𝑡𝑚)

)︀2
√︃

𝑁∑︀
𝑛=0

(︀
𝑢(𝑠)(𝑥𝑛, 𝑡𝑚) − 𝑢(𝑠−1)(𝑥𝑛, 𝑡𝑚)

)︀2 . (6)

В точках 𝑡, в которых решение исходной задачи имеет непрерывные производные порядка 𝑝𝑡 по
времени и порядка 𝑝𝑥 по пространству, имеет место сходимость

𝑝𝑡
eff
(𝑠)(𝑡) −−−→𝑠→∞

𝑝𝑡
theor ≡ 𝑝𝑡, (7)

и соответствующая оценка погрешности (5) является асимптотически точной при 𝑠 → ∞ (или, что то же
самое, 𝑁,𝑀 → ∞). Нарушение этой сходимости в какой-либо точке 𝑡 говорит о потере гладкости точного
решения [24–26].

В наших более ранних работах (см., например, [20, 21] и цитированные там) рассмотрены начально-
краевые задачи, для которых мы аналитически установили и локальную разрешимость, и разрушение за
конечное время. Там же мы проводили вычисление эффективного порядка точности численного решения
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в узлах сетки по времени. Типичная ситуация состояла в том, что резкое расхождение эффективного
порядка точности с теоретическим происходило во всех узлах временно́й сетки, начиная с некоторого
момента 𝑡 = 𝑇bl (одинакового для различных сеток, с точностью до шага сетки). Именно его в силу
вышеприведенных рассуждений можно считать численной оценкой времени разрушения. Как правило,
аналитическая оценка сверху 𝑇 * времени разрушения оказывалась заметно завышенной по сравнению
с 𝑇bl, что позволяло говорить о численном уточнении аналитической оценки.

В данной же работе значение 𝑡 = 𝑇bl, начиная с которого резко нарушается сходимость (7) эффек-
тивного порядка точности к теоретическому, уменьшается с увеличением 𝑠 и стремится к 0, что позволяет
сделать вывод об отсутствии решения задачи вовсе.

3. Численные эксперименты. Приведем мотивировку рассмотренных ниже численных примеров.
Прежде всего, в качестве теста построенной нами конкретной численной схемы, а также для на-

глядного сравнения результатов, мы рассматриваем примеры 1 и 2. В примере 1 используемые нами
аналитические методы теории разрушения решений не показывают разрушения решения [7, 21]. Можно
сделать правдоподобное предположение о локальной или, вероятно, даже глобальной разрешимости. Опи-
санные ниже численные результаты этому не противоречат. Задача в примере 2, взятом из [8, с. 70–71],
заведомо глобально разрешима. Однако начальное условие в этом примере может быть построено лишь

Рис. 1. Пример 1: вид решения. На рисунке
отображено несколько наборов сеточных

значений функции 𝑢(𝑆)(𝑥, 𝑡𝑚) для отдельных
моментов времени 𝑡𝑚 базовой сетки 𝑇𝑀

(отмечены только те узлы по
пространственной переменной, которые
совпадают с узлами базовой сетки 𝑋𝑁 )

Рис. 2. Пример 1: эффективный порядок
точности численной схемы в каждый

момент времени

численно. Именно эта сложность побудила нас рассмотреть
наряду с примером 2 значительно более простой пример 1.

Основной интерес представляет пример 3. Аналити-
ческие методы (см. [21]) позволяют в данной ситуации
утверждать, что задача не является глобально по времени
разрешимой. Более подробно, они дают ту или иную фик-
сированную оценку сверху на время существования реше-
ния. В то же время численные эксперименты демонстриру-
ют разрушение решения уже на очень маленьких временах,
причем время разрушения стремится к 0 с уменьшением
шага сетки. Таким образом, численные результаты дают
принципиально новую информацию по сравнению с ана-
литическими методами и позволяют высказать гипотезу о
том, что на самом деле решения нет ни на каком проме-
жутке времени, т.е. имеет место “мгновенное разрушение”.

Пример 1. Рассмотрим пример для следующего на-
бора входных данных:

𝑢init(𝑥) = 𝐴 sin3 𝑥, 𝐴 = 1, 𝑇 = 1.0. (8)

Результат применения аналитических методов [21]
позволяет предполагать глобальную разрешимость. Но, к
сожалению, точное решение задачи (1) для этого набора
параметров не может быть получено аналитически. Приме-
ним численный алгоритм диагностики момента разруше-
ния решения. Для численного решения задачи (1) с вход-
ными данными (8) мы возьмем следующий набор парамет-
ров:

𝑁 = 50, 𝑀 = 50, 𝑟𝑥 = 2, 𝑟𝑡 = 2, 𝑆 = 7 (9)

(𝑆 — число последовательно используемых для вычисле-
ний сеток, включая начальную). Численное решение 𝑢(𝑆) ≡
𝑢(𝑟𝑆−1

𝑥 𝑁,𝑟𝑆−1
𝑡 𝑀) представлено на рис. 1.

Получив приближенное численное решение на разных
сетках, мы можем проверить сходимость эффективного по-
рядка точности к теоретическому для каждого временно́го
слоя по формуле (6). После вычислений на 𝑆 вложенных сетках эффективный порядок точности 𝑝𝑡

eff
(𝑠) для

каждого временно́го слоя 𝑡𝑚 сходится к 𝑝theor = 2 (рис. 2).
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Рис. 3. Пример 2: вид решения. На рисунке
отображено несколько наборов сеточных

значений функции 𝑢(𝑆)(𝑥, 𝑡𝑚) для отдельных
моментов времени 𝑡𝑚 базовой сетки 𝑇𝑀

(отмечены только те узлы по пространственной
переменной, которые совпадают с узлами

базовой сетки 𝑋𝑁 )

Таким образом можно сделать весьма обоснованное
предположение о том, что решение существует по крайней
мере до момента времени 𝑡 = 1.

Пример 2. Рассмотрим теперь пример для

𝑢init(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑇 = 1.0, (10)

где 𝑓(𝑥) — решение следующей нелинейной эллиптической
краевой задачи:{︃(︀

𝑓2
)︀
𝑥𝑥

+ 𝑓 = 0, 𝑥 ∈ (0, 𝜋),

𝑓(0) = 𝑓(𝜋) = 0.
(11)

Глобальную разрешимость (при условии разрешимо-
сти задачи (11)) можно усмотреть непосредственной под-
становкой решения 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥)/(1 + 𝑡) в задачу (1) с уче-
том (11).

Численное решение, полученное для набора числен-
ных параметров (9), представлено на рис. 3.

Применение формулы (6) для исследования сходимо-
сти эффективного порядка точности 𝑝𝑡

eff
(𝑠) к теоретическо-

Рис. 4. Пример 2: эффективный порядок
точности численной схемы в каждый момент

времени

му 𝑝theor = 2 для каждого временно́го слоя 𝑡𝑚 (рис. 4)
дает возможность опять сделать вывод о том, что решение
существует по крайней мере до момента времени 𝑡 = 1.

Пример 3. Теперь рассмотрим пример для такой же
начальной функции, как и в примере 1, но только поменяв
знак коэффициента 𝐴 на противоположный:

𝑢init(𝑥) = 𝐴 sin3 𝑥, 𝐴 = −1, 𝑇 = 0.005. (12)

Наиболее часто применяемые нами аналитические
методы (метод 1-й собственной функции и модифициро-
ванный метод Левина [21]) показывают, что решение не
может существовать на промежутке длиной больше неко-
торой константы 𝑇 *. Так, метод 1-й собственной функции
дает 𝑇 * = 2/𝜋. (Что не исключает возможность отсутствия
решения или более раннего его разрушения.) На рис. 5
представлены графики эффективных порядков точности в различные моменты времени (параметры счета
даны в (9)). Эти эффективные порядки позволяют сделать достаточно обоснованное предположение, что

Рис. 5. Пример 3: эффективный порядок
точности численной схемы в каждый момент

времени

Рис. 6. Пример 3: вид решения. Зеленым цветом
показано начальное данное. Красным цветом —
численное решение, которому нельзя доверять
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решения задачи с начальной функцией, представленной в (12), не существует. На рис. 6 показаны несколь-
ко наборов сеточных значений функции 𝑢(𝑆)(𝑥, 𝑡𝑚) для отдельных моментов времени 𝑡𝑚 базовой сетки 𝑇𝑀

(отмечены только те узлы по пространственной переменной, которые совпадают с узлами базовой сетки
𝑋𝑁 ). Как следует из вышесказанного, этому численному решению нельзя доверять (что символизирует
красный цвет графиков).

4. Заключение. В данной работе продемонстрирована возможность использования метода апосте-
риорной оценки точности решения для выдвижения гипотезы о некорректности постановки (в смысле от-
сутствия решения) решаемой численно начально-краевой задачи для уравнения в частных производных.

Авторы выражают глубокую признательность Максиму Олеговичу Корпусову за предложенную за-
дачу, на примере которой мы показали возможность применения описанного в работе подхода.
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Abstract: The paper demonstrates how the method of a posteriori estimation of the order of accuracy
for the difference scheme according to the Richardson extrapolation method allows one to conclude that the
formulation of the numerically solved initial-boundary value problem for a partial differential equation is ill-
posed (in the sense of the absence of a solution). This is important in a situation when the ill-posedness of the
formulation is not analytically proved yet or cannot be proved in principle.
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