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Предложен балансно-характеристический метод решения систем линейных дифференциальных
уравнений в частных производных гиперболического типа, обладающий четвертым порядком
аппроксимации на равномерных сетках и вторым порядком и улучшенными дисперсионными
свойствами на неравномерных сетках. Метод основан на известной схеме КАБАРЕ, балансные
фазы которой модифицированы путем добавления антидисперсионных членов особого вида.
Ранее метод, обладающий схожими свойствами, предлагался только для простейшего одномер-
ного линейного уравнения переноса. Приведенная модификация схемы позволяет улучшить
дисперсионные свойства переноса сразу всех инвариантов Римана рассматриваемой системы
уравнений. Схема бездиссипативна при отключенных процедурах монотонизации и устойчива
при числах Куранта CFL 6 1. Точность метода и его порядок сходимости продемонстрированы
на серии расчетов задачи о переносе волны, промодулированной гауссианом, на последователь-
ности сгущающихся сеток. Предложенный метод планируется использовать в качестве основы
для построения схемы КАБАРЕ с улучшенными дисперсионными свойствами для систем нели-
нейных дифференциальных уравнений.
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1. Введение. Численное решение систем дифференциальных уравнений в частных производных
гиперболического типа является одной из основных задач математического моделирования физических
процессов. Этим видом уравнений описываются задачи гидродинамики, аэроакустики, океанологии, ядер-
ной энергетики и другие задачи индустриальной математики. Фундаментом многих методов решения
уравнений гиперболического типа является решение линейных уравнений переноса. Даже в случае таких
относительно простых уравнений разностные схемы зачастую сталкиваются с проблемами сохранения
фазы и амплитуды распространяющихся волн, искажающихся из-за схемной дисперсии и диссипации.

Современные подходы к решению уравнений гиперболического типа включают в себя множество
различных методов, начиная с методов типа TVD/B (Total Variation Diminishing / Bounded), комбини-
рующих методы коррекции потоков с высокополиномиальными реконструкциями переменных для более
точного моделирования распространяющихся волн (например, методы WENO и разрывный метод Га-
леркина [1–4]), и заканчивая псевдоспектральными методами, использующими сложные вычислительные
шаблоны для улучшения дисперсионных и диссипативных свойств схем [5].

Одним из наиболее динамично развивающихся сейчас подходов к решению систем гиперболического
типа является использование балансно-характеристических методов, учитывающих как консервативность
таких уравнений, так и перенос инвариантов Римана по соответствующим характеристикам этих систем
[6]. Представителем класса таких методов является схема КАБАРЕ [7, 8], обладающая вторым порядком
аппроксимации по времени и пространству, свойством бездиссипативности (временно́й обратимости) при
отключении процедур монотонизации инвариантов, а также минимальным вычислительным шаблоном
в одну пространственно-временную ячейку. Последнее свойство позволило эффективно масштабировать
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алгоритм метода на системы с распределенной памятью и провести расчеты для многих “тяжелых” задач
гидродинамики [9], аэроакустики [10, 11] и динамической упругости [12].

Стандартная схема КАБАРЕ второго порядка аппроксимации является устойчивой при числах Ку-
ранта CFL 6 1. Монотонность схемы достигается введением в нее процедуры нелинейной коррекции по-
токов на основе принципа максимума [13]. Дисперсионные качества схемы ухудшаются при стремлении
числа Куранта к нулю. В случае применения схемы к системам нелинейных уравнений или к системам
линейных уравнений, но на неравномерной сетке, число Куранта является локальным для каждой ячейки
сетки и определяется исходя из локальных собственных значений (скоростей распространения инвариан-
тов Римана) рассматриваемой системы в ячейке на данном шаге по времени. Таким образом, на участках,
где решение распространяется наиболее медленно, возникают малые локальные числа Куранта и, соот-
ветственно, большая дисперсионная ошибка. Эта проблема делает задачу об улучшении дисперсионных
качеств схемы КАБАРЕ актуальной.

Схема КАБАРЕ с улучшенными дисперсионными свойствами для простейшего одномерного линей-
ного уравнения переноса была предложена в работе [14]. Основная идея работы заключалась в повышении
порядка аппроксимации схемы до четвертого путем введения в схему антидисперсионной поправки в ви-
де третьей разностной производной с некоторым коэффициентом. Долгое время результаты этой работы
носили исключительно теоретический характер в силу сложности обобщения предложенного метода на
случай системы нелинейных дифференциальных уравнений. Только недавно в работе [15] было пред-
ложено такое обобщение, основанное на добавлении в балансные фазы алгоритма третьих разностных
производных от потоков. Такой подход позволяет повысить точность метода, но, как будет показано в на-
стоящей работе, улучшает дисперсионные свойства лишь для наиболее быстро переносимого инварианта
Римана рассматриваемой системы.

В настоящей работе предлагается новый явный балансно-характеристический метод решения систем
линейных дифференциальных уравнений в частных производных гиперболического типа, обладающий
четвертым порядком аппроксимации на равномерных сетках и вторым — на неравномерных. Метод осно-
ван на добавлении в консервативные фазы стандартной схемы КАБАРЕ антидисперсионных членов таким
образом, чтобы улучшались дисперсионные свойства переноса каждого инварианта Римана системы. Как
и схема КАБАРЕ второго порядка, предлагаемый метод является бездиссипативным (при отключенных
процедурах монотонизации) и устойчивым при числах Куранта CFL 6 1.0. При этом вычислительный
шаблон метода увеличивается с одной расчетной ячейки до трех, что не так сильно усложняет процесс
масштабирования алгоритма на системы с распределенной памятью. Данная схема является новым ша-
гом к улучшению дисперсионных свойств схемы КАБАРЕ и будет в дальнейшем обобщаться на более
сложные случаи систем нелинейных дифференциальных уравнений.

Предлагаемый балансно-характеристический метод тестируется на задаче о переносе промодулиро-
ванной гауссианом волны. Результаты расчетов сравниваются с расчетами по стандартной схеме КАБАРЕ
и схеме, предложенной в [15]. На последовательности сгущающихся равномерных сеток демонстрируется
сходимость всех трех методов, а также четвертый порядок точности первого метода и второй порядок
остальных методов.

2. Одномерное линейное уравнение переноса. Рассмотрим скалярное линейное одномерное
уравнение переноса:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0. (1)

Здесь 𝑥 — пространственная переменная, 𝑡 — время, 𝑢 — переносимая величина, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 — скорость пере-
носа. Уравнение (1) является простейшим представителем класса систем дифференциальных уравнений в
частных производных гиперболического типа, то есть систем, обладающих полным набором инвариантов
Римана. В случае уравнения (1) единственный инвариант Римана 𝑅 совпадает с переносимой величиной:
𝑅 = 𝑢.

2.1. Трехслойная схема КАБАРЕ и ее дисперсионное улучшение. Разностная схема КА-
БАРЕ первоначально была предложена именно для уравнения (1) в ее трехслойной форме [7]:
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𝑖
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= 0, (2)

где 𝜏 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 — шаг сетки по времени, ℎ𝑖+1/2 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 — шаги сетки по пространству.
Отметим, что в таком виде схема КАБАРЕ совпадает со схемой Upwind LeapFrog [16], полученной А. Ай-
зерлисом за несколько лет до публикации [7].
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Схема (2) обладает вторым порядком аппроксимации по времени и пространству, устойчива при
числах Куранта CFL 6 1 (CFL = 𝑐𝜏/ℎ), точна на равномерных сетках при CFL = 0.5 и CFL = 1, а также
является бездиссипативной, то есть обратимой по времени. Воспользовавшись методом дифференциаль-
ного приближения [17], можно показать, что схема (2) на равномерной сетке приближает уравнение:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑐ℎ2

12
(1 − CFL)(1 − 2CFL)

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
+ . . . = 0. (3)

Исходя из дифференциального приближения (3) можно заключить, что для повышения порядка аппрок-
симации схемы (2) до четвертого уравнение схемы следует дополнить третьей разностной производной
с определенным коэффициентом. Такое улучшение трехслойной схемы КАБАРЕ на равномерных сетках
было предложено в работе [14], а затем обобщено на случай неравномерных сеток в [15]:
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где ~𝑖 = 0.5
(︀
ℎ𝑖+1/2 + ℎ𝑖−1/2

)︀
, 𝜇𝑖(𝑐, 𝜏) =
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/12. В работе [15] было показано, что

схема (4) имеет второй порядок аппроксимации и улучшенные дисперсионные свойства на неравномерных
сетках и четвертый порядок аппроксимации на равномерных сетках. Кроме того, на равномерных сетках
при числах Куранта CFL = 0.5 и CFL = 1 она совпадает со схемой (2) и, соответственно, является точной.

2.2. Балансно-характеристическая форма схемы КАБАРЕ и ее дисперсионное улучше-
ние. При обобщении схем (2) и (4) на случай систем нелинейных дифференциальных уравнений ги-
перболического типа трехслойное представление схемы при помощи введения дополнительной перемен-
ной в ячейке было преобразовано к двухслойному (балансно-характеристическому), состоящему из трех
фаз [18]. Для схемы (2) это представление имеет следующий вид:
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Здесь 𝜏𝑛 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 — шаги сетки по времени, 𝑢∙
𝑖 — заданные в узлах сетки “потоковые” значения 𝑢,

𝑢∙
𝑖+1/2 — заданные в центрах ячеек сетки “консервативные” значения 𝑢. Первая (5) и третья (7) фазы на-

зываются балансными и представляют собой сеточные законы сохранения величины 𝑢. Вторая фаза (6) —
характеристическая, осуществляющая экстраполяцию значения инварианта Римана 𝑅 = 𝑢 в направлении
соответствующей ему характеристики 𝑥− 𝑐𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. В случае постоянного шага по времени схема (5)–(7)
сводится к схеме (2) путем исключения из нее консервативных переменных 𝑢∙

𝑖+1/2.
Схема (5)–(7), как и ее трехслойный аналог (2), обладает вторым порядком аппроксимации по време-

ни и пространству, а также свойством временно́й обратимости. Отдельно стоит отметить минимальность
ее шаблона, составляющего всего одну пространственно-временную ячейку. При распараллеливании схе-
мы на системы с распределенной памятью соседним партициям требуется обмениваться на каждом шаге
по времени лишь значениями инвариантов Римана, приходящих на их границы, что значительно упрощает
масштабирование алгоритмов.

Аналогичным образом можно получить балансно-характеристическое представление схемы (4):
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𝜕𝑥3
⟩𝑛𝑖+1/2 =

1

ℎ𝑖+1/2

[︂
𝜇𝑖+1(𝑐, 𝜏)

~𝑖+1

(︂
𝑢𝑛
𝑖+2 − 𝑢𝑛

𝑖+1

ℎ𝑖+3/2
−

𝑢𝑛
𝑖+1 − 𝑢𝑛

𝑖

ℎ𝑖+1/2

)︂
−

𝜇𝑖(𝑐, 𝜏)

~𝑖

(︂
𝑢𝑛
𝑖+1 − 𝑢𝑛

𝑖

ℎ𝑖+1/2
−

𝑢𝑛
𝑖 − 𝑢𝑛

𝑖−1

ℎ𝑖−1/2

)︂]︂
.

(11)

Схема (8)–(11) также сводится к схеме (4) путем исключения консервативных переменных 𝑢∙
𝑖+1/2 и

наследует все ее свойства. Приведенные формулы показывают, что для улучшения дисперсионных свойств
схемы (5)–(7) требуется внести изменения лишь в первую (8) и третью (10) фазы схемы. При этом при
масштабировании алгоритма на системы с распределенной памятью соседним партициям приходится об-
мениваться уже не только значениями инвариантов Римана, но и значениями потоковых переменных 𝑢𝑛+1

𝑖

(по одному слою потоковых переменных с каждой стороны).
3. Системы линейных одномерных дифференциальных уравнений гиперболического ти-

па. Рассмотрим систему одномерных линейных дифференциальных уравнений в частных производных
первого порядка, разрешенную относительно производных по времени:

𝜕u
𝜕𝑡

+ 𝐴
𝜕u
𝜕𝑥

= 0, u = {𝑢(𝑗)} ∈ R𝑘, 𝐴 ∈ R𝑘×𝑘, 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (12)

Будем считать, что система (12) является гиперболической, т.е. матрица 𝐴 обладает полным набором
действительных собственных значений {𝜆(𝑗)} ∈ R и полным набором собственных векторов. Тогда система
(12) распадается на 𝑘 независимых уравнений переноса:

𝜕𝑅(𝑗)

𝜕𝑡
+ 𝜆(𝑗) 𝜕𝑅

(𝑗)

𝜕𝑥
= 0, 𝑗 = 1, 𝑘, (13)

где R = {𝑅(𝑗)} ∈ R𝑘, 𝑅(𝑗) = (l(𝑗),u) — инварианты Римана, l(𝑗) ∈ R𝑘 — левые собственные векторы-строки
матрицы 𝐴, соответствующие собственным значениям 𝜆(𝑗).

3.1. Стандартная схема КАБАРЕ для систем уравнений. Балансно-характеристическая схе-
ма КАБАРЕ для системы (12) имеет следующий вид [19]:

u𝑛+1/2
𝑖+1/2 − u𝑛

𝑖+1/2

𝜏𝑛/2
+ 𝐴

u𝑛
𝑖+1 − u𝑛

𝑖

ℎ𝑖+1/2
= 0, (14)

[𝑅(𝑗)]𝑛+1
𝑖 = 2[𝑅(𝑗)]

𝑛+1/2
𝑖−1/2 − [𝑅(𝑗)]𝑛𝑖−1, если 𝜆(𝑗) > 0,

[𝑅(𝑗)]𝑛+1
𝑖 = 2[𝑅(𝑗)]

𝑛+1/2
𝑖+1/2 − [𝑅(𝑗)]𝑛𝑖+1, если 𝜆(𝑗) < 0,

𝑗 = 1, 𝑘, (15)

u𝑛+1
𝑖+1/2 − u𝑛+1/2

𝑖+1/2

𝜏𝑛/2
+ 𝐴

u𝑛+1
𝑖+1 − u𝑛+1

𝑖

ℎ𝑖+1/2
= 0. (16)

Здесь после выполнения первой фазы (14) совершается переход к инвариантам Римана R∙
⋆ = 𝐿u∙

⋆, а
после второй фазы (15) — возвращение к исходным переменным: u∙

⋆ = 𝐿−1R∙
⋆, где 𝐿 ∈ R𝑘×𝑘 — матрица

из левых собственных векторов l(𝑗). Число Куранта в данном случае определяется следующим образом:
CFL = max (|𝜆(𝑗)| · 𝜏𝑛/ℎ𝑖+1/2).

Схема (14)–(16) обладает теми же свойствами, что и схема для уравнения переноса (5)–(7): вторым
порядком аппроксимации и временно́й обратимостью. Действительно, домножив уравнения первой (14) и
третьей (16) фаз слева на собственный вектор l(𝑗), мы получаем уравнения (5), (7) схемы для уравнения
переноса значения 𝑅(𝑗) со скоростью 𝜆(𝑗). Таким образом, в силу линейной зависимости инвариантов
Римана от исходных переменных задачи, схема (14)–(16) эквивалентна 𝑘 независимым схемам (5)–(7) для
инвариантов Римана 𝑅(𝑗).

3.2. Схема КАБАРЕ с улучшенными дисперсионными свойствами для систем уравне-
ний. Для улучшения дисперсионных свойств схемы (14)–(16) для системы уравнений (12) воспользуемся
той же идеей, что и для схемы (8)–(11): добавим антидисперсионные члены в балансные фазы алгоритма,
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не меняя при этом характеристическую фазу. Для этого рассмотрим балансные фазы схемы с улучшен-
ными дисперсионными свойствами (8) для каждого из уравнений переноса инвариантов Римана (13):

[𝑅(𝑗)]
𝑛+1/2
𝑖+1/2 − [𝑅(𝑗)]𝑛𝑖+1/2

𝜏𝑛/2
+ 𝜆(𝑗) [𝑅(𝑗)]𝑛𝑖+1 − [𝑅(𝑗)]𝑢𝑛

𝑖

ℎ𝑖+1/2
+ 𝜆(𝑗)

⟨
𝜇(𝜆(𝑗), 𝜏𝑛)

𝜕3𝑅(𝑗)

𝜕𝑥3

⟩𝑛

𝑖+1/2

= 0, 𝑗 = 1, 𝑘. (17)

Затем вернемся к исходным переменным системы u, домножив векторное уравнение (17) слева на матрицу
𝐿−1:

u𝑛+1/2
𝑖+1/2 − u𝑛

𝑖+1/2

𝜏𝑛/2
+ 𝐴

u𝑛
𝑖+1 − u𝑛

𝑖

ℎ𝑖+1/2
+

⟨
𝐿−1Λ𝐷𝐿

𝜕3u
𝜕𝑥3

⟩𝑛

𝑖+1/2

= 0,

где Λ ∈ R𝑘×𝑘 — диагональная матрица из собственных чисел системы (Λ)𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝜆
(𝑗), 𝐷 ∈ R𝑘×𝑘 —

диагональная матрица антидисперсионных коэффициентов (𝐷)𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝜇(𝜆(𝑗), 𝜏𝑛). Аналогичным образом
получаются и уравнения с антидисперсионной поправкой для третьей фазы (16). Схема КАБАРЕ с улуч-
шенными дисперсионными свойствами для систем линейных уравнений гиперболического типа имеет сле-
дующий вид:

u𝑛+1/2
𝑖+1/2 − u𝑛

𝑖+1/2

𝜏𝑛/2
+ 𝐴

u𝑛
𝑖+1 − u𝑛

𝑖

ℎ𝑖+1/2
+

⟨
𝐿−1Λ𝐷𝐿

𝜕3u
𝜕𝑥3

⟩𝑛

𝑖+1/2

= 0, (18)

[𝑅(𝑗)]𝑛+1
𝑖 = 2[𝑅(𝑗)]

𝑛+1/2
𝑖−1/2 − [𝑅(𝑗)]𝑛𝑖−1, если 𝜆(𝑗) > 0,

[𝑅(𝑗)]𝑛+1
𝑖 = 2[𝑅(𝑗)]

𝑛+1/2
𝑖+1/2 − [𝑅(𝑗)]𝑛𝑖+1, если 𝜆(𝑗) < 0,

𝑗 = 1, 𝑘, (19)

u𝑛+1
𝑖+1/2 − u𝑛+1/2

𝑖+1/2

𝜏𝑛/2
+ 𝐴

u𝑛+1
𝑖+1 − u𝑛+1

𝑖

ℎ𝑖+1/2
+

⟨
𝐿−1Λ𝐷𝐿

𝜕3u
𝜕𝑥3

⟩𝑛+1

𝑖+1/2

= 0, (20)

Таким образом, в аппроксимацию каждого уравнения системы (12) входит не только разностный аналог
первой пространственной производной от потоков (𝐴u)(𝑗), но и аналог третьей разностной производной
от, вообще говоря, всех переменных системы u. Так, например, для линеаризованных уравнений газовой
динамики в аппроксимацию закона сохранения массы будет входить третья разностная пространственная
производная от плотности.

Схема (18)–(20) обладает теми же свойствами, что и схема для уравнения переноса (8)–(10): име-
ет второй порядок аппроксимации и улучшенные дисперсионные свойства на неравномерных сетках и
четвертый порядок аппроксимации на равномерных сетках, устойчива при числах Куранта CFL 6 1 и
обладает свойством временно́й обратимости. Действительно, домножив уравнения первой (18) и третьей
(20) фаз слева на матрицу собственных векторов 𝐿, мы получаем независимые уравнения (8), (10) схемы
для уравнения переноса значения 𝑅(𝑗) со скоростью 𝜆(𝑗). Таким образом, в силу линейной зависимости
инвариантов Римана от исходных переменных задачи, схема (18)–(20) эквивалентна 𝑘 независимым схе-
мам (8)–(10) для инвариантов Римана 𝑅(𝑗). При этом система уже, вообще говоря, не будет точна на
равномерных сетках при числах Куранта CFL = 0.5 и CFL = 1. Это связано с тем, что число Куранта
для системы уравнений определяется по максимальному по модулю собственному значению системы и,
например, при CFL = 1 точно будут переноситься лишь самые быстро распространяющиеся инварианты.
Отметим также, что для монотонизации схемы характеристическую фазу алгоритма (19) следует допол-
нить процедурой нелинейной коррекции инвариантов Римана, основанной на принципе максимума. Так
как характеристическая фаза осталась прежней, то и коррекцию инвариантов следует делать так же, как
и в стандартной схеме КАБАРЕ [19].

Предложенная схема (18)–(20) отличается от схемы, предложенной в [15], тем, что антидисперсион-
ная поправка вводится отдельно для каждого инварианта Римана системы, в то время как в [15] ко всем
инвариантам Римана применяется одинаковая антидисперсионная поправка, отвечающая максимальному
по модулю собственному значению системы, что не позволяет получить четвертый порядок аппроксима-
ции на равномерных расчетных сетках. Заметим, что формулы для схемы [15] можно получить из формул
(18)–(20), заменив диагональную матрицу антидисперсионных коэффициентов 𝐷 на диагональную мат-
рицу с одинаковыми элементами: ( ̂︀𝐷)𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝜇(𝜆𝑚𝑎𝑥, 𝜏𝑛), где 𝜆𝑚𝑎𝑥 — максимальное по модулю собственное
значение системы (12).
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4. Тестовые расчеты. Для тестирования предложенной схемы (18)–(20) и демонстрации четвертого
порядка сходимости рассмотрим следующую систему дифференциальных уравнений в частных производ-
ных гиперболического типа:

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 2

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0,

𝑥 ∈ (−200, 200), 𝑡 > 0. (21)

Систему (21) можно трактовать как уравнение колебаний с коэффициентом 𝑐2 = 4 в движущейся систе-
ме координат, записанное в виде уравнений в частных производных первого порядка. Дополним систему
периодическими граничными условиями, а также начальными условиями в виде промодулированной гаус-
сианом волны, аналогичными использованным ранее при исследовании свойств схемы КАБАРЕ [20, 21]:

𝑣(𝑥, 𝑡 = 0) = 2 sin(𝜋𝑥/4) exp(− ln(2) (𝑥/3)
2
),

𝑤(𝑥, 𝑡 = 0) = sin(𝜋𝑥/4) exp(− ln(2) (𝑥/3)
2
),

𝑥 ∈ (−200, 200). (22)

На рис. 1 представлены результаты расчетов задачи (21), (22) на момент времени 𝑡 = 12.5 на отрезке
𝑥 ∈ [0, 25] по стандартной схеме КАБАРЕ (14)–(16), схеме КАБАРЕ с улучшенными дисперсионными
свойствами (18)–(20), схеме, предложенной в [15], а также аналитическое решение. Расчеты проводились
на равномерной сетке из 800 расчетных ячеек при числе Куранта CFL = 0.2, процедуры монотонизации
в силу гладкости рассматриваемого решения были отключены. Момент времени 𝑡 = 12.5 подобран таким
образом, чтобы компоненты решения, отвечающие инвариантам Римана, передвигающимся со скоростями
𝜆1 = 3 и 𝜆2 = 1, успели “разойтись”. На отрезке 𝑥 ∈ [0, 25] располагается часть решения, отвечающая
медленно распространяющемуся инварианту Римана с собственным значением 𝜆2, к которому в схеме [15]
применяется не согласованная с 𝜆2 антидисперсионная поправка.

Результаты на рис. 1 позволяют заключить, что предложенная схема с улучшенными дисперси-
онными свойствами дает достаточно точное решение задачи, практически ложащееся на аналитическое
решение. При этом схема из [15] хоть и дает более точный результат, чем стандартная схема КАБАРЕ,
но проигрывает в точности предложенному методу.

В табл. 1–3 указаны ошибки и порядки точности (OOA — Order Of Accuracy) для расчетов на различ-
ных равномерных сетках и числах Куранта CFL для стандартной схемы КАБАРЕ, схемы из [15] и схемы
КАБАРЕ с улучшенными дисперсионными свойствами соответственно. Ошибка вычислялась для реше-
ния на момент времени 𝑡 = 12.5 по стандартной C-норме, в каждую таблицу вставлялась максимальная
из ошибок для переменных 𝑣 и 𝑤. Порядок сходимости вычислялся по правилу Рунге [22].
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Рис. 1. Результаты расчетов по задаче (21), (22) на момент времени 𝑡 = 12.5 на отрезке 𝑥 ∈ [0, 25] на
равномерной сетке из 800 ячеек при CFL = 0.2. а) компонента решения 𝑣(𝑥, 𝑡); б) компонента решения
𝑤(𝑥, 𝑡). 1 — аналитическое решение; 2 — решение по стандартной схеме КАБАРЕ; 3 — решение по схеме

КАБАРЕ с улучшенными дисперсионными свойствами; 4 — решение по схеме [15]
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Таблица 1

Ошибки по C-норме и порядки точности (OOA) для расчетов задачи (21), (22)
по стандартной схеме КАБАРЕ

Ячейки C-ошибка
CFL = 0.2

OOA C-ошибка
CFL = 0.4

OOA C-ошибка
CFL = 0.6

OOA C-ошибка
CF 𝐿 = 0.8

OOA

3200 2.98× 10−2 2.00 7.45× 10−3 2.00 4.96× 10−3 2.00 7.46× 10−3 2.00

1600 1.18× 10−1 1.99 2.98× 10−2 2.00 1.99× 10−2 2.00 2.98× 10−2 1.99

800 4.46× 10−1 1.90 1.15× 10−1 1.95 7.90× 10−2 2.00 1.20× 10−1 2.00

400 1.03 1.23 4.45× 10−1 1.90 2.61× 10−1 1.70 4.49× 10−1 1.96

200 1.00 1.01 9.48× 10−1 1.22 8.49× 10−1 1.53 9.77× 10−1 1.27

Таблица 2

Ошибки по C-норме и порядки точности (OOA) для расчетов задачи (21), (22) по схеме [15]

Ячейки C-ошибка
CFL = 0.2

OOA C-ошибка
CFL = 0.4

OOA C-ошибка
CFL = 0.6

OOA C-ошибка
CFL = 0.8

OOA

3200 2.28× 10−3 2.00 3.56× 10−3 2.00 3.87× 10−3 2.00 3.19× 10−3 2.00

1600 9.28× 10−3 2.00 1.43× 10−2 2.00 1.55× 10−2 2.00 1.27× 10−2 1.99

800 3.91× 10−2 2.08 5.69× 10−2 1.99 6.06× 10−2 1.97 4.98× 10−2 1.96

400 2.66× 10−1 2.76 2.14× 10−1 1.88 2.17× 10−1 1.80 1.86× 10−1 1.83

200 8.70× 10−1 1.76 5.43× 10−1 1.47 4.58× 10−1 0.95 5.53× 10−1 1.60

Таблица 3

Ошибки по C-норме и порядки точности (OOA) для расчетов задачи (21), (22)
по схеме КАБАРЕ c улучшенными дисперсионными свойствами

Ячейки C-ошибка
CFL = 0.2

OOA C-ошибка
CFL = 0.4

OOA C-ошибка
CFL = 0.6

OOA C-ошибка
CFL = 0.8

OOA

3200 7.87× 10−5 4.00 2.04× 10−5 4.00 1.36× 10−5 4.00 1.99× 10−5 4.00

1600 1.26× 10−3 3.97 3.25× 10−4 3.99 2.16× 10−4 3.99 3.18× 10−4 3.99

800 2.00× 10−2 3.96 5.00× 10−3 3.97 3.40× 10−3 3.97 5.07× 10−3 3.99

400 2.66× 10−1 3.74 7.07× 10−2 3.79 4.46× 10−2 3.69 6.40× 10−2 3.69

200 8.98× 10−1 1.72 5.41× 10−1 2.94 4.52× 10−1 3.14 5.55× 10−1 2.89

Результаты в табл. 1–3 позволяют сделать вывод о сходимости всех трех методов на сгущающих-
ся сетках. При этом стандартный метод КАБАРЕ имеет второй порядок сходимости, метод КАБАРЕ с
улучшенными дисперсионными свойствами — четвертый порядок сходимости. Метод [15] хоть и позволяет
получить более точное решение, чем стандартная схема КАБАРЕ, тем не менее также имеет всего лишь
второй порядок сходимости, что объясняется неполной антидисперсионной поправкой для всех инвари-
антов Римана, кроме наиболее быстро переносимого.

5. Заключение. В работе представлен новый явный балансно-характеристический метод решения
систем линейных дифференциальных уравнений в частных производных гиперболического типа четвер-
того порядка аппроксимации. Метод основан на добавлении в стандартную схему КАБАРЕ антидиспер-
сионных членов особого вида, улучшающих дисперсионные свойства переноса всех инвариантов Римана
системы. Предложенная схема бездиссипативна при отключенных процедурах монотонизации и устойчива
при числах Куранта CFL 6 1. Точность метода и его порядок сходимости продемонстрированы на серии
расчетов задачи о переносе волны, промодулированной гауссианом, на последовательности сгущающихся
сеток.

Предложенная схема для линейных дифференциальных уравнений представляет не только теорети-
ческий, но и практический интерес, и может быть использована, например, для расчетов задач о выявле-
нии термоакустической неустойчивости (вибрационного горения) акустических трактов [23].

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант 19–01–00472) в Московском государственном уни-
верситете им. М.В. Ломоносова.
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Abstract: A conservative-characteristic method to solve systems of linear hyperbolic-type partial differen-
tial equations is proposed. This method has the fourth order of approximation on uniform grids and the second
approximation order and improved dispersion properties on non-uniform grids. The proposed method is based
on the well-known CABARET scheme whose conservative phases are modified by adding anti-dispersive terms of
a special type. Previously, a method with similar properties was proposed only for the simplest one-dimensional
linear advection equation. The modification of the scheme allows us to improve the dispersion properties of the
advection for all Riemann invariants of the system of equations under consideration at once. The scheme is
non-dissipative when the monotonization procedures are not used and is stable at Courant numbers CFL 6 1.
The accuracy of the method and its order of convergence are shown in a series of solving the problem of advec-
tion of a wave modulated by a Gaussian on a sequence of condensing grids. The proposed method is planned
to be used as a basis for constructing a CABARET scheme with improved dispersion properties for systems of
nonlinear differential equations.

Keywords: conservative-characteristic methods, CABARET scheme, Computational Fluid Dynamics
(CFD), high-order schemes, hyperbolic-type equations.
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