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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ УДАРНОЙ ВОЛНЫ С
ОГРАНИЧЕННЫМ НЕОДНОРОДНЫМ СЛОЕМ ГАЗОВЗВЕСИ

ГИБРИДНЫМ МЕТОДОМ КРУПНЫХ ЧАСТИЦ

Д. В.Садин,1 И. О. Голиков,2 В. А.Давидчук3

Исследуются задачи взаимодействия ударной волны с ограниченным слоем газовзвеси, внутри
которого имеется неоднородность квадратного сечения пониженной или повышенной плотно-
сти. Для расчетов используется гибридный метод крупных частиц второго порядка аппрокси-
мации по пространству и времени. Правильность численных разрывных решений, в частности
скачков пористости, подтверждается сравнением с асимптотически точными профилями плот-
ности смеси. Приведены аналитические зависимости ослабления ударной волны слоем газовзве-
си. Изучены ударно-волновые структуры в двумерных областях и влияние на них релаксаци-
онных процессов.

Ключевые слова: гибридный метод крупных частиц, неоднородный слой газовзвеси, ударная вол-
на, релаксация, асимптотически точное решение.

1. Введение. Нестационарные течения газовзвесей с ударными волнами и контактными разрыва-
ми представляют практический интерес в ряде приложений, связанных с технологиями напыления, при
производстве ракетных двигателей на твердом топливе, газовом транспорте сыпучих материалов, оценке
потенциальных последствий на взрывоопасных производствах, защите объектов заградительными дис-
персными образованиями и др.

Численное моделирование неравновесных течений газа с частицами встречает ряд принципиаль-
ных трудностей, например в сравнении с классической вычислительной гидродинамикой. Одна из них —
неконсервативность подсистем уравнений импульсов фаз, связанная с изменением трубки тока газа (сила
Архимеда): 𝑝∇𝛼1, где 𝑝 — давление газа и 𝛼1 — его объемная доля. К настоящему времени не найдены
преобразования, приводящие законы сохранения двухфазных сред достаточно общего вида к дивергент-
ной форме записи. Для специального случая достигнута консервативность по Рождественскому и Яненко
[1] законов сохранения систем уравнений двухфазных сред [2]. В некоторых работах динамика газовзве-
си формулируется в дивергентном виде за счет пренебрежения силой Архимеда в уравнениях газовой
фазы [3, 4], что справедливо, по-видимому, для малых градиентов пористости. Отметим, что проблема
неконсервативности возникает прежде всего для дискретных моделей, требующих потоковую, полностью
дивергентную запись уравнений и опирающихся на характеристическое представление и решение задачи
распада разрыва (римановские солверы) [5–7].

В различных математических формулировках неравновесной динамики газовзвеси газ и частицы
обладают собственными скоростями и температурами, а также включают общее давление [8–10] или два
давления для каждой фазы [11–13]. Давление в дисперсной фазе возникает вследствие случайного, столк-
новительного характера движения частиц по аналогии с молекулярно-кинетической теорией газов. Про-
блема математического описания хаотического движения частиц в несущем газе остается открытой до
настоящего времени. Гольдштиком [14] предложен механизм генерации “кипящего” слоя частиц за счет
действия сил Магнуса. В дополнение к этому в работах [15, 16] учтен физический эффект вихревого об-
текания дисперсных частиц как следствие колебаний продольной и поперечной сил при числе Рейнольдса
скольжения фаз Re12 > 200. Молекулярно-кинетические подходы описания динамических процессов в
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столкновительных средах развиваются в работах [3, 4, 11–14, 17, 18]. Бесстолкновительные модели “запы-
ленного” газа и некоторые системы уравнений движения с двумя давлениями являются в общем случае
негиперболическими [19–21]. В ряде исследований применяются и развиваются законы сохранения двух-
фазных сред гиперболического типа [5–7, 22, 23]. Учет инерционных эффектов (силы присоединенных
масс) при обтекании дисперсных частиц приводит к “неклассическому” характеристическому представле-
нию законов сохранения [24].

Еще одна проблема вычислительной динамики гетерогенных сред связана с жесткостью — суще-
ственным различием характерных временны́х масштабов. А именно, когда времена релаксации фаз зна-
чительно меньше газодинамического масштаба распространения возмущения в пределах расчетной ячей-
ки. Для содержательных постановок задач предложены высокоустойчивые дискретные модели [25–30].
Одним из полезных вычислительных свойств схемы является K-устойчивость [31, 32]. Неформальный
смысл этого свойства заключается в том, что устойчивость определяется только газодинамическим мас-
штабом дискретной задачи (условием Куранта–Фридрихса–Леви) и не зависит от времен релаксации фаз.
В случае интенсивного межфазного взаимодействия применение традиционных дискретных моделей ста-
новится непригодным из-за неприемлемо малого шага по времени.

Изучению взаимодействия ударной волны со слоем или облаком газовзвеси посвящены работы [33–
37]. В нашем исследовании рассматривается движение скачка уплотнения в среде с разрывом пористости.
Анализируется точность гибридного метода крупных частиц и сходимость численного решения к асимп-
тотически точному равновесному решению для малых размеров дисперсных частиц. Исследуются задачи
преломления падающей ударной волны на неоднородности квадратного сечения пониженной или повы-
шенной плотности в двумерных областях.

2. Основные уравнения. Рассмотрим законы сохранения калорически совершенного газа и твер-
дых несжимаемых частиц в рамках взаимопроникающих континуумов [30]:

𝜕q

𝜕𝑡
+ ∇𝑑G + B (∇𝑑F) = H (q) , (1)

q = [𝜌1, 𝜌2, 𝜌1𝑣1, 𝜌2𝑣2, 𝜌2𝑒2, 𝜌1𝐸1 + 𝜌2𝐾2]
T,

G = [𝜌1𝑣1, 𝜌2𝑣2, 𝜌1𝑣1𝑣1, 𝜌2𝑣2𝑣2, 𝜌2𝑒2𝑣2, 𝜌1𝐸1𝑣1 + 𝜌2𝐾2𝑣2]
T,

F = [0, 0, 𝑝, 𝑝, 0, 𝑝 (𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2)]
T, H = [0, 0,−F𝜇,F𝜇, 𝑄𝑇 ,−𝑄𝑇 ]

T,

∇𝑑 = diag (∇·,∇·,∇,∇,∇·,∇·), B = diag [1, 1, 𝛼1, 𝛼2, 1, 1],

𝜌𝑖 = 𝜌∘𝑖𝛼𝑖, 𝛼1 + 𝛼2 = 1, 𝐸𝑖 = 𝑒𝑖 +𝐾𝑖, 𝐾𝑖 = 𝑣2
𝑖 /2, 𝑖 = 1, 2.

Здесь и далее индексы 1 и 2 внизу относятся соответственно к параметрам несущей и дисперсной фаз; ∇ —
оператор Гамильтона. Через 𝛼𝑖, 𝜌

∘
𝑖 , 𝜌𝑖,𝑣𝑖, 𝐸𝑖, 𝑒𝑖,𝐾𝑖, 𝑝 обозначены объемная доля, истинная и приведенная

плотности, вектор скорости, полная, внутренняя и кинетическая энергии единицы массы 𝑖-й фазы, дав-
ление газа; F𝜇, 𝑄𝑇 — соответственно вязкая составляющая силы межфазного взаимодействия, мощность
теплообмена между газом и частицами в единице объема; 𝑡 — время.

Замыкающими соотношениями системы (1) являются уравнения состояния идеального калорически
совершенного газа и несжимаемых твердых частиц: 𝑝 = (𝛾1 − 1)𝜌∘1𝑒1, 𝑒1 = 𝑐𝑣𝑇1, 𝑒2 = 𝑐2𝑇2, {𝛾1, 𝑐𝑣, 𝑐2, 𝜌∘2} ≡
const, где 𝑇1, 𝑇2 — температура несущей фазы и частиц; 𝛾1, 𝑐𝑣 — показатель адиабаты и удельная тепло-
емкость газа при постоянном объеме; 𝑐2 — удельная теплоемкость частиц. Силовое и тепловое межфазное
взаимодействие F𝜇, 𝑄𝑇 рассчитываются по формулам [38]:

F𝜇 = (3/8)(𝛼2/𝑟)𝐶𝜇𝜌1𝑤12 |𝑤12| , 𝑤12 = 𝑣1 − 𝑣2, 𝑄𝑇 = (3/2)(𝛼2/𝑟
2)𝜆1Nu1(𝑇1 − 𝑇2).

Здесь 𝑟 — радиус частицы, 𝜆1 — коэффициент теплопроводности газа, 𝐶𝜇,Nu1 — коэффициент сопротив-
ления и число Нуссельта, определяемые из эмпирических зависимостей [38].

3. Гибридный метод крупных частиц. Кратко опишем алгоритм гибридного метода крупных
частиц [39] для одномерного случая, обобщение на пространственные ортогональные сетки выполняется
без существенных особенностей. В расчетах используется равномерная сетка с размером ячейки ℎ. Целые
индексы относятся к центру ячейки 𝑥𝑛, а полуцелые — к ее граням 𝑥𝑛±1/2 = 𝑥𝑛 ± ℎ/2. Временной слой 𝑡𝑘

пронумерован верхним индексом 𝑘, а шаг по времени обозначим 𝜏 = 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘.
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Алгоритм состоит из шага предиктор с расщеплением на лагранжев (0), эйлеров и заключительный
(1) этапы:

q(0)
𝑛 −H

(︁
q(0)
𝑛

)︁
𝜏 = q𝑘

𝑛 −B𝑘
𝑛

(︁
F̃𝑘

𝑛+1/2 − F̃𝑘
𝑛−1/2

)︁
𝜏/ℎ, (2)

q(1)
𝑛 = q(0)

𝑛 −
(︁
Ĝ

(0)
𝑛+1/2 − Ĝ

(0)
𝑛−1/2

)︁
𝜏/ℎ, (3)

и шага корректор с определением окончательных значений искомых функций с суммарной аппроксима-
цией 𝑂

(︀
ℎ2 + 𝜏2

)︀
на гладких решениях:

q(2)
𝑛 − 0.5H

(︁
q(2)
𝑛

)︁
𝜏 = 0.5

(︁
q𝑘
𝑛 + q(1)

𝑛

)︁
− 0.5

(︁
F̃

(1)
𝑛+1/2 − F̃

(1)
𝑛−1/2

)︁
𝜏/ℎ, (4)

q𝑘+1
𝑛 = q(2)

𝑛 − 0.5
(︁
Ĝ

(2)
𝑛+1/2 − Ĝ

(2)
𝑛−1/2

)︁
𝜏/ℎ. (5)

Замечание 1. Для обеспечения монотонности численного решения на лагранжевом этапе использует-
ся нелинейная искусственная вязкость𝑄𝑛±1/2 с ограничителем 𝜓𝑣 типа Христенсена [40]: 𝑝𝑛±1/2 = 𝑝𝑛±1/2+

(1 − 𝜓𝑣)𝑄𝑛±1/2. На эйлеровом этапе применяется гибридная схема потоков Ĝ𝑛±1/2 = (1 − 𝜓𝑓 )GUpwind
𝑛±1/2 +

𝜓𝑓G
Centered
𝑖±1/2 с ограничителем 𝜓𝑓 .

Замечание 2. Высокая устойчивость схемы достигается неявным учетом источниковых членов H (q𝑛)

(межфазного трения и теплообмена) [25]. Для исключения итерационных процедур используется линеа-
ризация H (q𝑛), учитывая неявно линейную часть [26].

Шаг по времени определяется из условия Куранта–Фридрихса–Леви для “чистого” газа:

𝜏𝑘 = CFL
ℎ

max
∀𝑛

(︀
|𝑣𝑘𝑛| + 𝑎𝑘1,𝑛

)︀ ,
где CFL — фиксированное число Куранта (рекомендуемое значение 6 0.5), 𝑎𝑘1,𝑛 — скорость звука по
газовой фазе в точке

(︀
𝑥𝑛, 𝑡

𝑘
)︀
.

Все расчеты выполнялись с числом Куранта CFL = 0.4. Для нелинейной коррекции схемы использо-
вался ограничитель потоков Van Leer 𝜓𝑓 = (𝑟 + |𝑟|) / (1 + 𝑟) в (3) и (5) и ограничитель вязкости Superbee
𝜓𝑣 = max [min (2𝑟, 1) ,min (𝑟, 2) , 0] в (2) и (4), где 𝑟 — отношение наклонов параметров на грани ячейки
[41].

4. Равновесные решения. Полагаем, что течение является равновесным по скоростям 𝑢 = 𝑢1 = 𝑢2
и температурам фаз 𝑇 = 𝑇1 = 𝑇2. Такое предположение справедливо, когда времена релаксаций фаз мно-
го меньше временно́го масштаба задачи. Пусть течение двухфазной среды характеризуется постоянными
параметрами слева (𝑝𝐿, 𝑢𝐿, 𝜌𝐿, 𝛼1𝐿) и справа (𝑝𝑅, 𝑢𝑅, 𝜌𝑅, 𝛼1𝑅) от произвольного разрыва при 𝑥 = 𝑥𝑐 и
𝑡 = 𝑡𝑐, а также 𝑝𝐿 > 𝑝𝑅, 𝑢𝑅 = 0. Выпишем определяющие формулы распада произвольного разрыва в
равновесной двухфазной среде, вытекающие из базовых соотношений [42, 43].

В случае 𝑢𝐿 > 𝑢′, где

𝑢′ = (𝑝𝐿 − 𝑝𝑅)

√︃
𝜒𝐿 − 1

𝜌𝑅 (𝜅𝐿𝑝𝐿 + 𝑝𝑅)
,

реализуется конфигурация с двумя ударными волнами (SS) с давлением 𝑃 , скоростью 𝑈 и плотностью
смеси слева 𝑅− и справа 𝑅+ от контактного разрыва. Вначале рассчитывается давление 𝑃 :

𝑢𝐿 − (𝑃 − 𝑝𝐿)

√︃
𝜒𝐿 − 1

𝜌𝐿 (𝜅𝐿𝑃 + 𝑝𝐿)
= (𝑃 − 𝑝𝑅)

√︃
𝜒𝑅 − 1

𝜌𝑅 (𝜅𝑅𝑃 + 𝑝𝑅)
,

где 𝜒𝐽 = (𝛾*𝐽 + 2𝛼1𝐽 − 1) / (𝛾*𝐽 − 1), 𝜅𝐽 = (𝛾*𝐽 + 1) / (𝛾*𝐽 − 1) — вспомогательные функции, 𝐽 — индекс
области 𝐿 или 𝑅, 𝛾* = 1 + (𝜁1𝑅1) / (𝜁1𝑐𝑣 + 𝜁2𝑐2) — показатель политропы смеси, 𝜁𝑖 = 𝜌𝑖/𝜌 — массовые
концентрации фаз, 𝑅1 — газовая постоянная. Затем остальные параметры:

𝑈 = 𝑢𝐿 − (𝑃 − 𝑝𝐿)

√︃
𝜒𝐿 − 1

𝜌𝐿 (𝜅𝐿𝑃 + 𝑝𝐿)
,
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𝑅− = 𝜌𝐿
𝜅𝐿𝑃 + 𝑝𝐿

𝜒𝐿𝑝𝐿 +
𝛾*𝐿 − 2𝛼1𝐿 + 1

𝛾*𝐿 − 1
𝑃

, 𝛼1− = 1 − 𝑅−

𝜌𝐿
(1 − 𝛼1𝐿) ,

𝑅+ = 𝜌𝑅
𝜅𝑅𝑃 + 𝑝𝑅

𝜒𝑅𝑝𝑅 +
𝛾*𝑅 − 2𝛼1𝑅 + 1

𝛾*𝑅 − 1
𝑃

, 𝛼1+ = 1 − 𝑅+

𝜌𝑅
(1 − 𝛼1𝑅) .

Используя полученные значения газодинамических величин, можно определить числа Маха и скорости
движения левой и правой ударных волн:

M− =

√︃
𝛼1𝐿

𝛼1−

(︂
𝛾*𝐿 + 2𝛼1− − 1

2𝛾*𝐿

𝑃

𝑝𝐿
+
𝛾*𝐿 − 2𝛼1− + 1

2𝛾*𝐿

)︂
, 𝐷− = 𝑢𝐿 − M−𝑎𝐿,

M+ =

√︃
𝛼1𝑅

𝛼1+

(︂
𝛾*𝑅 + 2𝛼1+ − 1

2𝛾*𝑅

𝑃

𝑝𝑅
+
𝛾*𝑅 − 2𝛼1+ + 1

2𝛾*𝑅

)︂
, 𝐷+ = M+𝑎𝑅,

где 𝑎𝐽 =
√︀
𝛾*𝐽𝑝𝐽/ (𝜌𝐽𝛼𝐽) — скорость звука в области 𝐽 .

В случае 𝑢′′ 6 𝑢𝐿 < 𝑢′, где

𝑢′′ =
2𝑎𝐿𝛼𝐿

𝛾*𝐿 − 1

⎡⎢⎣1 −
(︂
𝑝𝑅
𝑝𝐿

)︂ 𝛾*
𝐿−1

2𝛾*
𝐿

⎤⎥⎦ ,
образуется конфигурация с волной разрежения, областью постоянного течения, контактным разрывом и
ударной волной (WS). Определяется давление 𝑃 как решение уравнения

𝑢𝐿 +
2𝑎𝐿𝛼1𝐿

𝛾*𝐿 − 1

⎡⎣1 −
(︂
𝑃

𝑝𝐿

)︂ 𝛾*
𝐿−1

2𝛾*
𝐿

⎤⎦ = (𝑃 − 𝑝𝑅)

√︂
𝜒𝑅 − 1

𝜌𝑅𝑃 + 𝑝𝑅
,

а также другие параметры за скачком уплотнения “+”, в зоне постоянного течения между контактным
разрывом и волной разрежения “−”:

𝑈 = (𝑃 − 𝑝𝑅)

√︃
𝜒𝑅 − 1

𝜌𝑅 (𝜅𝑅𝑃 + 𝑝𝑅)
,

𝑅+ = 𝜌𝑅
𝜅𝑅𝑃 + 𝑝𝑅

𝜒𝑅𝑝𝑅 +
𝛾*𝑅 − 2𝛼1𝑅 + 1

𝛾*𝑅 − 1
𝑃

, 𝛼1+ = 1 − 𝑅+

𝜌𝑅
(1 − 𝛼1𝑅) ,

𝑅− = 𝜌𝐿

[︃
𝛼2𝐿 + 𝛼1𝐿

(︂
1 − 𝛾*𝐿 − 1

2𝛼1𝐿

𝑈 − 𝑢𝐿
𝑎𝐿

)︂− 2
𝛾*
𝐿

−1

]︃−1

, 𝛼1− = 1 − 𝑅−

𝜌𝐿
(1 − 𝛼1𝐿) ,

M+ =

√︃
𝛼1𝑅

𝛼1+

(︂
𝛾*𝑅 + 2𝛼1+ − 1

2𝛾*𝑅

𝑃

𝑝𝑅
+
𝛾*𝑅 − 2𝛼1+ + 1

2𝛾*𝑅

)︂
, 𝐷+ = M+𝑎𝑅.

В области центрированной волны разрежения 𝑢𝐿−𝑎𝐿 6 (𝑥− 𝑥𝑐) / (𝑡− 𝑡𝑐) 6 𝑈−𝑎+ решение является

автомодельным в зависимости от переменной 𝜉′ =
𝑥− 𝑥𝑐

𝑎𝐿𝛼1𝐿 (𝑡− 𝑡𝑐)
−

M′
𝐿

𝛼1𝐿

:

[︂
(1 − 𝛼1𝐿)𝛼1

(1 − 𝛼1)𝛼1𝐿

]︂𝜔
=

𝛼1 + 𝜔

𝛼1 (1 − 𝜔𝜉′)
, 𝜔 =

𝛾*𝐿 − 1

2
,

M′ = M′
𝐿 +

2𝛼1𝐿

𝛾*𝐿 + 2𝛼1 − 1
(𝛼1𝜉

′ + 1), M′ =
𝑢

𝑎𝐿
, M′

𝐿 =
𝑢𝐿
𝑎𝐿

,

𝜌 = 𝜌𝐿
𝛼1

𝛼1𝐿

(︂
1 − 𝛾*𝐿 − 1

2𝛼𝐿
(M′ − M′

𝐿)

)︂ 1
𝜔

, 𝑝 = 𝑝𝐿

(︂
1 − 𝛾*𝐿 − 1

2𝛼𝐿
(M′ − M′

𝐿)

)︂ 𝛾*
𝐿
𝜔

.
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Рис. 1. Диаграммы взаимодействия ударной волны со слоем газовзвеси:
а) пониженной плотности, б) повышенной плотности

Замечание 1. Для полноты приведем условие реализации третьего случая (две волны разрежения

WW) 𝑢′′′ 6 𝑢𝐿 < 𝑢′′, где 𝑢′′′ = −
2𝑎𝐿𝛼𝐿

𝛾*𝐿 − 1
−

2𝑎𝑅𝛼𝑅

𝛾*𝑅 − 1
.

Замечание 2. При выводе формул распада разрыва использовано свойство сохранения вдоль траек-
тории смеси массовых концентраций фаз 𝑑𝜁2/𝑑𝑡 ≡ 𝜕𝜁2/𝜕𝑡 + 𝑢𝜕𝜁2/𝜕𝑥 = 0 и как следствие неизменности
показателя политропы смеси 𝑑𝛾* (𝜁2) /𝑑𝑡 = 0. Откуда вытекают равенства 𝛾*− = 𝛾*𝐿 и 𝛾*+ = 𝛾*𝑅.

Замечание 3. Приведенные соотношения являются асимптотически точным решением распада про-
извольного разрыва для полных уравнений динамики газовзвеси (1) при уменьшении диаметра частиц
𝑑→ 0.

Рассмотрим одномерный вариант взаимодействия ударной волны со ступенькой пониженной (слу-
чай 1) или повышенной (случай 2) плотности. Взаимодействие ударной волны с числом Маха M0 = 1.22

с неоднородностями, расположенными в области 𝑥2 6 𝑥 6 𝑥3, представлено на 𝑥–𝑡 диаграмме (рис. 1,
траектории ударных волн и характеристик волны разрежения показаны красным и синим цветом соот-
ветственно, траектории контактных разрывов — зеленым цветом).

Течение характеризуется начальным состоянием 0, 4 и 7, а также параметрами за падающей 1, пре-
ломленной в слое 3, прошедшей 6 ударными волнами и отраженной центрированной волной разрежения
2 — в случае ступеньки пониженной плотности или повышенной плотности — 5. При взаимодействии
падающей ударной волны со ступенькой возникают два типа распадов разрывов: волна разрежения —
ударная волна WS или две ударные волны SS (см. приведенные выше расчетные соотношения).

Одномерные задачи решались при начальных условиях, указанных в табл. 1.
Граничные условия слева и справа заданы в виде свободного втекания и вытекания. Для однород-

ности алгоритма в области “чистого” газа задавалась пренебрежимо малая концентрация частиц 𝛼2 =

10−10. Параметры за падающей ударной волной (область 1, рис. 1) определялись по следующим соотно-
шениям [30]:

M2
0 =

𝛼10

𝛾*0

[𝜒0 (𝛼20) + 1]𝛼21 − [𝜒1 (𝛼21) + 1]𝛼20

𝜒1 (𝛼21)𝛼20 − 𝛼21

𝛼21

𝛼21 − 𝛼20
,

Таблица 1

Начальные условия одномерных задач (размерности системы СИ)

Область определения (𝛼2, 𝑝, 𝑇1, 𝑇2, 𝑢1, 𝑢2)

перед ударной волной
𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2 и 𝑥 > 𝑥3

(︀
0.001, 1.01325 · 105, 293.23, 293.23, 0, 0

)︀
случай 1(︀

10−10, 1.01325 · 105, 293.23, 293.23, 0, 0
)︀

случай 2

за ударной волной
𝑥 < 𝑥1

(︀
1.44442 · 10−3, 1.53851 · 105, 308.111, 308.111, 66.0650, 66.0650

)︀
случай 1(︀

1.37636 · 10−10, 1.5906 · 105, 334.441, 334.441, 114.51, 114.51
)︀

случай 2

неоднородность
𝑥2 < 𝑥 < 𝑥3

(︀
10−10, 1.01325 · 105, 293.23, 293.23, 0, 0

)︀
случай 1(︀

0.001, 1.01325 · 105, 293.23, 293.23, 0, 0
)︀

случай 2
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Рис. 2. Распределения относительных величин плотности 𝜌* и скорости 𝑢*

газовзвеси в момент времени 𝑡 = 0.001 с

𝜌1 = 𝜌0
𝛼21

𝛼20
, 𝑝1 = 𝑝0

𝜒0 (𝛼20)𝛼21 − 𝛼20

𝜒1 (𝛼21)𝛼20 − 𝛼21
, 𝑢1 =

√︂
𝑝1 − 𝑝0
𝜌0

𝛼10 − 𝛼11

1 − 𝛼11
.

Для сравнения численных и аналитических решений выполнены расчеты гибридным методом круп-
ных частиц по полным уравнениям неравновесной динамики газовзвеси (1) задач преломления ударной
волны на неоднородности пониженной или повышенной плотности. Результаты в виде распределения от-
носительных величин плотности 𝜌* = 𝜌/𝜌1 и скорости 𝑢* = 𝑢/𝑎0 смеси воздуха и частиц кварцевого песка
с истинной плотностью 𝜌∘2 = 2500 кг/м3 представлены на рис. 2 (а, б — для случая 1; в, г — для случая 2).
Здесь сплошные линии — точные решения, а пунктирные кривые — расчет для достаточно мелких частиц
𝑑 = 0.1 мкм на сетке 1/200 с шагом ℎ = 2 мм. Время окончания расчета 𝑡 = 0.001 с.

Наблюдается хорошее согласие численных результатов с автомодельными решениями. При увеличе-
нии разрешения сетки до 1/400 расчетные и аналитические кривые графически совпадают, относительное
расхождение в характерных точках 0.3 и 0.7 имеет порядок 10−4.

Практический интерес представляет степень ослабления ударной волны в воздухе при ее прохожде-
нии через слой газовзвеси в зависимости от числа Маха M0 и объемной концентрации дисперсной фазы
в неоднородности 𝛼𝑠 = 𝛼24 (индексы соответствуют областям на рис. 1 б ). Результаты расчетов по ана-
литическим соотношениям для равновесной двухфазной среды показаны на рис. 3 а и б, где при фикси-
рованном значении начальной объемной доли частиц в слое 𝛼𝑠 = 0.001 рассчитаны зависимости степени
ослабления ударной волны 𝑝* = 𝑝6/𝑝1 и величины максимального сжатия слоя газовзвеси 𝛼* = 𝛼23 от
M0. На рис. 3 в, г задано постоянное число Маха падающей ударной волны M0 = 1.5, а параметры 𝑝* и 𝛼*
определялись в зависимости от начальной объемной концентрации дисперсной фазы слоя газовзвеси 𝛼𝑠.

С увеличением числа Маха возрастает сжатие слоя газовзвеси и степень ослабления падающей удар-
ной волны (рис. 3 а и б ), что объясняется более интенсивным поглощением ударно-волнового импульса
смесью. С ростом начальной концентрации частиц степень ослабления падающей ударной волны уве-
личивается, а интенсивность прошедшей волны примерно на 30% меньше по отношению к исходному
скачку уплотнения для 𝛼𝑠 = 0.01 (рис. 3 в). При этом сжатие слоя происходит практически по линейной
зависимости (рис. 3 г).

5. Обсуждение численных двумерных решений. Изучим движение в плоском канале 1 (рис. 4)
стационарной ударной волны 2 в воздухе с числом Маха 1.22 и ее взаимодействие с ограниченным слоем

1.0 1.5 2.0
M0

а)

0.90

0.95

1.00

𝑝*

1.0 1.5 2.0
M0

б)

0.000

0.003

0.006

𝛼*

0 0.005 0.010
𝛼𝑠

в)

0.70

0.85

1.00

𝑝*

0 0.005 0.010
𝛼𝑠

г)

0.02

0.04

𝛼*

Рис. 3. Аналитические зависимости степени ослабления ударной волны 𝑝* и величины
максимального сжатия слоя газовзвеси 𝛼* в зависимости: а), б) от числа Маха M0 при 𝛼𝑠 = 0.001;

в), г) от начальной объемной концентрации частиц 𝛼𝑠 при M0 = 1.5
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Рис. 4. Расчетная схема задачи

Таблица 2

Начальные условия двумерных задач (размерности системы СИ)

Область определения (𝛼2, 𝑝, 𝑇1, 𝑇2, 𝑢1, 𝑢2)

перед ударной волной
(︀
10−10, 1.01325 · 105, 293.23, 293.23, 0, 0

)︀
за ударной волной

(︀
1.37636 · 10−10, 1.5906 · 105, 334.441, 334.441, 114.51, 114.51

)︀
слой газовзвеси

(︀
0.001, 1.01325 · 105, 293.23, 293.23, 0, 0

)︀
случай 1(︀

0.0001, 1.01325 · 105, 293.23, 293.23, 0, 0
)︀

случай 2

неоднородность
(︀
10−10, 1.01325 · 105, 293.23, 293.23, 0, 0

)︀
случай 1(︀

0.001, 1.01325 · 105, 293.23, 293.23, 0, 0
)︀

случай 2

газовзвеси 3, внутри которого имеется квадратная неоднородность 4 пониженной (случай 1) или повы-
шенной (случай 2) плотности.

Начальные условия двумерных задач представлены в табл. 2.
Несжимаемые частицы газовзвеси обладают плотностью 𝜌∘2 = 2500 кг/м3 и удельной теплоемкостью

𝑐2 = 710 Дж/(кг ·К).
Граничные условия заданы на стенках — отражения, а слева и справа расчетной области в виде

свободного втекания и вытекания. Расчеты проведены до оси симметрии на равномерной сетке с разре-
шением 200 ячеек на размер неоднородности 𝐻 = 5 см до момента времени 𝑡𝑓 = 2.5 мс. В правой части
расчетной области размером 1.2𝐻 использована неравномерная сетка с шагом ячейки ℎ, изменяющимся
по зависимости ℎ′𝑛+1 = ℎ′𝑛 + 0.5ℎ (𝑛 — номер ячейки).

Вначале рассмотрим взаимодействие ударной волны со слоем газовзвеси с мелкой фракцией частиц
𝑑 = 0.1 мкм. В этом случае течение смеси близко к равновесному. Пространственные зоны релаксации
являются подсеточными. Газовзвесь ведет себя как “тяжелый” газ со специальным уравнением состояния
𝑒 = 𝑝𝛼1/ [(𝛾* − 1) 𝜌] (𝑒 — внутренняя энергия смеси) [42, 43].

Численные решения для случаев неоднородности пониженной и повышенной плотности в виде шлирен-
изображений функции градиента плотности смеси представлены на рис. 5 и 6 соответственно. На этих
рисунках приведены четыре характерные момента времени. После столкновения падающего скачка уплот-
нения с левой границей слоя газовзвеси 𝑐1 происходит распад разрыва с отраженной и прошедшей 𝑠1
ударных волн. Затем при взаимодействии скачка уплотнения с неоднородностью возникает следующий
распад WS типа (рис. 5 а) или SS типа (рис. 6 а). При этом образуются структуры, известные как двой-
ное преломление фон Неймана: с проходящей ударной волной 𝑠2, предвестником, ножкой Маха, двумя
искривленными ударными волнами (см. выноски 𝑁1 на рис. 5 а и 𝑁2 на рис. 6 а). Вследствие различных
скоростей звука в неоднородности и слое газовзвеси ударная волна 𝑠2 отстает в случае 1 или опережает
в случае 2 в своем движении внешний скачок уплотнения 𝑠1.

При схождении скачков 𝑠3 и 𝑠4 к оси симметрии возникают отраженные волны 𝑠5 и эффект фо-
кусировки 𝑓 в задаче с неоднородностью повышенной плотности (рис. 6 б и в). А в случае 1 движение
системы скачков уплотнения 𝑠4 имеет дивергентный характер (рис. 5 б и в). В рассматриваемые моменты
времени отмечается искривление поверхностей слоя газовзвеси с выпуклостью по потоку для случая 1 и
против потока для случая 2. В последующем существенно деформируются контактные границы 𝑐1 и 𝑐2
слоя газовзвеси, развивается неустойчивость Рихтмайера–Мешкова и турбулентные разнонаправленные
грибовидные вихревые структуры 𝑡𝑢 (рис. 5 г и рис. 6 г).
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а) б) в) г)

Рис. 5. Взаимодействие ударной волны с неоднородностью пониженной плотности
(𝑑 = 0.1 мкм). Численные шлирен-изображения функции градиента плотности смеси

в моменты времени: а) 0.3 мс; б) 0.4 мс; в) 0.5 мс; г) 2.5 мс

а) б) в) г)

Рис. 6. Взаимодействие ударной волны с неоднородностью повышенной плотности
(𝑑 = 0.1 мкм). Численные шлирен-изображения функции градиента плотности смеси

в моменты времени: а) 0.26 мс; б) 0.4 мс; в) 0.5 мс; г) 2.5 мс

С увеличением размеров частиц газовзвеси начинает проявляться эффект неравновесности (раз-
личие скоростей и температур фаз). На рис. 7 для случая 2 приведены шлирен-изображения функции
градиента плотности смеси и распределения относительной плотности смеси 𝜌 = 𝜌/𝜌1 на оси симметрии
для различных диаметров частиц (𝑑 = 0.1, 1, 2, 10 мкм) в расчетный момент времени 𝑡 = 0.26 мс. Осевая
координата отнесена к размеру неоднородности 𝑥̄ = 𝑥/𝐻.

Релаксационные процессы для смеси несущего газа и группы частиц характеризуются временами
выравнивания скоростей и температур фаз [31]. Поскольку для рассматриваемой задачи их значения по

а) б) в) г)

д) е) ж) з)

6 7 8𝑥

2

4

𝜌

6 7 8𝑥

2

4

𝜌

6 7 8𝑥

2

4

𝜌

6 7 8𝑥

2

4

𝜌

Рис. 7. Взаимодействие ударной волны с неоднородностью повышенной плотности в
момент времени 𝑡 = 0.26 мс. Численные шлирен-изображения функции градиента

плотности смеси и распределения плотности смеси на оси симметрии для различных
диаметров частиц: а), д) 0.1 мкм; б), е) 1 мкм; в), ж) 2 мкм; г), з) 10 мкм
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порядку сопоставимы, то в качестве масштаба используем время динамической релаксации дисперсной
фазы 𝑡

(𝜇)
2 = 𝜌∘2𝑑

2/ (18𝜇1𝛼1). Хорошим приближением для оценки относительной пространственной зоны
релаксации за ударной волной может служить выражение ℎ̄𝑟 =

(︁
𝑎10 3 𝑡

(𝜇)
2

)︁
/𝐻, где 𝑎10 — скорость звука

в несущем газе. Для исследуемого ряда размеров частиц значения ℎ̄𝑟 равны 0.0016, 0.16, 0.64, 16, что
соответствует расчетным областям “размазывания” профиля плотности смеси (рис. 7). Следует отметить
структурные особенности течения газовзвеси, которые характеризуются двумя сильными разрывами 𝑠1 и
𝑠2 для 𝑑 = 0.1 мкм (рис. 7 а и д), сильным разрывом для огибающей ударной волны 𝑠1 в слое газовзвеси
и вырожденным (звуковым) фронтом волны в неоднородности 𝑠2 для 𝑑 = 1 и 2 мкм (рис. 7 б, в, е,ж),
двумя скачками 𝑠1 и 𝑠2 конечной интенсивности для 𝑑 = 10 мкм (рис. 7 г и з).

6. Заключение. Для одномерной постановки задачи взаимодействия ударной волны с областями
пониженной и повышенной плотности получены асимптотически точные равновесные решения. Расчет
гибридным методом крупных частиц по неравновесным уравнениям динамики смеси газа и твердых ча-
стиц находится в хорошем соответствии с асимптотическими решениями. На основе автомодельных со-
отношений выполнен анализ степени ослабления ударной волны слоем мелкодисперсной газовзвеси для
различных чисел Маха и концентраций дисперсной фазы в неоднородности.

Изучена динамика неоднородного слоя при прохождении скачка уплотнения в двумерных областях.
Получена оценка пространственных зон релаксации для различных размеров частиц, которая согласуется
с результатами численного моделирования. Установлено, что в зависимости от времен релаксации фаз
реализуются два режима течения: с двумя сильными разрывами или огибающей ударной волной совместно
с вырожденным (звуковым) фронтом внутри неоднородности.

Гибридный метод крупных частиц продемонстрировал большой запас устойчивости и высокую раз-
решающую способность выявления ударно-волновых структур, развития неустойчивости Рихтмайера–
Мешкова. Метод обладает универсальностью и возможностью решения расширенного класса задач с до-
минированием конвекции гиперболического или смешанного типа, в консервативной или недивергентной
записи уравнений. Рассмотренные задачи совместно с асимптотически точными решениями могут слу-
жить тестом для проверки других разностных схем.
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