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О ПРИМЕНЕНИИ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ ПАДЕ
ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В ЗАДАЧЕ ТРОПОСФЕРНОГО РАСПРОСТРАНЕНИЯ РАДИОВОЛН

М. С.Лытаев1

Рассматривается задача численного моделирования распространения электромагнитных волн
в неоднородной тропосфере на основе широкоугольных обобщений метода параболического
уравнения. Используется конечно-разностная аппроксимация Паде оператора распростране-
ния. Существенно, что в предлагаемом подходе указанная аппроксимация осуществляется од-
новременно по продольной и поперечной координатам. При этом допускается моделирование
произвольного коэффициента преломления тропосферы. Метод не накладывает ограничений
на максимальный угол распространения. Для различных условий распространения радиоволн
проведено сравнение с методом расщепления Фурье и методом геометрической теории дифрак-
ции. Показаны преимущества предлагаемого подхода.
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1. Введение. Одним из самых широко используемых подходов к решению задачи тропосферного
распространения электромагнитных волн является метод параболического уравнения (ПУ) [1–3]. Метод
ПУ позволяет одновременно учитывать пространственные изменения показателя преломления тропосфе-
ры, неоднородности и кривизну земной поверхности, весьма произвольные параметры излучающей ан-
тенны. Данный метод постоянно модернизируется с целью учета все более сложных условий распростра-
нения [4]. Появляется возможность учета обратного рассеяния [5–8], лесных массивов [9], взволнованной
поверхности моря [10]. Имеются работы по применению метода ПУ в существенно трехмерных зада-
чах [11, 12] и во временно́й области [13]. Из этого следует, что соответствующие численные методы тоже
должны постоянно совершенствоваться.

Метод ПУ широко используется не только в задачах тропосферного распространения, но также в
гидроакустике [14], геофизике [15], оптике [16] и квантовой механике [17]. Классическое ПУ, разработанное
М.А. Леонтовичем и В.А. Фоком [1], применимо для углов распространения, не превышающих нескольких
градусов [2]. Для снятия этого ограничения были разработаны широкоугольные модификации метода ПУ,
основанные на теории псевдодифференциальных операторов [14, 18, 19, 20]. В настоящей работе рассмат-
ривается однонаправленное уравнение Гельмгольца, которое можно считать обобщением классического
метода ПУ.

На сегодняшний день существуют два широко используемых подхода к решению ПУ и его широко-
угольных обобщений: метод расщепления Фурье [21, 22] и конечно-разностные численные схемы [23, 24].
Метод расщепления Фурье является наиболее распространенным в настоящее время. Считается, что ме-
тод расщепления Фурье быстрее существующих конечно-разностных аппроксимаций ПУ, однако имеет
трудности с моделированием как верхнего, так и нижнего граничного условия (ГУ). Конечно-разностные
методы лучше приспособлены к моделированию сложных граничных условий, но на сегодняшний день
несколько уступают в производительности, что затрудняет их широкое практическое применение. В по-
следнее время появляется все больше работ, посвященных применению конечно-разностных методов для
решения ПУ в задачах тропосферного распространения [25–31]. Для подробно сравнительного анализа
указанных методов можно обратиться к [32–34].

Особенностью задачи тропосферного распространения является необходимость проведения вычис-
лений в неограниченной по высоте расчетной области. Для учета верхнего прозрачного ГУ в рамках
конечно-разностных методов используется метод дискретных нелокальных ГУ [35–38]. В рамках метода
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расщепления Фурье используется нестрогий метод искусственного поглощающего слоя, который в некото-
рых случаях приводит к неудовлетворительным численным результатам [28, 39]. Моделирование нижнего
импедансного ГУ также может быть проблемой при использовании метода расщепления Фурье [10, 40].
Моделирование импедансного ГУ в рамках конечно-разностных методов выполняется непосредственно и
не вызывает проблем [31].

Целью настоящей работы является повышение эффективности конечно-разностных численных мето-
дов решения ПУ. Известно, что использование высокоточных аппроксимаций псевдодифференциального
оператора распространения позволяет не только увеличить максимальный угол распространения, но и
повысить скорость расчетов [2, 19]. Ранее аппроксимации высокого порядка точности использовались для
численного интегрирования по продольной координате (𝑥), в то время как по поперечной координате (𝑧)
обычно использовалась простая аппроксимация второго порядка точности [39]. В данной работе пред-
лагается использовать аппроксимацию Паде высокого порядка точности одновременно по продольной и
поперечной координатам. При этом сохраняется возможность использования произвольного показателя
преломления тропосферы.

Проясним структуру данной работы. Следующий раздел посвящен математической постановке за-
дачи. В разделе 3 представлена конечно-разностная схема, основанная на аппроксимации Паде по про-
дольной координате и аппроксимации второго порядка точности по поперечной координате. В разделе 4
предлагается совместная аппроксимация Паде по продольной и поперечной координатам, позволяющая
учитывать неоднородности коэффициента преломления тропосферы. В разделе 5 приводится сравнитель-
ный анализ численных схем в различных условиях распространения.

2. Постановка задачи. Будем исходить из двумерного уравнения Гельмгольца [2]

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜓

𝜕𝑧2
+ 𝑘2𝑚2(𝑥, 𝑧)𝜓 = 0, (1)

где 𝜓(𝑥, 𝑧) — искомая компонента электромагнитного поля, 𝑘 = 2𝜋/𝜆 — волновое число, 𝜆 — длина волны.
Функция 𝑚 определяется через коэффициент преломления тропосферы 𝑛 и радиус Земли 𝑅 следующим
образом:

𝑚 = 𝑛+ 1/𝑅.

Функция 𝑚 позволяет наравне с тропосферной рефракцией учитывать кривизну земной поверхности и
обычно называется модифицированным коэффициентом преломления [2]. Далее используется приведен-
ный модифицированный коэффициент преломления

𝑀 = 106(𝑚− 1),

численные значения которого называются 𝑀 -единицами. Функция 𝜓(𝑥, 𝑧) удовлетворяет импедансному
граничному условию на нижней границе(︂

𝑞1𝜓 + 𝑞2
𝜕𝜓

𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=ℎ(𝑥)

= 0,

где ℎ(𝑥) — профиль рельефа местности, коэффициенты 𝑞1 и 𝑞2 определяются из свойств подстилающей
поверхности [2].

Волновой процесс порождается начальным условием вида

𝜓(0, 𝑧) = 𝜓0(𝑧), (2)

с известной функцией 𝜓0(𝑧), отвечающей диаграмме направленности антенны.
Следуя общепринятой методологии [2, 20], уравнение для волн, распространяющихся вдоль положи-

тельного направления оси 𝑥, можно записать следующим образом

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑖𝑘(

√
1 + 𝐿− 1)𝑢, (3)

где

𝐿𝑢 =
1

𝑘2
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+
(︀
𝑚2 − 1

)︀
𝑢,

𝑢(𝑥, 𝑧) = 𝑒−𝑖𝑘𝑥𝜓(𝑥, 𝑧).
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3. Аппроксимация Паде оператора распространения. Пошаговое решение уравнения (3) фор-
мально записывается при помощи псевдодифференциального оператора распространения следующим об-
разом:

𝑢(𝑥+𝛥𝑥, 𝑧) = exp
(︁
𝑖𝑘𝛥𝑥

(︁√
1 + 𝐿− 1

)︁)︁
𝑢(𝑥, 𝑧). (4)

Для дискретных функций далее используются следующие обозначения:

𝑢𝑛𝑗 = 𝑢(𝑛𝛥𝑥, 𝑗𝛥𝑧), 𝑢𝑛(𝑧) = 𝑢(𝑛𝛥𝑥, 𝑧).

Рассматривая оператор распространения (4) как функцию от оператора 𝐿, можно записать аппрок-
симацию Паде порядка [𝑚/𝑛] [19, 41] в следующей форме

exp
(︁
𝑖𝑘𝛥𝑥

(︁√
1 + 𝐿− 1

)︁)︁
≈

1 +
∏︀𝑚

𝑙=1 �̃�𝑙𝐿
𝑙

1 +
∏︀𝑛

𝑙=1 �̃�𝑙𝐿
𝑙

=

𝑝∏︁
𝑙=1

1 + 𝑎𝑙𝐿

1 + 𝑏𝑙𝐿
. (5)

Происходит одновременная аппроксимация псевдодифференциального оператора квадратного кор-
ня, отвечающего за максимальный угол распространения, и операторной экспоненты, отвечающей за
интегрирование по продольной координате 𝑥. Таким образом, при выборе достаточного количества коэф-
фициентов аппроксимации Паде можно достичь любого требуемого угла распространения.

Действие оператором распространения (4) можно приближенно записать при помощи следующей
системы одномерных дифференциальных уравнений:⎧⎨⎩

(1 + 𝑏1𝐿) 𝑣𝑛 = (1 + 𝑎1𝐿)𝑢𝑛−1,

(1 + 𝑏𝑙𝐿) 𝑣𝑛𝑙 = (1 + 𝑎𝑙𝐿) 𝑣𝑛𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑝− 1,

(1 + 𝑏𝑝𝐿)𝑢𝑛 = (1 + 𝑎𝑝𝐿) 𝑣𝑛𝑝−1,

(6)

где 𝑢𝑛−1(𝑧) — значение поля, полученное на предыдущем шаге, 𝑢𝑛 — искомое значение поля на текущем
шаге, 𝑣𝑛𝑙 — вспомогательные функции.

Система (6) состоит из 𝑝 однотипных уравнений вида

(1 + 𝑏𝐿) 𝑣 = (1 + 𝑎𝐿)𝑢 (7)

и решается последовательно сверху вниз. Заменим в уравнении (7) оператор 𝐿 на его конечно-разностный
аналог второго порядка точности

�̂�𝑢𝑗 =
1

𝑘2𝛥𝑧2
𝛿2𝑢𝑗 +

(︀
𝑚2

𝑗 − 1
)︀
𝑢𝑗 ,

где оператор второй разности 𝛿2 определяется следующим образом:

𝛿2𝑢 = 𝑢(𝑧 −𝛥𝑧) − 2𝑢(𝑧) + 𝑢(𝑧 +𝛥𝑧) = 𝑢𝑗−1 − 2𝑢𝑗 + 𝑢𝑗+1.

Получим следующее конечно-разностное уравнение:(︂
1 + 𝑏

(︂
1

𝑘2𝛥𝑧2
𝛿2𝑢𝑗 +

(︀
𝑚2

𝑗 − 1
)︀
𝑢𝑗

)︂)︂
𝑣 =

(︂
1 + 𝑎

(︂
1

𝑘2𝛥𝑧2
𝛿2𝑢𝑗 +

(︀
𝑚2

𝑗 − 1
)︀
𝑢𝑗

)︂)︂
𝑢.

Данное уравнение, вместе с дискретными граничными условиями [31], представляет собой трехдиа-
гональную систему линейных алгебраических уравнений и решается за линейное время методом прогонки.
В итоге получилась схема, имеющая произвольный порядок точности при интегрировании по продольной
координате 𝑥 и второй порядок по 𝑧.

4. Совместная аппроксимация Паде по продольной и поперечной координатам. Отметим,
что если в аппроксимации (5) положить 𝑝 = 1, то рассматриваемая схема сводится к хорошо известному
методу Кранка–Николсон для решения ПУ [25]. Вместе с тем, данная схема значительно превосходит ме-
тод Кранка–Николсон как по скорости расчетов, так и в смысле гладкости получаемых решений [2, 39].
Однако определенным недостатком данной схемы остается аппроксимация оператора дифференцирова-
ния по координате 𝑧. В то время как по продольной координате используется схема произвольного по-
рядка точности, по поперечной координате порядок аппроксимации равен двум. Логично предположить,
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что повышение порядка аппроксимации по координате 𝑧 может еще больше повысить производитель-
ность схемы. Очевидным вариантом решения данной проблемы является использование многоточечных
схем для аппроксимации оператора дифференцирования. Однако при этом будет расти и сложность схе-
мы, так как уравнение (7) уже не будет сводиться к трехдиагональной матрице. Вместо этого, в данной
работе предлагается использовать аппроксимацию Паде (5) одновременно по продольной и поперечной
координатам.

Пользуясь определением псевдодифференциального оператора [18], выразим оператор второй раз-
ности через оператор дифференцирования

𝛿2𝑢 =
1√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧
(︀
𝑒−𝑖𝑘𝑧𝛥𝑧 − 2 + 𝑒𝑖𝑘𝑧𝛥𝑧

)︀
�̃�(𝑘𝑧)𝑑𝑘𝑧 =

1√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧𝑓(𝑘𝑧)�̃�(𝑘𝑧)𝑑𝑘𝑧 = 𝑓

(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂
𝑢,

где

�̃�(𝑘𝑧) =
1√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑘𝑧𝑧𝑢(𝑧)𝑑𝑧,

𝑓(𝑘𝑧) = 2 (cosh (𝑖𝑘𝑧𝛥𝑧) − 1) .

Теперь проведем обратную операцию: выразим оператор дифференцирования через оператор второй
разности. Выпишем функцию, обратную к 𝑓 :

𝑓−1(𝜉) =
1

𝑖𝛥𝑧
cosh−1

[︂
1 +

𝜉

2

]︂
=

1

𝑖𝛥𝑧
ln

⎛⎝1 +
𝜉

2
+

√︃(︂
1 +

𝜉

2

)︂2

− 1

⎞⎠ .

Тогда оператор двойного дифференцирования запишется через функцию 𝑓 и оператор второй раз-
ности следующим образом:

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
=
(︀
𝑓−1(𝛿2)

)︀2
𝑢 = 𝑔(𝛿2)𝑢.

Для случая однородной среды (𝑚(𝑥, 𝑧) ≡ 1) можно записать следующую аппроксимацию оператора
распространения относительно оператора 𝛿2:

exp

(︃
𝑖𝑘𝛥𝑥

(︃√︂
1 +

1

𝑘2
𝜕2

𝜕𝑧2
− 1

)︃)︃
𝑢 = exp

(︃
𝑖𝑘𝛥𝑥

(︃√︂
1 +

1

𝑘2
𝑔 (𝛿2) − 1

)︃)︃
𝑢 ≈

𝑝∏︁
𝑙=1

1 + 𝑎′𝑙𝛿
2

1 + 𝑏′𝑙𝛿
2
𝑢. (8)

В этом выражении отсутствует явная аппроксимация оператора двойного дифференцирования по
координате 𝑧. Таким образом, дискретизация по продольной и поперечной координатам выполняется при
помощи аппроксимации Паде высокого порядка точности.

Недостатком данного подхода, который ранее рассматривался [19] для решения задач вычислитель-
ной гидроакустики, является его ограниченность случаем однородной среды.

Вернемся теперь к случаю неоднородной тропосферы. Подставим 𝛿2 + (𝑘𝛥𝑧)
2
ℎ вместо 𝛿2 в качестве

аргумента функции 𝑔, получим:

1

𝑘2
𝑔(𝛿2 + (𝑘𝛥𝑧)

2
ℎ)𝑢 =

1

𝑘2
𝑔(𝛿2)𝑢+ ℎ𝑢+

1

𝑘2
𝑅𝑒𝑠(𝑢) =

1

𝑘2
𝑑2𝑢

𝑑𝑧2
+ ℎ𝑢+

1

𝑘2
𝑅𝑒𝑠(𝑢),

где
ℎ = 𝑚2 − 1.

Пользуясь разложением функции 𝑔 по формуле Тейлора

𝑔(𝜉) =
1

𝛥𝑧2

[︂
𝜉 − 1

12
𝜉2 +

1

90
𝜉3 − . . .

]︂
,

можно оценить остаточный член

1

𝑘2
𝑅𝑒𝑠(𝑢) = − 1

12
𝛿2ℎ𝑢− 1

12
ℎ𝛿2𝑢− 1

12
(𝑘𝛥𝑧)

2
ℎ2𝑢+ . . .
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В задачах тропосферного распространения показатель преломления 𝑚(𝑥, 𝑧) является медленно ме-
няющейся функцией как по продольной координате, так и по высоте и редко удаляется от единицы более
чем на 0.0004 [2]. Это наблюдение дает возможность пренебречь членом 𝑅𝑒𝑠(𝑢):

1

𝑘2
𝑔(𝛿2 + (𝑘𝛥𝑧)

2
ℎ)𝑢 ≈ 1

𝑘2
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ ℎ𝑢.

Теперь можно записать следующее приближенное выражение:

exp

(︃
𝑖𝑘𝛥𝑥

(︃√︂
1 +

1

𝑘2
𝑔(𝛿2 + (𝑘𝛥𝑧)

2
ℎ) − 1

)︃)︃
𝑢 = exp

(︃
𝑖𝑘𝛥𝑥

(︃√︂
1 +

1

𝑘2
𝜕2

𝜕𝑧2
+ ℎ+

1

𝑘2
𝑅𝑒𝑠− 1

)︃)︃
𝑢 ≈

exp

(︃
𝑖𝑘𝛥𝑥

(︃√︂
1 +

1

𝑘2
𝜕2

𝜕𝑧2
+ ℎ− 1

)︃)︃
𝑢.

Далее, пользуясь аппроксимацией (8) с новыми коэффициентами 𝑎′𝑙 и 𝑏
′
𝑙, можно записать следующую

аппроксимацию оператора распространения, учитывающую неоднородность коэффициента преломления:

exp

(︃
𝑖𝑘𝛥𝑥

(︃√︂
1 +

1

𝑘2
𝑔(𝜉) − 1

)︃)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜉=𝛿2+(𝑘𝛥𝑧)2ℎ

𝑢 ≈
𝑝∏︁

𝑙=1

1 + 𝑎′𝑙𝜉

1 + 𝑏′𝑙𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜉=𝛿2+(𝑘𝛥𝑧)2ℎ

𝑢. (9)

В итоге приходим к следующей схеме, которая эквивалентна схеме второго порядка за исключением
коэффициентов 𝑎′𝑙 и 𝑏

′
𝑙:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

(︁
1 + 𝑏′1

(︁
𝛿2 + (𝑘𝛥𝑧)

2
ℎ
)︁)︁

𝑣𝑛 =
(︁

1 + 𝑎′1

(︁
𝛿2 + (𝑘𝛥𝑧)

2
ℎ
)︁)︁

𝑢𝑛−1,(︁
1 + 𝑏′𝑙

(︁
𝛿2 + (𝑘𝛥𝑧)

2
ℎ
)︁)︁

𝑣𝑛𝑙 =
(︁

1 + 𝑎′𝑙

(︁
𝛿2 + (𝑘𝛥𝑧)

2
ℎ
)︁)︁

𝑣𝑛𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . , 𝑝− 1.(︁
1 + 𝑏′𝑝

(︁
𝛿2 + (𝑘𝛥𝑧)

2
ℎ
)︁)︁

𝑢𝑛 =
(︁

1 + 𝑎′𝑝

(︁
𝛿2 + (𝑘𝛥𝑧)

2
ℎ
)︁)︁

𝑣𝑛𝑝−1,

(10)

Отметим, что вычислительная сложность данной схемы равна сложности схемы второго порядка.
Разница состоит лишь в коэффициентах аппроксимации Паде. В аппроксимацию (9) одновременно вхо-
дят оператор дифференцирования по поперечной координате, оператор квадратного корня и оператор
интегрирования по продольной координате. Таким образом, одна аппроксимация отвечает одновременно
за три параметра численной схемы: величину шагов сетки по продольной и поперечной координатам и
максимальный угол распространения.

Идея совместного использования аппроксимации Паде для дискретизации по продольной и попереч-
ной координатам высказывалась в работах [19, 38]. Однако ранее она ограничивалась случаем однородной
среды. В данной работе показано, что в случае, когда коэффициент преломления достаточно мал, можно
обобщить данную идею на случай неоднородной среды без дополнительных вычислительных затрат. Ма-
лый коэффициент преломления как раз возникает в задачах тропосферного распространения. Ясно, что
такая схема неприменима в случае сильных пространственных изменений показателя преломления, кото-
рые возникают, например, при моделировании границы вода–грунт в гидроакустике. Отметим также, что
методы повышения точности конечно-разностной схемы Кранка–Николсон путем выбора оптимальных
коэффициентов в задаче тропосферного распространения предлагались в работе [30].

Для учета прозрачного условия на верхней границе расчетной области используется дискретное
нелокальное ГУ [39]. Рекомендуется использовать аппроксимации Паде порядка [𝑝 − 1/𝑝] или [𝑝 − 2/𝑝]

[2, 31].
5. Результаты численного моделирования. Далее приводятся результаты сравнительного ана-

лиза предложенной схемы с двумя независимыми альтернативными методами: методом расщепления Фу-
рье и методом геометрической теории дифракции (ГТД) [42]. Использовалась реализация метода рас-
щепления Фурье из программы PETOOL [43] и реализация метода ГТД из программы GO+UTD [44].
Предложенная схема реализована в виде программной библиотеки на языке Python 3 и свободно доступ-
на по ссылке [45].

Далее во всех примерах частота излучения равна 3 ГГц, что соответствует длине волны 𝜆 = 0.1 м.
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Таблица 1

Вычислительные параметры численных методов.
Падение гауссова пучка на идеально проводящую поверхность

Метод ∆𝑥, 𝜆 ∆𝑧, 𝜆 𝜃𝑚𝑎𝑥,
∘ время, с

Паде-[10/11] по 𝑥 и 𝑧 (предложенный метод) 100 2 10 0.46
Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧 100 2 3.7 0.46
Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧 100 1 8.1 0.93
Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧 100 0.5 9.4 1.84
Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧 100 0.25 10 3.71
Паде-[1/1] (метод Кранка–Николсон) 2.5 0.25 9.8 45.1
Метод расщепления Фурье 100 2 10 3.4
Метод расщепления Фурье 100 4 4 3.2

5.1. Падение гауссова пучка на ровную поверхность. В первом примере будет показано, как
угол распространения влияет на густоту требуемой расчетной сетки. Рассмотрим падение гауссова пуч-
ка горизонтальной поляризации под углом 10∘ на идеально проводящую поверхность. Тот факт, что эта
задача имеет аналитическое решение, позволяет легко оценить надежность получаемых результатов. Из-
лучатель расположен на высоте 150 м. На рис. 1 показано двумерное распределение амплитуды поля,
полученное при помощи рассматриваемых численных методов с различными параметрами расчетной сет-
ки. В табл. 1 сравнивается время, затраченное на получение каждого результата, а также максимально
допустимый угол распространения 𝜃𝑚𝑎𝑥 при выбранных параметрах. Далее во всех примерах использу-
ется аппроксимация Паде оператора распространения порядка [10/11]. Видно, что для получения кор-
ректного результата предложенным методом достаточно использовать шаг сетки по поперечной коорди-
нате ∆𝑧 = 2𝜆. При этом схема второго порядка с аналогичными параметрами расчетной сетки способна
обеспечить максимальный угол распространения 𝜃𝑚𝑎𝑥 равный лишь 3.7∘. Для достижения целевого угла
𝜃𝑚𝑎𝑥 = 10∘ схемой второго порядка потребовалось использовать значительно более густую сетку по 𝑧,
что увеличило время расчетов в 8 раз по сравнению с предложенной схемой. Схема Кранка–Николсон
и вовсе не позволила достичь целевого угла распространения. Даже для достижения угла распростра-
нения 𝜃𝑚𝑎𝑥 = 9.8∘ методом Кранка–Николсон потребовалось почти в 100 раз больше времени, чем при
использовании предложенного метода.

Время работы метода расщепления Фурье не зависит линейным образом от числа узлов сетки, что
должно было бы следовать из его асимптотики (𝑂 (𝑛𝑥𝑛𝑧 log2 𝑛𝑧), где 𝑛𝑥 и 𝑛𝑧 — число узлов сетки по 𝑥 и
𝑧 соответственно). По всей видимости, это связано с особенностями реализации быстрого преобразования
Фурье и необходимостью округления до ближайшей степени двойки. Кроме того, на производительность
метода расщепления Фурье негативным образом сказывается необходимость введения искусственного по-
глощающего слоя на верхней границе расчетной области.

5.2. Дифракция на клине. В следующем примере рассмотрим поведение поля в дифракционной
зоне за препятствием. Клин с наклоном 10∘ расположен на расстоянии 3 км от источника излучения.
Сравнение численных результатов, полученных различными методами, изображено на рис. 2. В целом
метод ГТД и конечно-разностное ПУ дают одинаковые результаты как в освещенной области, так и в ди-
фракционной зоне за препятствием. Исключением является место пересечения освещенной зоны и зоны
тени на высоте 150 м, что можно объяснить особенностями метода ГТД и его реализации. Как и в прошлом
примере, предложенный метод позволяет использовать в 8 раз более разреженную сетку, чем метод вто-
рого порядка. Использование более разреженной сетки в методе второго порядка точности не позволяет
корректно учитывать поле в зоне тени (рис. 2 г). В рамках метода ПУ использовалась кусочно-постоянная
аппроксимация клина. Метод ГТД учитывает кусочно-линейные структуры непосредственно.

5.3. Распространение в тропосферном волноводе. В следующем примере рассматривается рас-
пространение радиоволн на сверхдальние расстояния в трилинейном приподнятом тропосферном волно-
воде. Цель данного примера — показать, что несмотря на сделанные ранее допущения, предложенная
схема может корректно учитывать неоднородности коэффициента преломления тропосферы. Профиль
коэффициента преломления тропосферы для рассматриваемого волновода изображен на рис. 3. Легко
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Рис. 1. Падение гауссова пучка на идеально проводящую поверхность. Пространственное
распределение амплитуды поля 10 lg |𝜓(𝑥, 𝑧)|, полученное методом: a) ГТД; б) Паде-[10/11] по 𝑥 и 𝑧

(предложенный метод), Δ𝑥 = 100𝜆, Δ𝑧 = 2.0𝜆; в) Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧, Δ𝑥 = 100𝜆,
Δ𝑧 = 0.25𝜆; г) Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧, Δ𝑥 = 100𝜆, Δ𝑧 = 0.5𝜆; д) Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧,

Δ𝑥 = 100𝜆, Δ𝑧 = 1.0𝜆; е) Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧, Δ𝑥 = 100𝜆, Δ𝑧 = 2.0𝜆; ж) расщепления
Фурье, Δ𝑥 = 100𝜆, Δ𝑧 = 4.0𝜆; з) расщепления Фурье, Δ𝑥 = 100𝜆, Δ𝑧 = 2.0𝜆
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Рис. 2. Дифракция на клине. Пространственное распределение амплитуды поля 10 lg |𝜓(𝑥, 𝑧)|, полученное
методом: a) ГТД; б) Паде-[10/11] по 𝑥 и 𝑧 (предложенный метод), Δ𝑥 = 100𝜆, Δ𝑧 = 2.0𝜆; в) Паде-[10/11],

2-й порядок по 𝑧, Δ𝑥 = 100𝜆, Δ𝑧 = 0.25𝜆; г) Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧, Δ𝑥 = 100𝜆, Δ𝑧 = 2.0𝜆

заметить, что функция 𝑚2(𝑥, 𝑧) для такого профиля будет весьма незначительно отличаться от единицы.
Остальные типовые профили коэффициента преломления тропосферы, например волновод испарения и
поверхностный волновод [2], имеют такой же порядок пространственных вариаций.
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Рис. 3. 𝑀 -профиль коэффициента
преломления тропосферы для

приподнятого волновода

Поверхность Земли в данном примере является гладкой.
Источник, как и ранее, расположен на высоте 150 м и излучает
гармонический сигнал на частоте 3 ГГц. Результаты моделиро-
вания приведены на рис. 4 и 5. Тот факт, что в распространении
на дальние расстояния участвуют волны с углом распростра-
нения, не превышающим 1∘, позволяет использовать в данном
примере более разреженную сетку (∆𝑧 = 1000𝜆, ∆𝑧 = 0.5𝜆).
Хорошо видно, что предложенный метод, конечно-разностный
метод второго порядка точности и метод расщепления Фурье
дают практически неотличимые результаты. Таким образом,
сделанное в разделе 4 предположение о достаточной малости
коэффициента преломления тропосферы получило практиче-
ское подтверждение. Вместе с тем, даже такие малые флукту-
ации показателя преломления способны значительно изменить
характер распространения волн на дальние расстояния [46].

5.4. Дифракция на клине, расположенном в вол-
новоде. В последнем примере рассмотрим более сложный и
интересный с практической точки зрения случай одновременного наличия неоднородностей показателя
преломления и препятствий. Для этого в среду из предыдущего примера поместим три клина на расстоя-
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Рис. 4. Распространение в трилинейном приподнятом тропосферном волноводе. Пространственное
распределение амплитуды поля 10 lg |𝜓(𝑥, 𝑧)|, полученное методом: а) Паде-[10/11] по 𝑥 и 𝑧 (предложенный

метод), Δ𝑥 = 1000𝜆, Δ𝑧 = 0.5𝜆; б) Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧, Δ𝑥 = 1000𝜆, Δ𝑧 = 0.5𝜆

Аппроксимация Паде-[10/11] по x и z (предложенный метод): Δ𝑥 = 1000𝜆, Δ𝑧 = 0.5𝜆

Аппроксимация Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧: Δ𝑥 = 1000𝜆, Δ𝑧 = 0.5𝜆

Метод расщепления Фурье: Δ𝑥 = 1000𝜆, Δ𝑧 = 0.5𝜆
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Рис. 5. Распределение амплитуды поля 10 lg |𝜓(𝑥, 𝑧)| в трилинейном приподнятом
тропосферном волноводе на расстоянии от источника: а) 72.5 км; б) 100 км

ниях 50, 70 и 90 км от источника. Высоты клиньев равны соответственно 50, 100 и 150 м. Наклон всех трех
клиньев равен 5∘. Размеры расчетной сетки подобраны исходя из максимального угла распространения
𝜃𝑚𝑎𝑥 = 5∘. Результаты моделирования показаны на рис. 6 и 7. Предложенный метод в данном случае
позволяет использовать в 6 раз более разреженную сетку по 𝑧, чем схема второго порядка.

5.5. Некоторые особенности программной реализации. Представленные выше результаты чис-
ленного моделирования выполнены при помощи разработанной автором программной библиотеки на язы-
ке Python 3. Исходный код данной библиотеки свободно доступен по адресу [45]. Для вычисления коэф-
фициентов аппроксимации Паде (9) использовалась библиотека расчетов в длинной арифметике mpmath
[47]. Использовалась точность в 63 десятичных знака. Это позволило без проблем рассчитывать аппрок-
симации Паде порядка [10/11].

Для ускорения типовых вычислений, таких как решение трехдиагональной системы линейных урав-
нений, использовался статически типизированный язык Cython [48].
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Рис. 6. Дифракция на неоднородностях, расположенных в волноводе. Пространственное распределение
амплитуды поля 10 lg |𝜓(𝑥, 𝑧)|, полученное методом: а) Паде-[10/11] по 𝑥 и 𝑧 (предложенный метод),
Δ𝑥 = 500𝜆, Δ𝑧 = 3.0𝜆; б) Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧, Δ𝑥 = 500𝜆, Δ𝑧 = 0.5𝜆; в) Паде-[10/11], 2-й

порядок по 𝑧, Δ𝑥 = 100𝜆, Δ𝑧 = 3.0𝜆; г) расщепления Фурье Δ𝑥 = 500𝜆, Δ𝑧 = 3𝜆

Аппроксимация Паде-[10/11] по x и z (предложенный метод): Δ𝑥 = 500𝜆, Δ𝑧 = 3𝜆

Аппроксимация Паде-[10/11], 2-й порядок по 𝑧: Δ𝑥 = 500𝜆, Δ𝑧 = 3𝜆
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Рис. 7. Дифракция на неоднородностях, расположенных в волноводе. Распределение
амплитуды поля 10 lg |𝜓(𝑥, 𝑧)| на расстоянии от источника: а) 72.5 км; б) 100 км
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6. Заключение. Без сомнения, приведенные в разделе 4 выкладки нельзя считать строгими и они
требуют дальнейшего математического анализа. Тем не менее, продемонстрированные результаты чис-
ленного моделирования и сравнение с другими методами говорят в пользу адекватности и надежности
предложенной схемы. Предложенная схема позволяет использовать значительно более разреженную рас-
четную сетку, что положительно сказывается на скорости расчетов. Вместе с тем, предложенная схема
отличается от схемы второго порядка лишь коэффициентами, и, таким образом, не приводит к услож-
нению ее программной реализации. Предложенный метод практически не уступает методу расщепления
Фурье в производительности и, при этом, не имеет проблем, связанных с моделированием верхнего и
нижнего граничных условий.
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Abstract: This paper is devoted to the numerical simulation of electromagnetic wave propagation in
an inhomogeneous troposphere. The study is based on the wide-angle generalizations of the parabolic wave
equation. The finite-difference Padé approximation is used to approximate the propagation operator. It is im-
portant that, within the proposed approach, the Padé approximation is carried out simultaneously along with
the longitudinal and transverse coordinates. At the same time, the proposed approach gives an opportunity to
model an arbitrary tropospheric refractive index. The method does not impose restrictions on the maximum
propagation angle. The comparison with the split-step Fourier method and the geometric theory of diffraction
is discussed. The advantages of the proposed approach are shown.

Keywords: Helmholtz equation, parabolic equation, radio wave propagation, Padé approximation.
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