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ЧИСЛЕННАЯ ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ ШЕРОХОВАТЫХ ГРАНИЦ

НА УПРУГИЕ ПАРАМЕТРЫ СЛОИСТОЙ СРЕДЫ

Т.С. Хачкова1, В. В. Лисица2, Д.Р. Колюхин3, Г. В. Решетова4

Представлено численное исследование влияния шероховатости границ раздела в слоистой сре-
де на эффективные упругие свойства тонкослоистой среды. Предложен алгоритм построения
статистически эквивалентных моделей слоистых сред двух различных типов. Первый тип вклю-
чает в себя модели с постоянными упругими параметрами, но с шероховатой границей раздела.
Второй тип состоит из моделей с плоскими границами раздела, но с параметрами, задаваемы-
ми случайными величинами. При этом распределение упругих параметров в моделях второго
типа (средние значения и ковариационная матрица) однозначно определяется шероховатостью
границ раздела (длина корреляции и стандартное отклонение) в моделях первого типа.
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1. Введение. Построение континуальных математических моделей физических процессов всегда ос-
новано на рассмотрении репрезентативного объема, в котором изменение рассматриваемых физических
параметров предполагается пренебрежимо малым, т.е. объем может рассматриваться однородным. Связи
между физическими параметрами на микромасштабе заменяются уравнениями состояния, связывающи-
ми макроскопические величины. При этом для установления таких связей используются либо данные
лабораторных экспериментов, либо на основе решения коэффициентной задачи — решение задачи на
микроуровне с последующим переходом на больший масштаб (в англоязычной литературе upscaling), или
осреднение. При этом на разных масштабах могут рассматриваться принципиально разные математи-
ческие модели, например для оценки проницаемости пористой среды (коэффициента в уравнении Дар-
си) необходимо моделировать флюидопоток в поровом пространстве с использованием уравнений Навье–
Стокса или Стокса в зависимости от постановки задачи [2, 3, 12, 22]. Для оценки частотно-зависимого
тензора упругих модулей в вязкоупругой среде [4] необходимо проведение моделирования волновых про-
цессов в трещиновато-пористых средах [5, 6, 29], описываемых уравнением Био [15, 16]. Примером за-
дач, в которых на микро- и макромасштабе используются одинаковые математические модели, являются
“осреднения” или гомогенизация моделей среды. Например, горная порода в масштабе сантиметров мо-
жет рассматриваться как идеально упругое тело, которое, однако, чрезвычайно неоднородно. При этом
характерный масштаб исследуемых сейсмических процессов — от десятков метров в сейсморазведке до
десятков километров в сейсмологии, что определяется характерной длиной волны. При этом на столь
мелких неоднородностях не возникает значимого рассеяния [8], и среда может рассматриваться как од-
нородная идеально упругая, но со сложной анизотропией. Для построения гомогенизаций для упругих
сред могут использоваться как аналитические методы [13, 17, 38] для относительно простых сред (перио-
дические структуры), так и численные методы, основанные на решении набора задач статической теории
упругости [7, 12, 35–37].

Аналитические методы гомогенизации, особенно для слоистых сред, получили широкое распростране-
ние в разведочной сейсмике, поскольку в строении земной коры при отсутствии тектонических нарушений
преимущественно прослеживается слабая изменчивость параметров среды в горизонтальных направле-
ниях по сравнению с вертикальным. Поэтому одной из наиболее применимых моделей в сейсморазведке
является модель вертикальной трансверсально-изотропной среды как результат осреднения слоистой мо-
дели с изотропными слоями. Однако эти модели получаются в предположении, что границы раздела слоев
плоские, которое далеко не всегда выполняется. Наличие неровностей на границах раздела приводит к
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погрешности в определении параметров эффективных моделей, что, в свою очередь, может влиять на
качество обработки и интерпретации сейсмических данных. В нашей работе приводится численное иссле-
дование влияния шероховатости границ раздела слоев на эффективные упругие параметры осредненной
модели. Более того, предлагается алгоритм, который позволяет по заданным параметрам шероховатости
восстанавливать модели с плоскими границами слоев, но допускающие флуктуации упругих параметров
в слое, такие, чтобы эффективные параметры для исходной и восстановленной модели совпадали. Уста-
новление связи между шероховатостью границ, которая всегда находится вне разрешающей способности
сейсмических методов, и неопределенностями в эффективной модели позволит существенно повысить
достоверность интерпретации сейсмических данных.

Результаты работы актуальны также при построении моделей блочных сред, в которых определяю-
щим фактором являются реология и свойства материала прослоек между блоками [1, 9, 34], и в методе
дискретных элементов [20, 28], используемом для моделирования процессов разрушения, включая фор-
мирование геологических разломов [10, 23, 24, 26, 27] и разрушение образцов горных пород [14, 30, 39]. В
этом методе основополагающими соотношениями являются взаимодействия между элементами, которые
в задачах разрушения образцов породы напрямую зависят от шероховатости зерен и свойств цементиру-
ющего материала. Поэтому учет неопределенностей, связанных с шероховатостью зерен, в таких моделях
позволит повысить точность моделирования.

2. Постановка задачи осреднения упругих модулей. Для оценки упругих модулей горной по-
роды методами вычислительной физики рассматривается ее сегментированное микротомографическое
изображение [11, 25], т.е. сеточная модель, определенная на регулярной прямоугольной сетке. Далее, в
зависимости от решаемой задачи, в каждой ячейке сетки определяются физические параметры, характер-
ные для того минерала, который идентифицирован в этой ячейке сетки методами сегментации изображе-
ний [25]. В рамках нашей работы интерес представляют упругие модули породы, т.е. тензор жесткости C,
определяющий связь напряжений и деформаций. Именно эти параметры, определенные в каждой точ-
ке сетки, являются входными, а усредненные упругие модули, соответствующие однородному материалу,
который аналогично реагирует на внешние нагрузки, — искомые параметры.

Пусть в области Ω = [0, X1]× [0, X3] задана система уравнений упругости в статической постановке:
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с граничными условиями на деформации:
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(2)

В этих обозначениях u1 и u3 — компоненты вектора смещений, Cij — компоненты тензора жесткости, за-
висящие от пространственных координат. В данной работе рассматриваются только модели с ортотропной
симметрией среды, для которых тензор жесткости имеет следующий вид:

C =



C11 C13 0

C13 C33 0

0 0 C55


 .

При этом будем придерживаться обозначений C = C(x1, x3), а усредненный тензор C̃ — не зависит от
пространственных координат.

В результате можно сформулировать задачу осреднения тензора упругих модулей.

Задача 1. Построить тензор C̃, такой, чтобы для решений задачи (1), (2) с исходным тензо-

ром C(x1, x3) и с осредненным тензором C̃ потенциальные энергии деформаций совпадали для любых
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граничных условий вида (2), т.е.

E =
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; для ε̃ формулы аналогичны.

Для решения этой задачи используется численный метод, описанный в [7], в котором решение задачи
(1), (2) с переменными значениями тензора жесткости вычисляется для трех наборов граничных условий, а
решение задачи с постоянным тензором жесткости для тех же граничных условий строится аналитически.
После чего из условия равенства потенциальных энергий деформации вычисляются осредненные значения
тензора жесткости [7].

3. Построение упругих модулей для прослоек с ровными границами. Задачей, решаемой в
данном разделе, является отображение неопределенности геометрии модели в неопределенность значений
компонент тензора жесткости при фиксированной геометрии модели. Поэтому необходимо рассмотреть
две постановки задач:

— задачи с “шероховатыми” границами, когда Ĉ = Ĉ(x1, x3) определяется по правилу

Ĉ =





C b x3 < bu(x1),

Ĉ l bu(x1) 6 x3 6 bd(x1),

C b x3 > bd(x1),

(3)

где C b и Ĉ l — тензоры упругих модулей внешних и внутреннего слоев модели соответственно, а
границы bd(x1) и bu(x1) заданы случайными функциями:

bd(x1) =< bd > +b′d(x), bu(x1) =< bu + b′u(x).

Здесь предполагается, что средние значения < bu > и < bd > постоянны, т.е. можно ввести среднюю
толщину слоя L =< bd > − < bu > и относительную среднюю толщину l = L/X3. Возмущения b′u
и b′d — случайные функции с гауссовским распределением с нулевым средним и функцией кова-
риации Q(r), где r — расстояние вдоль интерфейса. В нашей работе рассматривается гауссовское
распределение, для которогоQ(r) определяется стандартным отклонением σ и длиной корреляции I:

Q(r) = σ2 exp

(
−πI

2r2

4

)
.

Реализации случайных функций b′u и b′d моделируются методом, представленным в [33];

— задачи со случайными значениями тензора жесткости, когда C(x1, x3) определяется, как

C =





C b x3 << bu >,

C l < bu >6 x3 6< bd >,

C b x3 >< bd >,

(4)

где C l =
〈
C l
〉
+
(
Ĉ l
)′

, а
(
Ĉ l
)′

— случайная тензорная функция с заданной ковариационной мат-

рицей.

При этом основной задачей, решаемой в этом разделе, является следующая.

Задача 2. Для заданной модели среды с шероховатыми границами между слоями (3) построить

тензор упругих модулей C l для модели с ровными границами (4), такой, чтобы потенциальные энергии

деформации для решений задачи (1), (2) для моделей (3) и (4) совпадали:

E =

∫

Ω

(
Ĉε̂, ε̂

)
=

∫

Ω

(Cε, ε) ,
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где переменные c крышками соответствуют постановке с шероховатыми границами, а без крышек —

постановке с ровными границами.

Для решения этой задачи используются как численные, так и аналитические методы осреднения тен-
зора упругих модулей. На первом этапе решается задача численного построения компонент эффективного
тензора жесткости для модели среды с шероховатыми границами, т.е. задача 1, описанная в разделе 2. На
втором этапе решается обратная задача — по заданному эффективному тензору, тензору упругих модулей
для внешнего материала и относительной толщине прослойки двухслойной среды с ровными границами
восстановить тензор упругих модулей для внутреннего материала, т.е. материала прослойки, такой, чтобы
эффективный тензор жесткости полученной двухслойной модели совпадал с исходным тензором. Решение
второй задачи может быть получено на основе аналитических методов осреднения.

3.1. Осреднение тензора упругих модулей для слоистой среды. В приложении к задачам
сейсмики осреднение тензора упругих модулей для слоистой идеально упругой среды было предложено
в работах [13, 38], а позднее обобщено на случай вязкоупругих [42] и пороупругих сред [21]. Позднее
этот подход был численно верифицирован [18, 19], а также использован для модификации коэффици-
ентов конечно-разностных схем при моделировании сейсмических волновых полей в неоднородных сре-
дах [31, 41]. Ниже мы приводим основные соотношения, используемые для построения осреднения.

Рассматривается закон Гука, записанный в матричной форме:


σT

σN


 =




σ11

σ33
σ13


 =



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c13 c33 c35
c15 c35 c55







ε11

ε33
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
 ==


 CTT CTN

CNT CNN




 εT

εN


 ,

здесь индексы T и N обозначают касательные и нормальные компоненты тензора напряжений и дефор-
мации. Пусть для определенности рассматривается горизонтально-слоистая среда, тогда σN = (σ33, σ13)

T

и σT = σ33. После чего предполагается, что компоненты σT и εN терпят разрывы на интерфейсах, и
уравнения разрешаются относительно этих компонент:

εN =C−1

NNσN − C−1

NNCNT εT ,

σT =
(
CTT − CTNC

−1

NNCNT

)
εT + CTNC

−1

NNσN .

Проводя осреднение по объему и используя теорему о среднем, получим

< εN >=
〈
C−1

NN

〉
σN −

〈
C−1

NNCNT

〉
εT ,

< σT > =
(
< CTT > −

〈
CTNC
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NNCNT

〉)
εT +

〈
CTNC

−1

NN

〉
σN .

где обозначение <> используется для осреднения по периоду

< f > (x) =
1

l

l/2∫

−l/2

f(x+ ξ) dξ. (5)

Используя полученные осреднения, можно восстановить закон Гука для эффективной среды:


 < σT >
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 =
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C̃NT C̃NN
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〉
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TN ,

C̃TT = C̃TN C̃
−1

NN C̃NT+ < CTT > −
〈
CTNC

−1

NNCNT

〉
.

(6)

3.2. Восстановление тензора жесткости для одной прослойки. Полученные выше формулы
обратимы в предположении, что исходная модель состоит из двух материалов с удельными толщинами α
и 1− α. В этом случае формула осреднения (5) упрощается < f > (x) = αf1 + (1− α)f2, а в предположе-

нии, что эффективный тензор жесткости C̃ и тензор упругих модулей для внешних слоев C b известны,
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получим:
(
C l

NN

)−1
= α−1C̃−1

NN −
(
α−1 − 1

) (
C b

NN

)−1
,

C l
NT = α−1C l

NN C̃
−1

NN C̃NT −
(
α−1 − 1

)
C l

NN

(
C b

NN

)−1
C b

NT ,

C l
TT =C l

TN

(
C l

NN

)−1
C l

NT + α−1

[
C̃TT − C̃TN C̃

−1

NN C̃NT

]
−

−
(
α−1 − 1

)[
C b

TT − C b
TN

(
C b

NN

)−1
C b

NT

]
,

(7)

где C l — искомый тензор упругих модулей для внутренней прослойки.
4. Оценка распределений для компонент тензора жесткости материала прослоек. В этом

разделе приводятся численные эксперименты для построения оценок функций распределения компонент
тензора жесткости для материала прослоек. В качестве исходных рассматривались модели, определяе-
мые уравнениями (3). Средняя толщина прослойки обозначается L, общий размер модели составлял 5L
в направлении, нормальном к слою, и 20L в касательном направлении. В статистических моделях ше-
роховатости рассматривались следующие значения длины корреляции I ∈ {0.1L, 0.2L, 0.4L, 0.8L, 1.6L} и
стандартного нормального отклонения ϕ ∈ {0.03L, 0.05L, 0.1L, 0.2L}, которые использовались для моде-
лирования шероховатых границ bu(x1) и bd(x1) между слоями, причем генерировались они независимо.
Шаг дискретизации модели выбирался равным по обоим пространственным направлениям и равнялся
h = L/100. Таким образом, дискретизация вычислительной области — 2000 точек вдоль и 500 точек
поперек слоев. Выполнены 96 реализаций модели, при этом границы bu(x1) и bd(x1) генерировались неза-
висимо.

Наряду с геометрией границ варьировались и параметры материала, заполняющего внутренние про-
слойки. При этом материалы, как внутреннего слоя, так и внешних, предполагались изотропными, т.е.
определенными двумя компонентами c11 и c55 либо же значением c55 и отношением c11/c55, поскольку
для таких сред c33 = c11 и c13 = c11 − 2c55. Для внутреннего слоя рассматривались следующие значения
ĉ l55 ∈ {6, 10.7, 16.8, 24.2, 33}ГП и ĉ l11/ĉ

l
55 ∈ {2.17, 2.64, 3.06, 3.51, 4}. Материал внешних слоев фиксировался,

предполагалось, что это зерна кварца с параметрами c b11 = 95.4 ГП и c b55 = 44 ГП.
Для идентификации статистической модели мы будем использовать набор из четырех параметров[

Ii, ϕj ,
(
ĉ l55
)
n
,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m

]
. Поскольку каждый параметр в четверке принимает пять различных значений,

кроме ϕ, который принимает четыре значения, то всего мы оперировали 500 статистическими моделями.
Для всех моделей, определенных фиксированной четверкой, генерировалось по 96 случайных реализаций,
для каждой из которых численно решалась задача оценки эффективного тензора жесткости и восста-
новления тензора жесткости C l для прослойки с ровными границами из постановки (4). В итоге было
восстановлено по 96 реализаций тензора жесткости C l для каждой из 500 статистических моделей.

4.1. Средние значения. Первая характеристика полученных тензоров, которую мы исследуем, —
это покомпонентное среднее значение, рассчитанное по ансамблю реализаций для каждой статистической
модели. Поскольку средняя толщина слоя в исходных моделях (3) фиксирована и мы сохраняем ту же
толщину для моделей (4), то ожидается, что средние значения восстановленных тензоров < C l > совпадут

с исходными тензорами Ĉ l из (3). Рассчитав средние значения компонент тензоров и их доверительные
интервалы, мы оценили относительную погрешность между полученным средним значением и тензором,
который соответствует исходной модели, используя фробениусову норму, т.е.

ǫ

([
Ii, ϕj ,

(
ĉ l55
)
n
,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m

])
=

∥∥∥
〈
C l
〉
− Ĉ l

∥∥∥
∥∥∥Ĉ l

∥∥∥
, где

∥∥∥Ĉ l
∥∥∥ =

√√√√
3∑

k,p∈{1,3}

(
ĉ lkp
)2
.

После этого мы сравнили полученные относительные разности с относительными нормами доверительных
интервалов:

V

([
Ii, ϕj ,

(
ĉ l55
)
n
,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m

])
=

‖Q‖∥∥∥Ĉ l
∥∥∥
=

√√√√
3∑

k,p∈{1,3}

q2kp

∥∥∥Ĉ l
∥∥∥

, (8)

где qkp = tα,N−1

S√
N

— половина длины доверительного интервала для компоненты c lkp восстановленного
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тензора жесткости:

〈
c lkp
〉
± tα,N−1

S√
N
, S2 =

N∑

i=1

((
c lkp
)
i
−
〈
c lkp
〉)2

N − 1
. (9)

Здесь
〈
c lkp

〉
— среднее значение по набору, S — дисперсия, а N — количество реализаций в ансамбле;

значение tα,N−1 находится из функции распределении Стьюдента F с N−1 степенью свободы для уровня

значимости α как tα,N−1 = F−1

N−1

(
1− α

2

)
. Здесь и далее уровень значимости выбирается как α = 0.05.
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Рис. 1. Желтые линии — это совпадение восстановленных средних и исходных тензоров упругих модулей,
сплошные линии — относительные нормы разности, пунктирные линии — относительные

нормы доверительных интервалов

На рис. 1 представлены относительные нормы разности и относительные нормы доверительных ин-

тервалов. Видно, что для всех статистических моделей
[
Ii, ϕj ,

(
ĉ l55
)
n
,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m

]
эта разность укладыва-

ется в доверительный интервал, т.е.

ǫ 6 V, ∀
[
Ii, ϕj ,

(
ĉ l55
)
n
,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m

]
;

это означает, что средние значения восстановленных тензоров внутреннего слоя в моделях с ровными
границами совпадают с исходными тензорами упругих модулей для этого слоя в моделях с шероховатыми
границами.

4.2. Проверка многомерной нормальности распределения компонент тензоров. Чтобы про-
верить, что компоненты восстановленных тензоров жесткости нормально распределены, в этой работе
используется тест Ройстона, предложенный в [32]. Численные расчеты выполняются с применением про-
граммного кода, разработанного в [40].

Тест Ройстона выполнялся для 500 статистических моделей
[
Ii, ϕj ,

(
ĉ l55
)
n
,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m

]
на регулярной

сетке и для 48 случайных комбинаций этих значений.
Полученные результаты не показали зависимости результатов этого статистического исследования

от значений параметров четверки. Более чем в 90% случаев тест Ройстона подтвердил многомерное нор-
мальное распределение тензорных компонент.

Многомерная нормальность отличается тем, что в этом случае распределение тензорных компонент
целиком определяется вектором средних значений и ковариационной матрицей.
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5. Статистическое моделирование тензоров упругих модулей для внутреннего слоя. В
предыдущем разделе описаны численные эксперименты, с помощью которых удалось восстановить упру-
гие модули для материала внутреннего слоя в моделях с ровными границами, которые статистически
эквивалентны моделям с шероховатыми границами. Значения используемых параметров I, ϕ, ĉ l55, ĉ

l
11/ĉ

l
55

задавались на регулярной сетке в четырехмерном параметрическом пространстве, от четырех до пяти то-
чек вдоль каждого параметрического направления. В этом разделе предлагается способ распространения
результатов на всю интересующую область (в параметрическом пространстве), дающий возможность по-
строения тензоров упругих модулей внутреннего слоя для произвольных значений указанных параметров,
для верификации которого в последующем используется набор из 48 случайных наборов параметров; для
этих параметров тоже, как и на регулярной сетке, были сгенерированы по 96 реализаций и выполнены
аналогичные расчеты.

5.1. Восстановление ковариационной матрицы. Чтобы распространить полученные результаты
на всю интересующую область, мы предлагаем использовать процедуру, подобную интерполяции, при-
менительно к ковариационным матрицам, построенным для каждого набора из 96 тензоров жесткости,
восстановленного в точках сетки. При этом ковариационные матрицы строились по компонентам тензоров
c l11, c

l
33, c

l
55, c

l
13. Такие матрицы симметричны и строго положительно определены. Поскольку их размер

в данном случае равен 4 × 4, то можно применить любой явный метод линейной алгебры. В частности,
мы предлагаем рассмотреть следующую процедуру интерполяции. Пусть Σ1 и Σ2 — две ковариационные
матрицы, тогда интерполяцию можно представить в следующем виде:

Σ(t) = exp
[
(1− t) ln(Σ1) + t ln(Σ2)

]
, (10)

где exp и ln — матричные функции, определенные как: f(Σ) = Uf(D)U∗, где f — это функция, U — матри-
ца собственных векторов, D — диагональная матрица с собственными значениями на главной диагонали
и U∗ — сопряженная к U . Матрица Σ — симметрична; таким образом, D — диагональна и вещественна, а
U — ортогональна. Более того, для любой аналитической функции f(Σ) симметрична. Положительность
интерполированной матрицы обеспечивается монотонностью функций логарифма и степени.

При использовании интерполяционной формулы (10) мы оперируем логарифмами ковариационных
матриц Ψ = ln(Σ). Сначала рассмотрим поэлементное представление матриц Ψ. Мы фиксируем три из
четырех параметров и исследуем компоненты Ψ как функции оставшегося параметра. На рис. 2 пред-
ставлены компоненты матрицы Ψ = ln(Σ) для ĉ l55 = 10.7 ГПа, ĉ l11/ĉ

l
55 = 2.64 и ϕ = 0.1 (левый график

на рис. 2) и для ĉ l55 = 24.23 ГПа, ĉ l11/ĉ
l
55 = 3.51 и ϕ = 0.05 (правый график на рис. 2). Аналогично,

графики зависимости компонент матрицы Ψ = ln(Σ) от STD (Standard Deviation) шероховатых границ
ϕ с фиксированными ĉ l55 = 10.7 ГПа, ĉ l11/c55 = 2.64 и I = 0.2 (левый график на рис. 3), и ĉ l55 = 24.23
ГПа, ĉ l11/ĉ

l
55 = 3.51 и I = 0.8 (правый график на рис. 3). Далее, графики компонент матрицы Ψ = ln(Σ)

в зависимости от значений ĉ l55 внутреннего слоя с фиксированными ĉ l11/ĉ
l
55 = 2.64, ϕ = 0.1 и I = 0.2

представлены на левом графике рис. 4, а для фиксированных ĉ l55 = 24.23 ГПа, ϕ = 0.05, I = 0.8 — на пра-
вом графике рис. 4. Наконец, мы приводим графики компонент Ψ = ln(Σ) в зависимости от соотношения
ĉ l11/ĉ

l
55 внутреннего слоя с фиксированными значениями ĉ l55 = 10.7 ГПа, ϕ = 0.1 и I = 0.2 (левый график

на рис. 5) и ĉ l55 = 24.23 ГПа, ϕ = 0.05 и I = 0.8 (правый график на рис. 5).
На графиках 2 и 3 видно, что коэффициенты матриц Ψ почти линейно зависят от ln(ϕ) и ln(I), в

то время как зависимость от физических параметров внутреннего слоя более сложная. Чтобы проверить
это предположение, мы вычислили покомпонентную линейную регрессию матриц независимо по каждому
параметру (при фиксированных значениях трех остальных) и оценили относительную ошибку регрессии.

Покомпонентная линейная регрессия матрицы-функции находится решением системы уравнений ме-
тодом наименьших квадратов:

A0yj +A1 = Ψ(yj),

где y — это параметр, вдоль которого выполняется линейная регрессия, а yj — его имеющиеся значения.
Матрицы A0 и A1 — коэффициенты регрессии, независимые от y. Поскольку задача переопределена, то
можно найти решение методом наименьших квадратов, которое минимизирует невязку:

∑

ij

∑

k

(
(A0)ijyk + (A1)ij − ψij(yk)

)2
=
∑

k

∥∥A0yk +A1 −Ψ(yk)
∥∥2
F
→ min,

где ‖ · ‖F — фробениусова норма ‖Ψ‖2F =
∑

ij

ψ2
ij .
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Рис. 2. Компоненты матрицы ln(Σ) в зависимости от длины корреляции I шероховатых границ для двух

фиксированных наборов значений ĉ l

55, ĉ
l

11/ĉ
l

55 и ϕ. Сплошные линии представляют компоненты матрицы,
пунктирные — линейную регрессию соответствующих компонент
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Рис. 3. Компоненты матрицы ln(Σ) в зависимости от стандартного отклонения ϕ шероховатых границ для

двух фиксированных наборов значений ĉ l

11/ĉ
l

55, ĉ
l

55 и I . Сплошные линии представляют компоненты
матрицы, пунктирные — линейную регрессию соответствующих компонент
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Рис. 4. Компоненты матрицы ln(Σ) в зависимости от значений ĉ l

55 внутреннего слоя для двух

фиксированных наборов значений ĉ l

11/ĉ
l

55, ϕ и I . Сплошные линии представляют компоненты матрицы,
пунктирные — линейную регрессию соответствующих компонент



вычислительные методы и программирование. 2020. Т. 21 233

0.6 0.8 1 1.2 1.4

log(C11/C55)

-20

-15

-10

-5

0

5

lo
g
(

)

C55=10.72, STD=0.1, I=0.2

11

12

13

14

22

23

24

33

34

44

0.6 0.8 1 1.2 1.4

log(C11/C55)

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

lo
g
(

)

C55=24.23, STD=0.05, I=0.8

11

12

13

14

22

23

24

33

34

44

Рис. 5. Компоненты матрицы ln(Σ) в зависимости от соотношения величин ĉ l

11/ĉ
l

55 внутреннего слоя для
двух фиксированных наборов значений ĉ l

55, ϕ и I . Сплошные линии представляют компоненты матрицы,
пунктирные — линейную регрессию соответствующих компонент
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Рис. 6. Относительные ошибки линейной регрессии по длине корреляции (слева) и по стандартному
отклонению (справа). Горизонтальная ось представляет номер эксперимента

0 100 200 300 400 500
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

R
e
l.
 e

rr
.

Error C55-regression

0 100 200 300 400 500
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

R
e
l.
 e

rr
.

Error C11/C55-regression

Рис. 7. Относительные ошибки линейной регрессии по параметрам ĉ l

55 и ĉ l
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Горизонтальная ось представляет номер эксперимента
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Для каждого фиксированного набора
((
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m
,
(
ĉ l55
)
n
, ϕj

)
мы выполнили линейную регрессию по

параметру I:

Ψ̂ijmn = Ψ̂
((
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m
,
(
ĉ l55
)
n
, ϕj , I

)
=

=A0

((
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m
,
(
ĉ l55
)
n
, ϕj

)
I +A1

((
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m
,
(
ĉ l55
)
n
, ϕj

)
,

затем вычислили ее значение в узлах сетки I = Ii и рассчитали относительные ошибки в этих точках:

Rijmn =
‖Ψ̂ijmn −Ψijmn‖F

‖Ψijmn‖F
,

где Ψijmn — имеющиеся матрицы ln(Σ) в узлах сетки параметрического пространства. Полученные отно-
сительные ошибки представлены на рис. 6. По горизонтальной оси — номер эксперимента, рассчитанный
по правилу

K = 100(n− 1) + 20(m− 1) + 5(j − 1) + i,

где n = 1, . . . , 5,m = 1, . . . , 5, j = 1, ...4 и i = 1, ...5, т.е. одномерное представление четырехмерного массива.
На рисунке видно, что относительные ошибки линейной регрессии по длине корреляции I не превышают
0.05.

Аналогичные процедуры были выполнены и для других параметров. На рис. 6 видно, что относитель-
ные ошибки регрессии по стандартному отклонению не превышают 0.03. В то же время относительные
ошибки регрессий по остальным параметрам ĉ l55 и ĉ l11/ĉ

l
55 значительно выше (достигают 0.35 и 0.3 соот-

ветственно), кроме того, они возрастают с увеличением этих параметров (pис. 7).
Представленный анализ показывает, что компоненты матриц Ψ = ln(Σ) являются линейными функ-

циями ln(I) и ln(φ). Можно вычислить билинейную регрессию; т.е. для каждой пары
((
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m
,
(
ĉ l55
)
n

)

мы можем найти аппроксимацию Ψ в следующем виде:

Ψ̃mn = Ψ̃
((
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m
,
(
ĉl55
)
n
, ϕ, I

)
= B11

mnϕI +B10
mnϕ+B01

mnI + B00
mn, (11)

где матрицы B11
mn,. . . ,B00

mn зависят от параметров
((
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m
,
(
ĉ l55
)
n

)
. Решение этой задачи тоже на-

ходится методом наименьших квадратов, а относительная ошибка оценивается представленным выше
способом. На рис. 8 видно, что относительная ошибка для билинейной регрессии не превышает 0,05. Сле-
довательно, компоненты логарифмов ковариационных матриц линейно зависят от ln(ϕ) и ln(I), а значит
их можно определить по четырем матрицам коэффициентов линейной аппроксимации B11

mn, . . . , B
00
mn. Од-

нако зависимость от физических параметров внутреннего слоя является более сложной, и восстановление
значений между ними требует другого подхода. Мы предлагаем использовать стандартную линейную
покомпонентную интерполяцию с использованием двух ближайших точек, т.е.

Ψ

(
ĉ l55,

ĉ l11
ĉ l55

)
= αnβmΨ

(
(
ĉ l55
)
n
,

(
ĉ l11
ĉ l55

)

m

)
+
(
1− αn

)(
1− βm

)
Ψ

(
(
ĉ l55
)
n+1

,

(
ĉ l11
ĉ l55

)

m+1

)
+

+ αn
(
1− βm

)
Ψ

(
(
ĉ l55
)
n
,

(
ĉ l11
ĉ l55

)

m+1

)
+
(
1− αn

)
βmΨ

(
(
ĉ l55
)
n+1

,

(
ĉ l11
ĉ l55

)

m

)
,

αn =

(
ĉ l55
)
n+1

− ĉ l55(
ĉ l55
)
n+1

−
(
ĉ l55
)
n

, βm =

(
ĉ l11
ĉ l55

)

m+1

− ĉ l11
ĉ l55(

ĉ l11
ĉ l55

)

m+1

−
(
ĉ l11
ĉ l55

)

m

,

(12)

где порядковые номера m и n параметров выбираются, как номера ближайших точек на сетке:

ĉ l55 ∈
[(
ĉ l55
)
n
,
(
ĉ l55
)
n+1

]
и ĉ l11/ĉ

l
55 ∈

[(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m
,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m+1

]
.

В итоге, алгоритм восстановления ковариационной матрицы в произвольной точке параметрического

пространства
[
Ĩ , ϕ̃, c̃55, c̃11/c̃55

]
выглядит следующим образом:

1. Вычисляются матричные логарифмы ковариационных матриц ln(Σijnm) для всех наборов парамет-
ров

[
Ii, ϕj ,

(
ĉ l55
)
n
,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m

]
.
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2. Вычисляется линейная регрессия ln(Σijnm) по длине корреляции ln(I) и стандартному отклоне-
нию ln(ϕ) для всех значений физических параметров

(
ĉ l55
)
n
,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m

, т.е. вычисляются матрицы

B00,B10, B01, B11 из формулы (11).

3. Находятся ближайшие значения физических параметров:
(
ĉ l55
)
n
,
(
ĉ l55
)
n+1

,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m

,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m+1

для формулы (12) и с помощью формулы билинейной регрессии (11) вычисляются четыре матрицы

Ψ
(
I, ϕ,

(
ĉ l55
)
n
,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m

)
, Ψ
(
I, ϕ,

(
ĉ l55
)
n+1

,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

)
m

)
и т.д.

4. Используется билинейная интерполяция (12), чтобы вычислить матрицу Ψ
(
I, ϕ,

(
ĉ l55
)
,
(
ĉ l11/ĉ

l
55

))
в

произвольно заданной точке.

5. Вычисляется ковариационная матрица Σ = exp(Ψ).

0 100 200 300 400 500
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

R
e
l.
 e

rr
.

Error I and SDT - regression

0 10 20 30 40 50

Exp. no.

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

R
e
l.
 e

rr
o
r

Рис. 8. Относительная ошибка линейной регрессии Рис. 9. Относительная ошибка восстановленных

по параметру ĉ l

11/ĉ
l

55. Горизонтальная ось ковариационных матриц Ψ для экспериментов со
представляет номер эксперимента случайным набором параметров. Горизонтальная

ось представляет номер эксперимента. Цвет
маркера соответствует величине ошибки

5.2. Верификация. Чтобы проверить алгоритм восстановления ковариационной матрицы, мы сге-
нерировали 48 наборов данных для случайных значений четырех параметров из непрерывной области
параметрического пространства. Каждый набор данных состоит из 96 реализаций шероховатой модели с
заданными параметрами, по которым восстановлены наборы тензоров жесткости для внутреннего слоя,
заполняющего ровные границы. Мы вычислили ковариационные матрицы для этих тензоров жесткости
и сравнили их с полученными алгоритмом, описанным выше. На рис. 9 показана относительная погреш-
ность восстановленных матриц Ψ по сравнению с полученными из численных экспериментов:

RN =

∥∥∥Ψ̂N −ΨN

∥∥∥
F

‖ΨN‖F
.

Во всех случаях относительная погрешность не превышает 0.1. Таким образом, алгоритм восстановления
ковариационной матрицы можно использовать для дальнейшего статистического моделирования значений
тензоров жесткости внутреннего слоя в моделях с ровными границами, но со случайным материалом во
внутреннем слое.

Кроме того, мы рассмотрели зависимость ошибки аппроксимации от значения входных параметров.
В частности, мы построили проекции всех 48 точек в четырехмерном пространстве на плоскости (I, ϕ)
и
(
ĉ l55, ĉ

l
11/ĉ

l
55

)
(рис. 10). Цвет маркеров соответствует значению ошибки. Как видно на рисунке, ошиб-

ка восстановления ковариационной матрицы не зависит от I и ϕ. Однако при рассмотрении проекций
на плоскость

(
ĉ l55, ĉ

l
11/ĉ

l
55

)
можно заметить возрастание относительной ошибки с увеличением значения

параметра ĉ l55. Это может быть вызвано уменьшением контраста между упругими модулями слоев исход-

ной модели Ĉ b и Ĉ l. Если они совпадут, то процедура восстановления матрицы жесткости будет точной
и независимой от шероховатости границ раздела, поэтому ковариационная матрица будет иметь ранг
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1, и приближение к ней будет строиться нелинейным методом для небольшого возмущения физических
параметров материала во внутреннем слое.
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Рис. 10. Относительная ошибка восстановленных ковариационных матриц Ψ для экспериментов со
случайным набором параметров. Цвет маркера соответствует величине ошибки

6. Заключение. В работе представлено численное исследование влияния шероховатости границ раз-
дела в слоистой среде на эффективные упругие свойства тонкослоистой среды. Также предложен алго-
ритм построения статистически эквивалентных моделей слоистых сред двух различных типов. Первый
тип включает в себя модели с постоянными упругими параметрами, но с шероховатой границей раз-
дела. Второй тип состоит из моделей с плоскими границами раздела, но с параметрами, задаваемыми
случайными величинами. При этом распределение упругих параметров в моделях второго типа (средние
значения и ковариационная матрица) однозначно определяется шероховатостью в границ раздела (длина
корреляции и стандартное отклонение) в моделях первого типа. В частности, показано, что логарифм
ковариационной матрицы линейно зависит от логарифмов длины корреляции и стандартного отклоне-
ния шероховатости, что позволяет проводить высокоточную интерполяцию ковариационной матрицы по
малому числу предварительно насчитанных экспериментов. В работе показано, что относительная ошиб-
ка такой интерполяции не превосходит 10%, что является приемлемой точностью при геостатистическом
моделировании.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты 18-05-00031, 18-01-00579, 19-01-00347)
и поддержана грантом Президента РФ для молодых ученых — докторов наук МД-20.2019.5. Расчеты
проводились на суперкомпьютере “Ломоносов” Московского государственного университета и кластере
НКС-30Т Сибирского суперкомпьютерного центра.
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Abstract: We discuss a numerical study of the interface roughness effect on elastic moduli of an upscaled
model of layered media. We propose a numerical algorithm to construct statistically equivalent models of two
different types. The first type includes the models with constant elastic moduli but with rough interfaces. The
second type consists of models with flat interfaces but with stochastic elastic moduli. It is shown that the
distribution of the elastic moduli for the models of the second type is uniquely determined by the interface
roughness in the models of the first type.

Keywords: geostatistical modeling, elasticity, numerical upscaling.

References

1. M. P. Varygina, M. A. Pokhabova, O. V. Sadovskaya, and V. M. Sadovskii, “Numerical Algorithms for
the Analysis of Elastic Waves in Block Media with Thin Interlayers,” Vychisl. Metody Programm. 12, 435–442
(2011).

2. R. V. Vasilyev, K. M. Gerke, M. V. Karsanina, and D. V. Korost, “Solution of the Stokes Equation
in Three-Dimensional Geometry by the Finite-Difference Method,” Mat. Model. 27 (6), 67–80 (2015) [Math.
Models Comput. Simul. 8 (1), 63–72 (2016)].

3. K. A. Gadylshina, T. S. Khachkova, and V. V. Lisitsa, “Numerical Modeling of Chemical Interaction
between a Fluid and Rocks,” Vychisl. Metody Programm. 20, 457–470 (2019).

4. R. M. Christensen, Theory of Viscoelasticity: An Introduction (Academic Press, New York, 1971; Mir,
Moscow, 1974).

5. M. A. Novikov, Ya. V. Bazaikin, V. V. Lisitsa, and A. A. Kozyaev, “Numerical Modeling of Wave
Propagation in Fractured Porous Fluid-Saturated Media,” Vychisl. Metody Programm. 19, 235–252 (2018).

6. M. A. Novikov, V. V. Lisitsa, and A. A. Kozyaev, “Numerical Modeling of Wave Processes in Fractured
Porous Fluid-Saturated Media,” Vychisl. Metody Programm. 19, 130–149 (2018).

7. G. V. Reshetova and T. S. Khachkova, “A Numerical Method to Estimate the Effective Elastic Moduli of
Rocks from Two- and Three-Dimensional Digital Images of Rock Core Samples,” Vychisl. Metody Programm.
18, 416–433 (2017).



вычислительные методы и программирование. 2020. Т. 21 239

8. S. M. Rytov, Yu. A. Kravtsov, and V. I. Tatarskii, Principles of Statistical Radiophysics 2. Correlation

Theory of Random Processes (Springer, Berlin, 1988; Nauka, Moscow, 1978).
9. V. M. Sadovskii and O. V. Sadovskaya, “A Numerical Algorithm for the Analysis of Viscoelastic Waves

in the Kelvin–Voigt Medium,” Vychisl. Metody Programm. 15, 98–108 (2014).
10. S. Abe, H. van Gent, and J. L. Urai, “DEM Simulation of Normal Faults in Cohesive Materials,”

Tectonophysics 512 (1–4), 12–21 (2011).
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