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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДОВ АСИМПТОТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА ПРИ

РЕШЕНИИ ОДНОЙ КОЭФФИЦИЕНТНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ

СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ

ТИПА РЕАКЦИЯ–ДИФФУЗИЯ С КУБИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

Д.В. Лукьяненко1, А. А. Мельникова2

Продемонстрированы возможности методов асимптотического анализа в применении к реше-
нию коэффициентной обратной задачи для системы нелинейных сингулярно возмущенных
уравнений типа реакция–диффузия с кубической нелинейностью. Рассматриваемая в статье
задача для системы уравнений в частных производных сводится к гораздо более простой для
численного исследования системе алгебраических уравнений, которая связывает данные обрат-
ной задачи (информацию о положении фронта реакции во времени) с коэффициентом, который
необходимо восстановить. Численные эксперименты подтверждают эффективность предложен-
ного подхода.

Ключевые слова: сингулярно возмущенная задача, внутренние и пограничные слои, уравнение типа
реакция–диффузия, обратная задача с данными о положении внутреннего слоя.

1. Введение. В настоящей статье предложен асимптотический подход к решению коэффициент-
ной обратной задачи для системы нелинейных сингулярно возмущенных параболических уравнений типа
реакция–диффузия с кубической нелинейностью по известным данным о положении движущегося фрон-
та (данные обратной задачи). Подобные задачи возникают в газовой динамике, биофизике, экологии,
химической кинетике и ряде других областей прикладных наук. Примерами могут служить

1) модель образования паттернов в живой природе [1];
2) модель ФитцХью–Нагумо распространения нервного импульса [2];
3) модель Алиева–Панфилова, описывающая автоволновые механизмы сокращения сердечной мыш-

цы [3].
Особенность прямых задач указанного типа заключается в том, что их математические модели содер-

жат нелинейные системы параболических уравнений с малыми параметрами при старших производных.
Это приводит к тому, что решения соответствующих прямых задач могут содержать узкие пограничные
и/или внутренние слои (стационарные и/или движущиеся фронты). Аналитические и численные иссле-
дования подобных систем можно найти, например, в работах [4–9]. В случае наличия малых параметров
высокого порядка малости, эти задачи становятся сложными для численного решения в связи с необхо-
димостью введения чрезвычайно густых сеток как по пространственной, так и по временно́й переменным.
Однако наличие малого параметра приводит к появлению двух противоположных эффектов: с одной сто-
роны, чем меньше этот параметр, тем более неустойчивое численное решение будет получено; с другой
стороны, чем меньше этот параметр, тем более точную априорную информацию о решении мы можем
извлечь с помощью методов асимптотического анализа. Эти два факта дают возможность объединить
асимптотический и численный подходы для построения эффективных методов решения как прямых, так
и соответствующих обратных задач.

Идея использования методов асимптотического анализа при построении эффективных численных
алгоритмов решения коэффициентных обратных задач для нелинейных сингулярно возмущенных урав-
нений была впервые реализована в работе [10], где была рассмотрена коэффициентная обратная задача
для нелинейного сингулярно возмущенного уравнения типа реакция–диффузия–адвекция с данными в
финальный момент времени. В указанной работе использовался классический итерационный градиент-
ный метод решения, основанный на минимизации функционала невязки и требующий для вычисления
градиента на каждой итерации выполнения процедуры решения прямой и сопряженной задач, каждая из
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которых являлась сингулярно возмущенной, а это означало, что их решения могут содержать как внут-
ренние, так и пограничные слои. Однако при реализации этого метода использовался асимптотический
анализ, заключающийся в выделении априорной информации о зависимости положения движущегося
фронта от времени в решении прямой задачи и о наличии пограничных слоев в решении сопряженной за-
дачи, для построения специальной адаптированной сетки [11–14]. Предложенный подход позволил значи-
тельно оптимизировать численный счет и существенно улучшить устойчивость решения соответствующей
обратной задачи.

Однако существует и другой подход к использованию методов асимптотического анализа для реше-
ния задач рассматриваемого класса. Важной особенностью применения методов асимптотического ана-
лиза к исследованию нелинейных дифференциальных уравнений с малыми параметрами при старших
производных является то, что асимптотический анализ зачастую позволяет свести исходную нелинейную
сингулярно возмущенную задачу для уравнения(й) в частных производных к гораздо более простой за-
даче, которая не содержит малых параметров и имеет меньшую размерность (а иногда и вовсе содержит
не дифференциальные, а алгебраические уравнения), получив при этом достаточно точное качественное
и количественное описание решения. Более того, редуцированные с помощью методов асимптотического
анализа постановки задач зачастую связывают явным образом параметры, которые необходимо восстано-
вить при решении обратной задачи (коэффициенты в уравнении, граничные и начальные условия и др.),
с положением движущегося фронта, информация о движении которого является наиболее естественной
дополнительной информацией при решении реальных прикладных задач (экспериментальные наблюде-
ния положения фронта ударной волны, фронта реакции или горения и др.). Впервые такой подход был
реализован в работах [15, 16].

В предлагаемой работе коэффициентная обратная задача для системы нелинейных сингулярно возму-
щенных параболических уравнений типа реакция–диффузия с кубической нелинейностью и с известными
данными о положении движущегося фронта сводится к существенно более простой задаче для системы ал-
гебраических уравнений, которая полуявным образом связывает наблюдаемое в эксперименте положение
движущегося фронта с искомым коэффициентом в одном из уравнений.

Необходимо отметить, что такой подход к решению рассматриваемой обратной задачи является одной
из вариаций прямого метода [17]. Этот метод не зависит от начального приближения, выбор которого за-
частую чрезвычайно важен при решении нелинейных задач, и использует только данные обратной задачи
подобно методу граничного управления, предложенному М.И. Белишевым [18–20], глобально сходящему-
ся методу, предложенному М.В. Клибановым [21–26], и методу, основанному на решении многомерного
аналога уравнения Гельфанда–Левитана–Крейна и предложенному С.И. Кабанихиным [27–33].

Работа построена следующим образом. В разделе 2 обсуждается постановка конкретной обратной
задачи, решение которой может не иметь каких-либо особенностей, однако в ходе решения соответствую-
щей прямой задачи могут возникнуть сложности, связанные с наличием внутреннего слоя (движущегося
фронта). Далее, в разделе 3 описываются основные идеи применения методов асимптотического анализа,
которые позволяют свести постановку исходной обратной задачи к гораздо более простой для последу-
ющего численного решения. В разделе 4 описан метод численного решения редуцированной постановки
обратной задачи и приведены результаты некоторых численных экспериментов с целью демонстрации
эффективности предложенного в работе асимптотического подхода. В заключении обсуждаются ограни-
чения предложенного метода.

2. Постановка задачи. Рассмотрим следующую прямую задачу [13]:
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ε2
∂2v

∂x2
− ε2
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= γ(x) v − β(x)u − k(x), x ∈ (0, l), t ∈ (0, T ],

ux(0, t) = ux(l, t) = 0, vx(0, t) = vx(l, t) = 0, t ∈ (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ [0, l].

(1)

Здесь ε — малый параметр (0 < ε < ε0 ≪ l); функции u0, v0 ∈ L∞
(

[0, l]
)
⋂

L1
(

(0, l)
)

отличны от нуля;

функции ϕl(v, x, ε), ϕ0(v, x, ε), ϕr(v, x, ε) в области
{

(v, x, ε) : Iv × [0; l]× (0; ε0]
}

непрерывно дифференци-

руемы, где Iv — некоторый промежуток изменения переменной v; γ(x), β(x), k(x) ∈ C
(

[0; l]
)

× C1
(
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.
Для удобства дальнейшего изложения материала введем обозначения

h(u, v, x, ε) ≡
(

u− ϕl(v, x, ε)
)(

u− ϕ0(v, x, ε)
)(

u− ϕr(v, x, ε)
)

, g(u, v, x) ≡ γ(x)v − β(x)u − k(x)
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и сформулируем условия, при которых будет рассматриваться задача (1) и которые позволят применить
необходимые методы асимптотического анализа.

Условие C1. В области
{

(v, x, ε) : Iv × [0; l] × (0; ε0]
}

функции ϕl,0,r(v, x, ε) являются непрерывно
дифференцируемыми и удовлетворяют неравенствам ϕl(v, x, ε) < ϕ0(v, x, ε) < ϕr(v, x, ε). Более того,
hu

(

ϕl,r(v, x, 0), v, x, 0
)

> 0 и hu

(

ϕ0(v, x, 0), v, x, 0
)

< 0.

Условие C2. Каждое из уравнений g
(

ϕl(v, x, 0), v, x
)

= 0 и g
(

ϕr(v, x, 0), v, x
)

= 0 имеет единственное
решение v = vl(x) и v = vr(x) соответственно. Функции vl,r(x) удовлетворяют неравенствам vl(x) < vr(x)

и
dg

dv

(

ϕl,r(v, x, 0), v, x
)

∣

∣

∣

v=vl,r(x)
> 0.

Рис. 1. Внутренний слой (движущийся фронт) в

фиксированный момент времени t

Известно (см. [34]), что при выполнении усло-
вий C1, C2 и C3 (будет сформулировано ниже) реше-
ние задачи (1) имеет внутренний слой (движущийся
фронт), положение которого во времени описывается
функцией x = xt.p.(t), индекс t.p. ≡ transition point
означает точку локализации внутреннего слоя (при-
мер решения, имеющего внутренний слой приведен на
рис. 1).

Обратная задача будет заключаться в определе-
нии неизвестного коэффициента γ(x), определяющего
свойства среды, через которую проходит движущий-
ся фронт реакции, по наблюдаемому положению этого
фронта в зависимости от времени:

xt.p.(t) ≡ f(t), t ∈ [0, T ]. (2)

В следующем разделе представлен асимптотиче-
ский анализ поставленной задачи и показано, как свя-
заны данные обратной задачи (2) с коэффициентом
γ(x), который необходимо восстановить. Кроме того, будет строго сформулирована постановка обратной
задачи.

3. Асимптотический анализ. В задаче (1) величина ε — малый параметр. Если положить ε = 0
(т.е. пренебречь слагаемыми, которые вносят малый вклад в уравнения рассматриваемой математической
модели), то система уравнений (1) не будет дифференциальной и в общем случае ее решения не будут
удовлетворять граничным и начальным условиям. Таким образом, задача (1) для системы нелинейных
параболических уравнений относится к классу сингулярно возмущенных, т.е. таких прикладных проблем,
малые возмущения моделей которых могут существенным образом повлиять на решение. Существуют
различные аналитические методы поиска решений сингулярно возмущенных задач. В данном случае нас
интересует решение типа движущегося фронта или, другими словами, нестационарное решение с внут-
ренним слоем (внутренний слой — это область, в которой решение претерпевает резкое изменение).

В работе [34] доказана теорема существования классического решения с внутренним переходным
слоем для задачи (1) и приведен алгоритм получения приближенного решения. Приближенное решение
нулевого порядка (т.е. являющееся членом нулевого порядка разложения точного решения по степеням
малого параметра ε) для конкретного примера, который рассматривается в данной статье, получено и
обосновано в работе [35].

Будем считать, что в каждый момент времени t ∈ [0, T ] внутренний слой расположен в ε-окрестности
точки x = x0(t) обеих компонент решения u и v. Здесь под x0(t) подразумевается член нулевого порядка
разложения точного положения xt.p.(t) внутреннего слоя по степеням малого параметра ε. Опираясь на
работу [34], повторим основные рассуждения метода построения асимптотического приближения решения
нулевого порядка и получим уравнение для определения функции x0(t), которое будет использовано при
решении обратной задачи.

Система уравнений (1) при ε = 0 (вырожденная система)

{
(

u− ϕl(v, x, 0)
)(

u− ϕ0(v, x, 0)
)(

u− ϕr(v, x, 0)
)

= 0, x ∈ [0, l], t ∈ (0, T ],

γ(x)v − β(x)u − k(x) = 0, x ∈ [0, l], t ∈ (0, T ],

разрешима при выполнении условий C1 и C2 и задает постоянные (не зависящие от времени) уровни
компонент u и v справа и слева от фронта. Предполагается, что решение задачи (1) слева от точки
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x = x0(t) близко к функции vl(x) для v-компоненты и к функции ϕl(vl(x), x, 0) — для u-компоненты, а
справа от x = x0(t) решение близко к функциям vr(x) и ϕr

(

vr(x), x, 0
)

для v- и u-компонент соответственно
(напомним, что функции vl(x) и vr(x) определяются из условия C2).

В основе построения асимптотического приближения решения с внутренним переходным слоем ле-
жит метод А.Б. Васильевой [36]. Согласно этому методу, решение представляется в виде суммы функций
нескольких видов: функции переходного слоя, которые описывают решение в окрестности фронта и за-
висят от растянутых переменных ξ = ε−1

(

x − x0(t)
)

и σ = ε−2
(

x − x0(t)
)

, и функции регулярной части,
которые описывают решение вне слоя. Кроме того, вводятся функции пограничных слоев, но мы не бу-
дем их учитывать в нашей работе, исходя из предположения, что в рассматриваемой задаче внутренний
слой (движущийся фронт) при своем движении не достигает окрестностей границ, всегда находясь от них
вдали.

Асимптотическое приближение (функции uas(x, t) и vas(x, t)) решения задачи (1) представляется в
следующем виде:

uas(x, t) = ū(x) +Qu(ξ, t) +Mu(σ, t), vas(x, t) = v̄(x) +Qv(ξ, t).

Здесь

ū(x) =

{

ϕl
(

vl(x), x, 0
)

, x 6 x0(t),

ϕr
(

vr(x), x, 0
)

, x > x0(t),
v̄(x) =

{

vl(x), x 6 x0(t),

vr(x), x > x0(t),

Qu(ξ, t) =

{

Qlu(ξ, t), ξ 6 0,

Qru(ξ, t), ξ > 0,
Mu(σ, t) =

{

M lu(σ, t), σ 6 0,

M ru(σ, t), σ > 0.

Функция Qv(ξ, t) тоже состоит из двух частей, аналогично функции Qu(ξ, t). Согласно работе [34]
функции u(x, t) и v(x, t) описывают решение с точностью O(ε). Нулевой член x = x0(t) расположе-
ния точного положения фронта по степеням малого параметра ε определяется как точка пересечения
u-компоненты решения с функцией ϕ0(v, x, 0) (см. рис. 1):

u
(

x0(t), t
)

= ϕ0
(

v0(t), x0(t), 0
)

+O(ε), где v0(t) : v
(

x0(t), t
)

= v0(t) +O(ε). (3)

Иными словами, v0(t) — значение v-компоненты в точке x = x0(t).
Функции uas(x, t) и vas(x, t) предполагаются гладкими, т.е. в точке x = x0(t) выполнены равенства

ε2
∂ūl

∂x
(x0) + ε

∂Qlu

∂ξ
(0) +

∂M lu

∂σ
(0) = ε2

∂ūr

∂x
(x0) + ε

∂Qru

∂ξ
(0) +

∂M ru

∂σ
(0),

ε2
∂v̄l

∂x
(x0) + ε

∂Qlv

∂ξ
(0) = ε2

∂v̄r

∂x
(x0) + ε

∂Qrv

∂ξ
(0).

(4)

Система уравнений для функций переходного слоя Ql,ru, Ql,rv, M l,ru имеет вид (см. [34])

∂2Ql,rv

∂ξ2
= γ(x0)

(

Ql,rv + vl,r(x0)
)

− k(x0)− β(x0)ϕ
l,r
(

Ql,rv + vl,r(x0), x0, 0
)

,

Ql,ru(ξ, t) = ϕl,r
(

Ql,rv + vl,r(x0), x0, 0
)

− ϕl,r(vl,r(x0), x0, 0),

(5)

∂2M l,ru

∂σ2
+W

∂M l,ru

∂σ
= h

(

ϕl,r
(

vl,r(x0), x0, 0
)

+Ql,ru(0, t) +M l,ru, vl,r(x0) +Ql,rv(0, t), x0, 0
)

. (6)

Через W обозначена производная
dx0

dt
. Предполагается, что Q-функции переходного слоя отличны от

нуля только в ε-окрестности точки x = x0(t) при каждом t ∈ [0, T ]. Формально это требование можно
записать следующим образом:

Ql,rv(ξ, t) → 0, Ql,ru(ξ, t) → 0 при ξ → ∓∞. (7)

В системе уравнений (5)–(6) аргумент x заменен на x0, поскольку в переходном слое x = x0 + O(ε) и
решение определяется с точностью O(ε). Функции M l,ru удовлетворяют условию

M l,ru(σ, t) → 0 при σ → ∓∞. (8)
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Введем обозначение: ṽ(ξ, t) =

{

Qlv(ξ, t) + vl(x0), ξ 6 0,

Qrv(ξ, t) + vr(x0), ξ > 0.

Запишем задачи для определения ṽ(ξ, t), используя уравнения (5) и условия (3), (7):











∂2ṽ

∂ξ2
= γ(x0)ṽ − β(x0)ϕ

l(ṽ, x0, 0)− k(x0), ξ ∈ (−∞, 0), t ∈ [0, T ],

ṽ(−∞, t) = vl(x0), ṽ(0, t) = v0(t), t ∈ [0, T ],











∂2ṽ

∂ξ2
= γ(x0)ṽ − β(x0)ϕ

r(ṽ, x0, 0)− k(x0), ξ ∈ (0,+∞, ), t ∈ [0, T ],

ṽ(0, t) = v0(t), ṽ(+∞, t) = vr(x0), t ∈ [0, T ].

(9)

Из условия (4) для v-компоненты в нулевом порядке по ε следует равенство

∂ṽ

∂ξ
(−0, t) =

∂ṽ

∂ξ
(+0, t). (10)

Левую и правую производные функции ṽ(ξ, t) при ξ = 0 можно определить, интегрируя уравнения (9) с
условиями на бесконечности. Подставляя указанные производные в равенство (10), получим уравнение,
связывающее неизвестные функции v0(t) и x0(t):

v0
∫

vl(x0)

(

γ(x0)v − β(x0)ϕ
l(v, x0, 0)− k(x0)

)

dv +

vr(x0)
∫

v0

(

γ(x0)v − β(x0)ϕ
r(v, x0, 0)− k(x0)

)

dv = 0. (11)

Если функции v0(t) и x0(t) удовлетворяют данному уравнению, тогда функция vas является гладкой.

Введем обозначение: ũ(σ, t) =

{

ϕl
(

vl(x0), x0, 0
)

+Qlu(0, t) +M lu(σ, t), σ 6 0,

ϕr
(

vr(x0), x0, 0
)

+Qru(0, t) +M ru(σ, t), σ > 0.

Функция ũ(σ, t) определяется из следующей задачи (здесь использованы уравнения для функций
M l,ru из системы (6), а также условия (3) и (8)):







∂2ũ

∂σ2
+W

∂ũ

∂σ
=
(

ũ− ϕl(v0, x0, 0)
)(

ũ− ϕ0(v0, x0, 0)
)(

ũ− ϕr(v0, x0, 0)
)

, σ ∈ (−∞,+∞), t ∈ [0, T ],

ũ(−∞, t) = ϕl(v0, x0, 0), ũ(0, t) = ϕ0(v0, x0, 0), ũ(+∞, t) = ϕr(v0, x0, 0), t ∈ [0, T ].

(12)

Из условия (4) для u-компоненты в нулевом порядке по ε следует, что функция ũ должна иметь непре-
рывную производную в точке σ = 0:

∂ũ

∂σ
(−0, t) =

∂ũ

∂σ
(+0, t).

Первое уравнение в системе (12) эквивалентно следующей системе уравнений первого порядка:











∂ũ

∂σ
= Ψ, σ ∈ (−∞,+∞),

∂Ψ

∂σ
= −WΨ+ h(ũ, v0, x0, 0), σ ∈ (−∞,+∞).

(13)

На фазовой плоскости (ũ,Ψ) система уравнений (13) имеет две точки покоя типа седла:
(

ϕl(v0, x0, 0), 0
)

и
(

ϕr(v0, x0, 0), 0
)

(это следует из условия C1). Гладкость функции ũ означает непрерывность сепаратрисы

Ψ̃(ũ), соединяющей точки покоя
(

ϕl(v0, x0, 0), 0
)

и
(

ϕr(v0, x0, 0), 0
)

. Такую сепаратрису можно представить

в виде квадратичной параболы (см. [13]): Ψ̃(ũ) = C
(

ũ−ϕl(v0, x0, 0)
)(

ũ−ϕr(v0, x0, 0)
)

. После подстановки

выражения для Ψ̃(ũ) в систему (13) можно получить выражение для параметра W , при котором суще-
ствует соединительная сепаратриса:

W =

√
2

2

(

2ϕ0(v0, x0, 0)− ϕl(v0, x0, 0)− ϕr(v0, x0, 0)
)

. (14)
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Это дифференциальное уравнение относительно функции x0(t), поскольку под параметром W понимаем

производную W =
dx0

dt
. Функция x0(t) определяется из системы уравнений (11), (14) с дополнительным

условием x0(0) = x00, где x00 — это начальное положение фронта.
Таким образом, решение x0(t) ∈ C

(

[0, T ]
)
⋂

C1
(

(0, T )
)

.
Условие C3. Пусть существует единственное решение x0(t), v0(t) следующей системы уравнений с

начальным условием x0(0) = x00, причем x0(t) ∈ (0, l), vl
(

x0(t)
)

< v0(t) < vr
(

x0(t)
)

при t ∈ [0, T ]:

v0(t)
∫

vl

(

x0(t)
)

(

γ
(

x0(t)
)

v − β
(

x0(t)
)

ϕl
(

v, x0(t), 0
)

− k
(

x0(t)
)

)

dv +

+

vr
(

x0(t)
)

∫

v0(t)

(

γ
(

x0(t)
)

v − β
(

x0(t)
)

ϕr
(

v, x0(t), 0
)

− k
(

x0(t)
)

)

dv = 0,

dx0

dt
=

√
2

(

ϕ0
(

v0(t), x0(t), 0
)

− 1

2

(

ϕl
(

v0(t), x0(t), 0
)

+ ϕr
(

v0(t), x0(t), 0
)

)

)

.

Здесь функции vl(x) и vr(x) определяются из уравнений

vl(x) : γ(x)v − β(x)ϕl(v, x, 0)− k(x) = 0; vr(x) : γ(x)v − β(x)ϕr(v, x, 0)− k(x) = 0.

Таким образом, мы получили редуцированную систему, связывающую коэффициент γ(x), который
необходимо восстановить при решении обратной задачи (1)–(2), с членом нулевого порядка x0(t) разло-
жения точного положения xt.p.(t) внутреннего слоя по степеням малого параметра ε. Другим следствием
асимптотического анализа является то, что мы можем заменить функцию x0(t) функцией xt.p.(t) (с ошиб-
кой порядка ε) или, что то же самое, измеренной в эксперименте функцией f(t). В результате мы приходим
к следующей редуцированной постановке исходной обратной задачи (1)–(2):

v0(t)
∫

vl

(

f(t)
)

(

γ
(

f(t)
)

v − β
(

f(t)
)

ϕl
(

v, f(t), 0
)

− k
(

f(t)
)

)

dv +

+

vr
(

f(t)
)

∫

v0(t)

(

γ
(

f(t)
)

v − β
(

f(t)
)

ϕr
(

v, f(t), 0
)

− k
(

f(t)
)

)

dv = 0, t ∈ [0, T ],

(15)

df

dt
=

√
2

(

ϕ0
(

v0(t), f(t), 0
)

− 1

2

(

ϕl
(

v0(t), f(t), 0
)

+ ϕr
(

v0(t), f(t), 0
)

)

)

, t ∈ [0, T ], (16)

γ(x)vl(x) − β(x)ϕl
(

vl(x), x, 0
)

− k(x) = 0, x ∈ (0, l), (17)

γ(x)vr(x) − β(x)ϕr
(

vr(x), x, 0
)

− k(x) = 0, x ∈ (0, l). (18)

Можно переформулировать постановку исходной обратной задачи (1)–(2) в операторном виде

A(γ) = f,

где A: C
(

x : (0, l)
)

→ C(1)
(

t : (0, T )
)

.
Однако в реальных приложениях часто имеются зашумленные данные fδ (‖f − fδ‖ 6 δ) и решается

следующая задача
A(γδ) = fδ.

Кроме того, в данной работе точный оператор A задачи (1)–(2) мы заменяем на приближенный оператор
Aε: C → C(1), определяемый редуцированной системой (15)–(18), и такой, что ‖A − Aε‖C = O(ε). В
результате мы решаем следующую задачу:

Aε(γδ,ε) = fδ.

Можно доказать (соответствующие примеры см. в [37–39]), что ‖γ − γδ,ε‖ → 0 при δ → 0, ε → 0.
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4. Численный алгоритм решения. В предыдущем разделе показано, как методы асимптотическо-
го анализа позволили свести исходную обратную задачу (1)–(2) к системе уравнений (15)–(18), которые
непосредственно связывают искомый коэффициент γ(x) с данными обратной задачи f(t). Oпишем соот-
ветствующий численный алгоритм нахождения коэффициента γ(x) из системы (15)–(18).

1. Предполагается, что нам известны аналитические выражения для функций

ϕl(v, x, ε), ϕ0(v, x, ε), ϕr(v, x, ε),
∂ϕl(v, x, 0)

∂v
,

∂ϕ0(v, x, 0)

∂v
,

∂ϕr(v, x, 0)

∂v
, β(x), k(x),

которые входят в постановку обратной задачи.

2. Введем равномерную сетку по времени TM =

{

tm, 0 6 m 6 M : tm = 0 + τm, τ =
T − 0

M

}

.

3. Предполагается, что нам известны сеточные значения fm ≡ fδ(tm), m = 0,M , измеренной в экспе-
рименте функции fδ(t) ≡ xt.p.(t) на сетке TM .

4. Сгладим функцию fδ(t), заданную семейством сеточных значений fm, m = 0,M , используя сглажи-
вающий сплайн s3(t). Сплайн s3 минимизирует функционал

F p(s3) = p

M
∑

m=0

∣

∣fm − s3(tm)
∣

∣

2
+ (1− p)

M
∑

m=0

∣

∣

∣

∣

d2s3
dt2

(tm)

∣

∣

∣

∣

2

.

Этот метод хорошо известен и реализован во многих программных пакетах (таких как, например,
MatLab), поэтому мы не будем описывать его численную реализацию в данной статье. Значение
сглаживающего параметра p должно быть согласовано с ошибкой δ входных данных fδ (‖f−fδ‖ 6 δ,
где f — точное значение входных данных). Например, параметр p может быть выбран исходя из
обобщенного принципа невязки [40, 41]

M
∑

m=0

∣

∣fm − sp3(tm)
∣

∣

2 − δ2 = 0,

где sp3 — экстремаль функционала F p(s3). Далее переопределим fm := s3(tm).

5. Вычислим сеточные значения f ′

m, m = 0,M , которые являются производными сглаженной функции
fδ(t), по формулам со вторым порядком точности:

f ′

0 =
−3

2
f0 + 2f1 −

1

2
f2

τ
,

f ′

m =
fm+1 − fm−1

2τ
для m = 1,M − 1,

f ′

M =

3

2
fM − 2fM−1 +

1

2
fM−2)

τ
.

6. Определим сеточные значения v0m = v0(tm), m = 0,M , функции v0(t) из уравнения (16), используя
метод Ньютона: при s = 0, S

v0m
(0) = 0,

v0m
(s+1) = v0m

(s) −



f ′

m −
√
2

(

ϕ0

(

v0m
(s), fm, 0

)

− 1

2

(

ϕl
(

v0m
(s), fm, 0

)

+ ϕr
(

v0m
(s), fm, 0

)

)

)



×

×



−
√
2

(

∂ϕ0

∂v

(

v0m
(s), fm, 0

)

− 1

2

(

∂ϕl

∂v

(

v0m
(s), fm, 0

)

+
∂ϕr

∂v

(

v0m
(s), fm, 0

)

)

)



 ,

v0m := v0m
(S+1).

Замечание. Если функции ϕl, ϕ0 и ϕr являются линейными относительно переменной v, тогда сле-
дует положить S := 0.
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7. Введем равномерную сетку по пространственной переменной

XN =

{

xn, 0 6 n 6 N : xn = 0 + hn, h =
l − 0

N

}

.

8. Определим сеточные значения βn = β(xn) и kn = k(xn), n = 0, N , функций β(x) и k(x) на сетке XN .

9. Определим значения βtm = β(fm), m = 0,M , путем интерполяции функции одной переменной β(x),
заданной своими сеточными значениями βn = β(xn), n = 0, N .

10. Определим значения ktm = k(fm), m = 0,M , путем интерполяции функции одной переменной k(x),
заданной своими сеточными значениями kn = k(xn), n = 0, N .

11. Определим γ(fm) ≡ h из уравнения (15), решая его методом дихотомии при каждом tm ∈ TM ,
m = 0,M . Это может быть сделано по следующей схеме:

(a) Обозначим левую часть уравнения (15) через G(h).

(b) Выберем для начального приближения метода дихотомии h0 и h1 так, чтобы G(h0)G(h1) < 0.
Такой выбор возможен, поскольку всегда имеется априорная информация относительно восста-
навливаемой функции γ(x): h0 6 min γ(x) 6 γ(x) 6 max γ(x) 6 h1, следующая из физических
основ наблюдаемого процесса.

(c) Зададим номер итерации s := 1.

(d) Следующее приближение задается в виде hs+1 = (hs + hs−1)/2.

(e) Если G(hs+1)G(hs−1) 6 0, то переопределим hs := hs−1.

(f) Переопределим s := s+ 1. Если |hs − hs−1| > ǫ (ǫ — это заданная абсолютная точность опреде-
ления h), то возвращаемся к пункту 11d. Иначе останавливаем итерационный процесс и выпи-
сываем решение h := hs.

Алгоритм вычисления функции G(h) имеет следующий вид.

1. Определим сеточные значения vln = vl(xn), n = 0, N , функции vl(x) из уравнения (17), используя
метод Ньютона:

vln
(0)

= 0,

vln
(s+1)

= vln
(s) −

hvln
(s) − βnϕ

l
(

vln
(s)

, xn, 0
)

− kn

h− βn

∂ϕl

∂v

(

vln
(s)

, xn, 0
)

, s = 0, S,

vln := vln
(S+1)

.

Замечание. Если функция ϕl(v, x, ε) линейна относительно переменной v, следует положить S := 0.

2. Определим сеточные значения vrn = vr(xn), n = 0, N , функции vr(x) из уравнения (18), используя
метод Ньютона:

vrn
(0) = 0,

vrn
(s+1) = vrn

(s) − hvrn
(s) − βnϕ

r
(

vrn
(s), xn, 0

)

− kn

h− βn

∂ϕr

∂v

(

vrn
(s), xn, 0

)

, s = 0, S,

vrn := vrn
(S+1).

Замечание. Если функция ϕr(v, x, ε) линейна относительно переменной v, следует положить S := 0.

3. Определим значения vltm ≡ vl
(

fm
)

, m = 0,M , с помощью интерполяции функции одной переменной

vl(x), заданной своими сеточными значениями vln = vl(xn), n = 0, N .

4. Определим значения vrtm ≡ vr
(

fm
)

, m = 0,M , с помощью интерполяции функции одной переменной

vr(x), заданной своими сеточными значениями vrn = vr(xn), n = 0, N .
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5. Введем равномерную сетку по переменной v1 с тем, чтобы вычислить первый интеграл в (15):

V1 I1 =

{

v1i, 0 6 i 6 I1 : v1i = vltm + dv1i, dv1 =
v0m − vltm

I1

}

.

6. Введем равномерную сетку по переменной v2 с тем, чтобы вычислить второй интеграл в (15):

V2 I2 =

{

v2i, 0 6 i 6 I2 : v2i = v0m + dv2i, dv2 =
vrtm − v0m

I2

}

.

7. Вычислим G(h) (левую часть уравнения (15)):

G(h) =

I1
∑

i=1

1

2

(

(

hv1i−1 − βtmϕl(v1i−1, fm, 0)− ktm
)

+
(

hv1i − βtmϕl(v1i, fm, 0)− ktm
)

)

dv1 +

+

I2
∑

i=1

1

2

(

(

hv2i−1 − βtmϕr(v2i−1, fm, 0)− ktm
)

+
(

hv2i − βtmϕr(v2i, fm, 0)− ktm
)

)

dv2.

Таким образом, неизвестная функция γ(x) восстанавливается поточечно во всех точках x = fm, m = 0,M .
Это означает, что функция γ(x) может быть восстановлена только в тех точках отрезка x ∈ [0, l], в которых
в ходе экспериментальных наблюдений зафиксировано положение движущегося фронта.

Рис. 2. Пример 1а. Модельная функция γ(x) (b) восстановлена для

данных обратной задачи xt.p.(t) ≡ f(t) при δ ≃ 2% (а)

4.1. Некоторые результаты численных экспериментов. В качестве примера эффективности
применения предложенного метода была использована модель городской экосистемы [42, 43]. Данная
модель описывает город как систему, в которой различный факторы (социально-экономические либо при-
родные и антропогенные) взаимодействуют по типу активатор–ингибитор, и обратная задача состоит в
определении параметров среды γ(x), через которую движется наблюдаемый фронт реакции:















































ε4
∂2u

∂x2
− ε2

∂u

∂t
=
(

u− ϕl(v, x, ε)
)(

u− ϕ0(v, x, ε)
)(

u− ϕr(v, x, ε)
)

, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ],

ε2
∂2v

∂x2
− ε2

∂v

∂t
= γ(x)v − β(x)u − k(x), x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ],

ux(0, t) = ux(1, t) = 0, vx(0, t) = vx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ [0, 1],

xt.p.(t) = fδ(t), t ∈ [0, T ].



372 вычислительные методы и программирование. 2019. Т. 20

Пример 1а. Расчет примера проведен для функций и значений параметров численной схемы:

ϕl(v, x, ε) = −1, ϕ0(v, x, ε) = 1− 0.125v − 0.5x, ϕr(v, x, ε) = 1,

β(x) = (x+ 1.4), k(x) = 3(x+ 1.4), γ(x) = 0.5 cos
(

12(x− 0.5)
)2

+ 1.5− 4(x− 0.5)2,

u0(x) = tanh
(

ε−1(x − x00)
)

, v0(x) = (x00 + 1.4)
(

tanh
(

ε−1(x− x00)
)

+ 3
)

,

xt.p.(0) ≡ x00 = 0.2, T = 1, ε = 10−2, δ ∼ 2%,

N = 50, M = 100, I1 = I2 = 100.

Заметим, что начальные функции u0(x) и v0(x) и начальное положение фронта реакции x00 = xt.p.(0)
используются только для того, чтобы смоделировать входные данные обратной задачи xt.p.(t) ≡ fδ(t).
Моделирование входных данных fδ(t) предполагает решение полной прямой задачи, что является доста-
точно трудоемким процессом, который здесь не описывается (пример решения подобной прямой задачи
обсуждается в [14]).

Результаты расчетов представлены на рис. 2 и демонстрируют эффективность предложенного в рабо-
те подхода. Еще раз обратим внимание на то, что разработанный метод позволяет восстановить функцию
γ(x) только в тех точках отрезка x ∈ [0, 1], в которых наблюдалось прохождение движущегося фронта
(т.е. в области экспериментальных наблюдений).

Рис. 3. Пример 1б. Результат восстановления модельной кусочно-постоянной функции γ(x)

для различных значений параметра M

Пример 1б. Расчет второго примера был выполнен для того же набора данных, что и в предыдущем
примере, за исключением вида модельной функции γ(x):

γ(x) =























1.5 для 0 6 x < 0.3,

3 для 0.3 6 x < 0.5,

2 для 0.5 6 x < 0.7,

2.5 для 0.7 6 x < 1.

В этом случае функция γ(x) не удовлетворяет не только условию гладкости, но также является и разрыв-
ной (что соответствует некоторым реальным практическим ситуациям). Несмотря на этот факт, резуль-
таты работы алгоритма оказались вполне приемлемыми (см. рис. 3), что дает возможность предполагать,
что предложенный в работе подход может быть обобщен и на существенно более широкий класс приклад-
ных задач рассматриваемого типа.

Заключение. В работе продемонстрированы возможности методов асимптотического анализа в при-
менении к решению коэффициентной обратной задачи для системы нелинейных сингулярно возмущен-
ных уравнений типа реакция–диффузия с кубической нелинейностью по известным данным о положении
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движущегося фронта реакции. Предложенный подход основан на строгом асимптотическом анализе, поз-
воляющем свести исходную обратную задачу для уравнений в частных производных к гораздо более
простой для численного решения системе алгебраических уравнений, связывающей данные обратной за-
дачи (информацию о положении фронта реакции во времени) с коэффициентом, который необходимо
восстановить. Особенностью алгоритма, разработанного на основе предложенного подхода, является то,
что

1) неизвестный коэффициент (функция) восстанавливается поточечно и только в области, через кото-
рую проходит движущийся фронт и где его параметры (входные данные обратной задачи) были измерены
экспериментально;

2) качество решения зависит от величины малого параметра.
В качестве перспектив развития предложенного метода следует отметить его обобщение на более широкий
класс восстанавливаемых функций (в том числе разрывных) и реализацию методов выполнения апосте-
риорной оценки точности полученного решения [44–49]. Кроме того, подобно результатам работы [15],
можно выполнить численное исследование регуляризирующих свойств предложенного алгоритма (вклю-
чая анализ взаимосвязи и влияние на результат решения обратной задачи уровня шума входных данных
обратной задачи и величины малого параметра ε).

Работа выполнена при поддержке РФФИ (коды проектов 18–01–00865 и 18–31–00204).
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Abstract: The capabilities of asymptotic analysis methods for solving a coefficient inverse problem for
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