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СРАВНЕНИЕ МОДИФИЦИРОВАННОГО МЕТОДА КРУПНЫХ ЧАСТИЦ С

НЕКОТОРЫМИ СХЕМАМИ ВЫСОКОЙ РАЗРЕШАЮЩЕЙ СПОСОБНОСТИ.

ОДНОМЕРНЫЕ ТЕСТЫ

Д.В. Садин1, В. А. Давидчук2

Проведен сравнительный анализ вычислительных свойств модифицированного метода крупных
частиц на примере одномерных тестовых задач газовой динамики в широком диапазоне пара-
метров течения. Численные результаты сопоставлены с автомодельными решениями и данны-
ми, полученными по схемам высокой разрешающей способности от второго до шестого порядков
аппроксимации. Представленная схема продемонстрировала вычислительную эффективность
и конкурентоспособность.
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1. Введение. В настоящее время численное моделирование является одним из основных инструмен-
тов при создании и совершенствовании технологий, оптимизации параметров технических устройств в
аэродинамике, газодинамике струйных течений, ударно-волновых явлениях и др. Практические приложе-
ния предъявляют ряд требований к численным методам. К ним относится надежность и универсальность
численного метода и возможность его применения при решении задач с широким диапазоном измене-
ния термогазодинамических параметров. Качество схемы включает в себя ее разрешающую способность,
точность, устойчивость, робастность, скорость сходимости, однородность алгоритма, простоту метода и
другие свойства. Третья группа требований связана с ресурсоемкостью (необходимые объемы памяти,
возможность распараллеливания и временны́е затраты) при реализации алгоритма на ЭВМ.

Современные численные схемы высокой разрешающей способности используют разнообразные под-
ходы, основанные на точном и приближенном решении задачи распада разрыва (типа Годунова) [1], ал-
горитмах с уменьшением полной вариации решения (TVD — Total Variation Diminishing) [2], взвешенно
существенно неосциллирующих схемах (WENO — Weighted Essentially Non-Oscillatory) [3], разрывном ме-
тоде Галеркина [4], компактных схемах [5], балансно-характеристическом алгоритме КАБАРЕ [6], методах
с адаптивной искусственной вязкостью [7] и др. Не претендуя на обзор вычислительных технологий, по-
дробно изложенных в том числе в работах [8, 9], ограничимся рассмотрением модифицированного метода
крупных частиц в сравнении с некоторыми схемами высокой разрешающей способности.

В работах [10, 11] изложена модификация метода крупных частиц с нелинейной коррекцией искус-
ственной вязкости типа Христенсена [12] на первом (лагранжевом) этапе и противопоточной реконструк-
цией потоков [9] второго порядка на втором (эйлеровом и заключительном) этапе. В развитие метода круп-
ных частиц предложена схема с настраиваемыми диссипативными свойствами (Customizable Dissipative
Properties — CDP2) второго порядка по пространству и времени с взвешенной линейной комбинацией
центральных и противопоточных разностей, дополненной TVD-алгоритмом Рунге–Кутты (Total variation
diminishing Runge–Kutta scheme) [13].

Целью настоящей статьи является анализ вычислительных свойств модифицированного метода круп-
ных частиц CDP2 [13] на примере ряда одномерных тестовых задач в сравнении с автомодельными реше-
ниями и численными результатами, полученными по другим схемам высокой разрешающей способности.

2. Основные уравнения. Рассмотрим динамику калорически совершенного невязкого газа в рамках
уравнений Эйлера

∂q
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где ρ, v, p, E — плотность, скорость, давление, полная энергия газа; q, G, F — консервативные, потоковые,
градиентные и деформационные величины; t — время; x — координата.
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Замыкающее уравнение состояния имеет вид p = (γ − 1)ρ
(
E − v2/2

)
, где γ — показатель адиабаты.

3. Численный алгоритм. Опишем численный алгоритм в соответствии с основными положениями
метода крупных частиц с расщеплением уравнений (1) по физическим процессам на лагранжев, эйлеров и
заключительный этапы. Приведем схему к виду для плоского одномерного случая. Дискретизацию будем
проводить на равномерной сетке с шагом h в конечно-объемной реализации, при которой консервативные
величины q относятся к центрам контрольных объемов (ячеек) xn, где n = 1, 2, . . . , N . Потоковые вели-
чины G, градиентные и деформационные слагаемые F уравнений (1) определяются на границах ячеек
xn±1/2. Временной слой будем помечать верхним индексом k = 1, 2, . . . ,K, а шаг по времени обозначим τ .

Первый (лагранжев) этап. Вычисляются предварительные значения искомых функций с использова-
нием центральных разностей градиентных величин на границах ячеек:
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Здесь Bv — коэффициент искусственной вязкости.
Для регуляризации численного решения применяется искусственная вязкостьQk

n±1/2 с ограничителем

вязкости ψv(rn±1/2) [11–13], которая не понижает порядок аппроксимации на гладких решениях O
(
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)
. А

именно, на гладких решениях при r → 1 ограничитель вязкости ψv(r) → 1; следовательно, искусственная
вязкость

[
1− ψv(rn±1/2)

]
Qk

n±1/2 → 0.

Второй (эйлеров и заключительный) этап. Определяются окончательные значения искомых перемен-
ных с точностью O
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)
на гладких решениях:
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(3)

Потоковые величины, помеченные символом ∧, получены путем взвешенной ограничителем ψv(rn±1/2)
линейной комбинации противопоточной и центральной аппроксимаций функций ϕ = {ρ, v, E} [13]:
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В качестве ограничителей вязкости ψv и потоков ψf в настоящей работе использованы
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
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0, метод крупных частиц;
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r2 + r

1 + r
, VAN ALBADA (VA);
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(5)

Далее на лагранжевом этапе (2) берется ограничитель вязкости Van Leer, а коэффициент искусствен-
ной вязкости Bv = 1 (за исключением приведенного ниже теста 3а, где Bv = 1.7). Для удобства дополним
аббревиатуру схемы указанием на применяемый ограничитель потоков в (3) и (4), например CDP2-VL —
схема (2)–(4) с ограничителем VAN LEER из (5). Для повышения порядка аппроксимации по времени
применим двухшаговый TVD-метод Рунге–Кутты [14]:
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Таким образом, описанный алгоритм имеет на гладких решениях второй порядок аппроксимации по про-
странству и времени O

(
τ2 + h2

)
.

Шаг по времени определяется из условия Куранта–Фридрихса–Леви
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где CFL — число Куранта и akn — скорость звука в точке
(
xn, t

k
)
.

4. Численные эксперименты. Тестовые задачи для уравнений (1) решаются численно модифи-
цированным методом крупных частиц (CDP2) в сравнении с другими схемами высокой разрешающей
способности. Исходные данные и результаты решения представляются в безразмерном виде. Показатель
адиабаты для всех вариантов задач принят γ = 7/5.

Область определения всех задач задана на интервале x ∈ (x1, x2) с начальным разрывом в точке
x0 ∈ (x1, x2) и на отрезке времени t ∈ [0, tf ]. Для удобства сравнения интервалы по пространственной ко-
ординате x соответствуют цитируемым работам. Для тестов Sod 1 и Lax выбран интервал x ∈ (−5, 5), для
остальных задач x ∈ (0, 1). Начальные условия задач сведены в таблицу, в которой газодинамические вели-
чины в безразмерном виде помечены индексом L — слева от разрыва, а индексом R — справа. Граничные
условия совпадают с начальными. Число Куранта задавалось постоянным CFL = 0.4–0.5, за исключением
задачи Sod 2. Расчет этой задачи начинался с возрастающим шагом по времени CFL = 0.1, 0.2, 0.3 и далее
CFL = 0.4 = const.

Начальные условия тестовых задач

Тест ρ1L v1L pL ρ1R v1R pR x0 tf

Sod 1 1 0 1 0.125 0 0.1 0 2
Sod 2 1 0 105 0.01 0 103 0.4 5.5 · 10−4

Lax 0.445 0.698 3.528 0.5 0 0.571 0 1.3
peak 0.1261192 8.9047029 782.92899 6.591493 2.2654207 3.1544874 0.5 0.0039
3a 1 –19.59745 1000 1 –19.59745 0.01 0.8 0.012
4 5.99924 19.5975 460.894 5.99242 –6.19633 46.095 0.4 0.035

Приведенные тестовые задачи Римана (распада разрыва) позволяют проверить работоспособность
численного метода в широком диапазоне параметров движения газа. Результаты расчетов по схеме CDP2
сравниваются с автомодельными решениями и численными данными, полученными по алгоритмам из
цитируемых источников.

В тестах Sod 1 и Lax реализуется распад разрыва с дозвуковым режимом течения газа, скачка уплот-
нения, волны разрежения и контактного разрыва между ними. Результаты решения указанных задач
модифицированным методом крупных частиц (схема CDP2-VL) в виде распределения плотности показа-
ны соответственно на рис. 1а и 2а. Для сравнения на этих рисунках справа (рис. 1б и 2б) представлены
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результаты расчетов из [15] по схемам с гибридной взвешенной нелинейной интерполяцией четвертого
(CCSSR-HW4) и шестого (CCSSR-HW6) порядков аппроксимации, а также популярной взвешенной су-
щественно неосциллирующей схемой пятого порядка (WENO5). Видно, что результаты расчетов близки
друг другу и хорошо согласуются с точным решением (сплошная кривая).
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Рис. 1. Тестовая задача Sod 1, дискретизация 100 ячеек: а) схема CDP2-VL, б) схемы CCSSR-HW4,
CCSSR-HW6, WENO5 из [15]. Сплошная линия — автомодельное решение

 

�� �� ��

0 2 4 -2 -4 

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

 x

 rr
1.4

	


0 2 4 -2 -4 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

1.2 

 x

 rr
1.4 

Рис. 2. Тестовая задача Lax: а) схема CDP2-VL (маркеры кружки — 100 ячеек; ромбы — 200 ячеек),
б) схемы CCSSR-HW4, CCSSR-HW6, WENO5 из [15], дискретизация 100 точек.

Сплошная линия — автомодельное решение

Возможности схемы CDP2 для случая большого (два порядка) начального перепада давления и плот-
ности, сверхзвукового течения в части расчетной области, корректного расчета звуковой точки проверя-
ется при решении тестовой задачи Sod 2. На рис. 3 показаны распределения плотности (а и в) и скорости
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(б и г) соответственно для 100 и 200 ячеек. Данные расчетов сопоставляются с численными результатами,
полученными по схемам MUSCL (Monotonic Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws) с ограничи-
телем MINMOD и КАБАРЕ для 100 ячеек из [16] (рис. 3д — распределение плотности, рис. 3е — скорости).
Особенностью численных решений по приведенным схемам на грубой сетке (100 ячеек) является завы-
шение скорости за скачком уплотнения относительно автомодельного распределения (см. рис. 3б и 3е),
несколько большее для схемы CDP2. Вместе с тем, при увеличении разрешения сетки этот численный
дефект исчезает (рис. 3г).
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Рис. 3. Тестовая задача Sod 2. Схема CDP2-MM: распределения а) плотности, б) скорости для 100 ячеек;
в) и г) то же для 200 ячеек. Схемы MUSCL с ограничителем MINMOD и КАБАРЕ из [16],
дискретизация 100 точек для распределений: д) плотности, е) скорости. Сплошная линия —

автомодельное решение

В задаче peak после распада сильного разрыва образуется интенсивный скачок уплотнения, вол-
на разрежения и контактный разрыв между ними. В узкой области за ударной волной до контактной
поверхности происходит сильное сжатие газа. Вычислительные трудности заключаются в обеспечении
точности разрешения волны разрежения и зоны интенсивного сжатия газа. Показательным с этой точки
зрения является профиль скорости, приведенный на рис. 4 (а — схема CDP2-MM; б — WENO5 из [17],
компактная схема бегущего счета из [5] и квазигазодинамический алгоритм из [18]).

Цитируемые численные результаты дают всплеск скорости (энтропийный след) в окрестности x = 0.2,
особенно существенный для схемы WENO5. Для модифицированного метода крупных частиц характерны
небольшие низкочастотные колебания распределения скорости в области постоянного течения, примыкаю-
щего к волне разрежения. Указанная особенность в численном решении в различной степени проявляется
также и для ряда других схем, например JT (centered scheme with limiter by Jiang and Tadmor), WAFT
(weighted average flux by Toro), PPM (piecewise parabolic method) [19]. Сходимость численных результатов
к автомодельному решению по схеме CDP2-MM демонстрируется расчетом на более мелкой сетке (6400
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Рис. 4. Тестовая задача peak. Распределение скорости: а) схема CDP2-MM — пунктир (1600 ячеек),
тонкая сплошная кривая (6400 ячеек); б) кружки — WENO5 из [17], точки — квазигазодинамический

алгоритм из [18], тонкая сплошная кривая – компактная схема бегущего счета из [5] на
сетке 1600 узлов. Жирная сплошная линия — автомодельное решение
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Рис. 5. Тестовая задача 3a. Распределение плотности: а) схема CDP2-MM — кружки, пунктирная кривая
для 200 и 800 ячеек соответственно; б) кружки — WENO5 из [17] (200 точек), точки —

квазигазодинамический алгоритм из [18] (312 ячеек), тонкие сплошные кривые 1, 2, 3 и 4 —
компактная схема бегущего счета из [5] на сетках 200, 312, 400 и 800 точек соответственно.

Жирная сплошная линия — автомодельное решение
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ячеек) на рис. 4а (тонкая сплошная линия графически совпадает с автомодельным распределением, за
исключением малых отклонений в окрестности x = 0.2 и 0.545).

Задача 3a является вариантом теста 3 (Toro problem). Особенность этой задачи заключается в огром-
ном перепаде давления (пять порядков) и в образовании стационарного контактного разрыва в точке
x = 0.8. Из рис. 5 видно, что модифицированный метод крупных частиц CDP2-MM допускает небольшую
немонотонность на фронте ударной волны, вместе с тем превосходит по разрешающей способности все
цитируемые схемы.

Течение с двумя расходящимися ударными волнами и контактным разрывом между ними определяет-
ся начальными условиями тестовой задачи 4. Схема CDP2-VA сопоставима по разрешающей способности
в данном тесте с WENO5 из [17] и превосходит компактную схему бегущего счета из [5], что видно, на-
пример, из сравнения численных решений на одинаковых сетках с дискретизацией 200 ячеек (см. рис. 6:
а — пунктирная кривая и б — тонкая сплошная линия 1).
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Рис. 6. Тестовая задача 4. Распределение плотности: а) схема CDP2-VA — пунктирная кривая, тонкая
сплошная линия для 200 и 400 ячеек соответственно; б) кружки — WENO5 из [17] (200 точек), тонкие

сплошные кривые 1, 2, 3 – компактная схема бегущего счета из [5] на сетках 200, 400 и 800 точек
соответственно. Жирная сплошная линия — автомодельное решение

5. Заключение. Модифицированный метод крупных частиц обладает следующими свойствами. Схе-
ма имеет второй порядок аппроксимации по пространству и времени на гладких решениях. Использование
искусственной вязкости с ограничителем не понижает порядок аппроксимации. Алгоритм не опирается на
свойства гиперболичности исходных систем уравнений, что является актуальным для случаев, когда фи-
зически обоснованные постановки задач приводят к системам дифференциальных уравнений в частных
производных составного (негиперболического) типа. Метод является консервативным, однородным, об-
ладает алгоритмической простотой и экономичностью, возможностью настройки диссипативных свойств.
Алгоритм без затруднений может быть обобщен на многомерные задачи.

Работоспособность представленного метода проверена на ряде одномерных тестовых задач, некоторые
из которых обладают существенной вычислительной сложностью и в определенном смысле являются
вызовом для любой разностной схемы. Расчеты продемонстрировали возможности модифицированного
метода крупных частиц в сравнении с современными схемами высокой разрешающей способности. По
совокупности свойств можно сделать вывод об эффективности и конкурентоспособности рассмотренной
модификации метода крупных частиц.
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Abstract: The paper presents a comparative analysis of the computational properties of a modified large-
particle method on one-dimensional gas dynamics test problems in a wide range of flow parameters. The
numerical results are compared with self-similar solutions and data obtained by high-resolution schemes from
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the second to the sixth order of approximation. It is shown that the presented scheme is numerically efficient
and competitive.
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